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RESUMEN

Presentamos un esquema de discretizacién basado en la formulacién Petrov-Galerkin para
problemas de reaccién-adveccién-difusién. El esquema presentado exhibe superconvergencia
(valores exactos en los nodos) para una cierta clase restringida de problemas unidimensionales,
de la misma forma que ocurre con SUPG cuando el parametro de upwind es elegido a través de
la “funcién mégica”. Mds adn estos resultados son extendidos a sistemas, donde, como caso
particular, mostramos la aplicacién a las ecuaciones simplificadas que rigen los flujos viscosos
en sistemas en rotacién (capa limite de Eckman). Se presentan ejemplos numeéricos uni- y
bidimensionales, con y sin fuente, y también en el contexto de la capa limite de Eckmann.

ABSTRACT

A discretization scheme based on a Petrov-Galerkin formulation for the reaction-advection-
difusion problem is presented. The scheme exhibits superconvergence (exact nodal values)
for a restricted class of one-dimensional problems, in the same way as SUPG does when the
upwind parameter is chosen according to the “magic function”. Moreover, these results are
extended to systems of equations, as the equations governing the Eckmann layer, for instance.
Numerical examples for one- and bidimensional scalar problems are presented, as well as for
systems in the context of the Eckmann layer problem.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se estudia la resolucién numérica mediante el método de los elementos finitos de -
la ecuacién de conveccién-difusién-reaccién. Estas ecuaciones representan un modelo simplificado
para muchos problemas industriales, por ejemplo en la simulacién de procesos de separacién por
electroforesis y la operacién de reactores quimicos. Qtra aplicacién interesante es la simulacién de
fluidos en un marco de referencia no inercial que esti rotando con velocidad angular constante.
En este caso el modelo matematico es un sistema advectivo-reactivo-difusivo, en el cual las fuerzas
inerciales estan incluidos en el término advectivo, la fuerza de Coriolis en el término reactivo
(i.e. son proporcionales a la velocidad), y finalmente los efectos viscosos se incluyen en el término
difusivo. El desarrollo numérico presentado en este trabajo tiene como tiltimo ob jetivo la aplicacién
a flujos en turbomaquinarias, es decir, en sistemas rotantes con velocidad angular constante. Sin
embargo, sélo trataremos el caso escalar y el caso unidimensional de sistemas.

Tezduyar y Park(1} han extendido el clasico esquema SUPG de Brook y Hughes(2] a casos dominados
por reaccién. Sin embargo, el método no es “unificador” en el sentido de que no es aplicable
en forma continua a toda la gama de posibilidades desde reaccién dominante hasta adveccién
dominante, sino que funciona como dos métodos separados para cada una de las situaciones
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mencionadas. Maés ain, no es clara cudl debe ser la eleccién de los parametros sensibles del
esquema (la magnitud de los “aditivos” numeéricos) en situaciones intermedias, ni mucho menos
puede demostrarse que sea dptima. Otra critica importante proviene de consideraciones de simetria
ante inversién de coordenadas r — —z. En el caso de adveccidén nula, el operador diferencial es
invariante bajo esta operacién de simetria y es claro que la funcién de peso deberia ser simétrica.
Este no es el caso para el esquema de Tezduyar y Park[l], muy por el contrario, la funcién de
perturbacién es antisimétrica. De hecho, es la misma que en el caso de adveccién-difusién, con
la salvedad de que en este caso tal eleccidn si es justificada ya que el operador de adveccién es
también antisimétrico.

Otra alternativa, introducida por Codina{3], consiste en usar una formulacién SUPG con operador
de captura de discontinuidades (“shock-capturing”), incluyendo en este udltimo término la
estabilizaciéon de los efectos reactivos. En el mencionado trabajo se demuestra que la ecuacién
original puede ser transformada en una nueva ecuacién de adveccién difusién con una velocidad
transformada, y entonces se aplican los esquemas bien conocidos apropiados para este tipo de
problema. Un inconveniente de esta formulacién es que transforma el problema lineal del continuo
en un problema discreto nolineal, incluso en problemas unidimensionales.

En este trabajo, la idea subyacente del método SUPG es extendida al caso general, sin limitaciones
en cuanto a la importancia relativa de cada uno de los términos. M4s atin, esta importancia relativa
puede variar en el dominio, por ejemplo, cuando en una zona exista una fuerte contribucién de
los términos reactivos mientras que en otra primen los términos convectivos. Pueden formarse dos
parametros adimensionales libres para la ecuacién discreta de adveccién-reaccién-difusién. Uno es
el conocido numero de Péclet Pe y relaciona los términos convectivos con los difusivos. El otro
relaciona los términos reactivos con los difusivos y serd llamado de aqui en adelante nimero de
reaccidn r. En el trabajo de Hughes et-al se considera el caso r = 0. mientras que el trabajo
de Tezduyar y Park considera los casos r >> Pe. La contribucién de este trabajo es lograr una
formulacién tipo Petrov-Galerkin que se adapte a cualquier situacién introduciendo la perturbacién
necesaria en la funcién de peso de forma tal de estabilizar espacialmente el esquema numérico. El
fenémeno de superconvergencia que presenta el esquema cldsico SUPG es extendido para todas las
condiciones de operacién Pe,r mediante la inclusién de una segunda perturbacién a la funcién de
peso simétrica, y una eleccién cuidadosa de los pardmetros. En contraposicién con el esquema
propuesto por Codina[3], el esquema discreto es lineal para problemas unidimensionales. Para
problemas multidimensionales, puede aplicarse un operador de captura de discontinuidades al igual
que en SUPG.

2. EL PROBLEMA ESCALAR UNIDIMENSIONAL

Consideremos la siguiente versién unidiminesional simplificada de la ecuacién de adveccién-
difusién-reaccién :
—k¢" +ud'+co=f, enQ={z/0<z<1} 1)

con condiciones de contorno tipo Dirichlet:

dz=0)=¢o, d(z=1)=¢ 2

¢ es la concentracién de la especie, k la constante de difusividad, u la velocidad del fluido, ¢ la
constante de reaccién y f el término fuente. Esta ecuacién es discretizada por el método de los
elementos finitos dividiendo el intervalo en N elementos de igual tamafio h = 1/N, con funciones
de interpolacién w;,i = 0,...,N de primer orden (lineales) por elemento. Como es usual en el
método de Petrov-Galerkin, las funciones de peso 15; no son iguales a las de interpolacién sino que
contienen una perturbacién p;:

Wi =w; +pi, pi=oahw;+yPy (3)
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El primer término de la perturbacién es el estindar en SUPG, mientras que el segundo sera
especialmente disefiado para estabilizar el esquema numérico en problemas con efectos reactivos
importantes. ay ¥ son constantes de proporcionalidad que regulan la cantidad de aditivo numérico
necesaria para estabilizar el sistema.

La formulacién débil del problema discreto es:

N
/(kwﬁé' + uw;g' + cw;p) dQ + Z/ (ahw} + YPy)(~k¢" + ud’ + c4) dQ =
Q Q.

e=1
/u”;,-fdﬂ, i=1,...,N-1 (4
Q

Los pasos a seguir para el diseio de este aditivo numérico son los siguientes.  Primero,
encontraremos el “stencil” numérico que se obtiene de (4) para una P, general. Veremos que
este stencil depende s6lo de tres pardmetros geométricos de P;. A continuacién, encontraremos
expresiones para a y v de manera de obtener “superconvergencia” (este término seré explicado
més adelante en §2.1.). Veremos que, para obtener valores acotados de las constantes de
proporcionalidad surgen ciertas restricciones entre los pardmetros geométricos de P,. F inalmente,
elegiremos P, de manera de satisfacer estas restricciones. |

Como fuera mencionado en la introduccién, razones de simetria indican que P,; debe ser simétrica
con respecto al nodo i. Ademds, supondremos que se anula en los nodos vecinos i + 1, como puede
verse en la figura 1. Como se muestra en la figura, la funcién de peso deberia reducirse a la de
interpolacién (Galerkin) cuando la reaccién es despreciable (bajos niimeros de reaccién), y debe
concentrarse en el nodos central para reaccién dominante (altos nimeros de reaccién). Integrando
los términos elementales en (4), llegamos al siguiente stencil numérico.

k + uah + kyP: —ach ;
TR i+ 261 = i) + (S 4 wya) (B = 6m1)

+'C6—h(¢i+1 +46i + i1) + cyhm(di-1 — 28; + ¢i1) + cvha2¢; = fi (5)

donde Py es el valor que asume P; en el nodo 7, a y m son el drea y el primer momento de P;,
calculados sobre el elemento i + Y, respectivamente, convenientemente adimensionalizados:

ha = ‘/ﬁ““ Py(z) dz ©
h’m = -/:.- (z — zi) Px(z) dz

Dos pardmetros adimensionales independientes que relacionan los diferentes términos a nivel
elemental pueden ser definidos, a saber el conocido nimero de Péclet Pe, y el nimero de reaccion
r definidos como sigue:

Pe =uh/2k, r=ch?/k (7)

2.1. Eleccién de las constantes de proporcionalidad

Las constantes de proporcionalidad son elegidas de manera de obtener la solucién exacta para
una cierta clase de problemas simplificados, a saber paso de malla constante, ausencia de término
fuente y parametros fisicos contantes. Este fenémeno es conocido como “superconvergencia”. Para
el problema advectivo-difusivo, esto es, sin reaccién, este procedimiento lleva a la bien conocida
“funcién magica” que relaciona la constante de proporcionalidad & con el niimero de Peclet:

a(Pe) = coth Pe — g; (8)
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Figura 1: Funciones de peso “ideales” para el Figura 2: Segunda funcién de perturbacion P;
caso de reaccién-difusién. Las funciones de propuesta.
peso siguén siendo simétricas con respecto
al nodo central y se van concentrando en
éste a medida que los efectos reactivos
predominan.

Sin embargo, para problemas generales donde alguna de las mencionadas restricciones es violada,
el fenémeno de superconvergencia se pierde y se obtienen, en el mejor de los casos, los érdenes
de convergencia normales del método de los elementos finitos. Mas atin, los mismos érdenes de
convergencia pueden obtenerse con otras relaciones a(Pe), mientras se respeten los limites para
a — 0y a — oo. Esto muestra que el cardcter “mégico” de (8) es mis bien fortuito. Sin
embargo, usaremos este procedimiento como una forma automdtica de calcular las constantes de
proporcionalidad, sin perjuicio de que, a posteriori, puedan encontrarse expresiones asintdticas mas
simples para las mismas.

La solucién general a (1) en la ausencia de término fuente es:

#(z) = a e 4 bes? 9)
donde A3 son las raices del polinomio caracteristico:
—kX +ud+c=0, A2k =Pex VPe? 4 r (10)

a y b son constantes de integracién que deben ser obtenidas a posteriori, de manera de satisfacer
las condiciones de contorno. Como deseamos que la solucién a (1-2) con f = 0 sea también
solucién al problema discreto para ¢o, ¢; arbitrarios, se deduce que ambas exponenciales en (9)
deben ser soluciones al problema discreto por separado Insertando ambas exponenciales en (5) y
simplificando, llegamos a.un sistema de ecuaciones lineales en a y v de la forma:

g1 gz | | _ f:l .
[921 922] [’7] - [fz] ()
gi1 = [4Pe(1 — cosh();k) — r sinh();h))]
g2 = 2[cosh(,\,-h)(rm - on) + 2Pea Sinh(/\jh)+

(Pgo —-mr + ar)]
fi = —2[cosh(A;R)(r/6 — 1) + Pe sinh(\;h) + (1 + r/3)]

donde:

(12)
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2.2. Eleccién de los parametros geométricos de P,

Practicamente para cualquier eleccién de P, podemos calcular las constantes de proporcionalidad
a partir de (11-12) resultando en un esquema que exhibird superconvergencia. Sin embargo, en el
caso mas general, las constantes de proporcionalidad pueden llegar a tomar valores no acotados para
ciertas condiciones de operacién (Pe, r), lo cual, a su vez, puede llevar a un esquema no convergente
en los casos en que alguna de las restricciones que asegura superconvergencia es violada. Por otra
parte, también es deseable que se respeten ciertos limites, a saber, que el esquema se reduzca a
SUPG con la funcién mégica (8) en el caso r = 0 y que a se anule para u — 0. Esta dltima condicién
permite extender en forma bastante natural el esquema a mas dimensiones y puede demostrarse
que se cumple siempre que P,; sea una funcién par con respecto al nodo ¢. Un andlisis detallado de
estas condiciones [6] permite concluir que es deseable que P,; sea estrictamente negativa en todo
el elemento y que se anule en el nodo central.

2.3. La funcién burbuja

La funcién polinémica de més bajo orden que satisface todas las condiciones requeridas es la funcién

“burbuja” (ver figura 2):

Py6) = -3(1-€) (13)

donde ¢ es una coordenada sobre el elemento de referencia ( “master element”):
£=2z—z;)/h-1, -1<¢<1 (14)

para el elemento 7 + 1, que comprende a los nodos i € 1 + 1. Los pardmetros geométricos
correspondientes son Py =0, a = —-1/6 y m = —1/12, a/m = 2.

En las figuras 3 y 4 vemos la dependencia de « con Pe y ¥ con r. En algunos limites las expresiones
involucradas son indeterminadas, pero en todos los casos esta indeterminacién es salvable, de la
misma forma que ocurre con la funcién magica de SUPG en Pe = 0. De las figuras se desprende que
tienen un comportamiento muy suave y se mantienen acotadas: 0 < 2a,+v/2 < 1 para todos Pe, r.

0. % e I B 1 4
a e - 7 1 1
/'/ § N 7///@/ 1|
i ] TN T
a O N ’;= v \>< ¢°=
///‘ AN 5 I AN \% :
- : 4 e
LERNSSS IS 2
74 08 | L1 ] 150
0 ™ Eml T 100
—
0 50 Pe 100 . 50 r 100
Figura 3: Constante de proporcionalidad Figura 4: Constante de proporcionalidad v
a, correspondiente a la funcién de como funcion de r para varios valores de
perturbacién estdndar como funcién de Pe Pe.

para varios valores de r.

Los limites deseados mencionados en §2.2. son satisfechos. Por ejemplo, la funcién mégica de SUPG
es obtenida en el caso de reaccién nula:

1 1
&= E(COth Pe - R) parar =0 (15)

7=0
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Por otra parte, para adveccién nula:

a=90

Y= 12cosh(\/r_')(r/G -1)+(1+7/3)
7 [1 + cosh(\/7)]

para Pe =0 (16)

Esta 1ltima expresién (y(r) para Pe = 0) toma el valor vy = 2 parar — co y y = 0 parar = 0. La
familia completa de funciones de peso para el caso de adveccién nula es mostrado en la figura 5
para 0 < v < 2. Estas se concentran alrededor del nodo central a medida que v se incrementa.
Para y = 2 (reaccién pura), la funcién de peso correspondiente toma valores negativos cerca de los
nodos adyacentes y puede verificarse que el esquema discreto resultante corresponde a un esquema
de colocacién en los nodos.

1 T T
r =R F——
w e ocic
reaccicn) @ %
4/
/// \\\ CA , x
27 G N NN
R : WY 1
2 LN s S
0 1:5 N el //
o2l T b0 | T -
—0— g—— 10+
X i i1 [7] 0.5 X 09

Figura 5: Familia de funciones de peso para el Figura 6: Ejemplo unidimensional sin fuente,
caso de reaccién-difusion. dominado por adveccién. Arriba: solucién
numérica (*) y exacta (-). Abajo: errores

nodales de la solucidn discreta.

Para el caso multidimensional P, es extendido como producto cartesiano de funciones P, segin
cada direccidn. Los detalles pueden ser consultados en [5,6).

2.4. Resultados numéricos

2.4.1. Ejemplos 1D sin término fuente

3 l=2.5i Pe:OI ®
[, o !
[4] X 0 x
’a" //
»1: 8| // M- ///
L1 |
L | —
107 /l 10 ]
0 0.5 X 7.0 0 05 x 10

Figura 7: Ejemplo unidimensional sin fuente,
dominado por reaccién. Arriba: solucidn
numeérica (*) y exacta (—). Abajo: errores
nodales de la solucidn discreta.

Figura 8: Ejemplo unidimensional sin fuente
Pe=r =2.5. Arriba: solucién numérica (*)
y exacta (—). Abajo: errores nodales de la
solucidn discreta.
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Empezamos con un ejemplo unidimensional que consiste en resolver (1-2) con ¢(0) = 0, (1) =1
para tres condiciones de operacién. El primero corresponde a reaccion nula y adveccién dominante
(Pe=25), el segundo a reaccién dominante {(r = 2.5) y adveccién nula y el tercero a Pe = r = 2.5.
La malla es uniforme y tiene 20 elementos. Los resultados niimericos pueden verse en las figuras 6-
8. En todos los casos se muestra en la parte superior la solucién discreta con asteriscos y la exacta
en trazo continuo. En la parte inferior de la figura se muestran los errores nodales. Se verifica que
los valores numéricos coinciden con los exactos a precisién de la miquina.

=
Pe=0
¥ |rs2.5 10
o f=x "_'o—‘"‘"'_‘
0 1T x
‘4
10° ;
-0,
10 T ]
0 [ .5 x 1.

Figura 9: Ejemplo unidimensional con fuente dominado por reaccién. Arriba: solucién
numérica (*) y exacta (). Abajo: errores nodales de la solucién discreta.

y L=1
3n=0 =1
Rl S
=1
A X
D

Figura 10: Problema bidimensional con fuente Figura 11: Idem figura 10, resultados
y campo de velocidades no uniforme. obtenidos con SUPG.
Descripcién y solucién numérica obtenida '
con el esquema propuesto.

2.4.2. Ejemplo 1D con término fuente

La malla y condiciones de contorno son como en §2.4.1. pero ahora con un término fuente f =z y
condicién de contorno ¢ = 2 en = 1. Los pardmetros adimensionales son r = 2.5 x 10%, Pe = 0
correspondiendo a reaccién-difusién dominado por reaccién, y los resultados se muestran en la
figura 9. Puede verse que, a pesar de que ya no se cumplen las condiciones de superconvergencia,
se obtienen errores nodales muy bajos.

2.4.3. Ejemplo 2D

El siguiente ejemplo consiste en un problema bidimensional con un campo de velocidades que no es
constante propuesto por Codina[3]. El dominio es el cuadrado unitario 0 < «, y <1y la velocidad
u = (u,v) consiste en un perfil parabélico:

u(y) = Umaxy®, v=0
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Los parametros fisicos son ¢ = 3, k = 1078 y uy., = 1. La malla es uniforme de 20 x 20 elementos.
Las condiciones de contorno son naturales (flujo nulo) en tres de los cuatro lados, y en el cuarto
la concentracién esta fijada a 1 (véase el esquema descriptivo en la figura 10.). Las figuras 10,11
muestran los resultados numéricos obtenidos con el esquema estabilizado y el clasico SUPG (sin la
funcién P,). Puede observarse que las oscilaciones obtenidas con el SUPG clasico cerca de la zona
donde existe un alto niimero de reaccién han desaparecido con el esquema estabilizado, mientras
que, en el resto del dominio, ambas soluciones son equivalentes debido a que alli el problema esta
dominado por adveccién.

3. EXTENSION A SISTEMAS

3.1. El caso general

Consideremos ahora la extensién a sistemas de (1)
~KU"+AU' +CU=F, enl={r/0<z<1} (17)

donde K, A y C son matrices de m x m elementos, U es el vector de estado de longitud m y
F es un vector término fuente. La extensién sigue bastante de cerca el caso escalar, con la Gnica
excepcién de que la solucién general no es mas de la forma (9). Sin embargo, asumiendo que K
no es singular, podemos considerar a (17) como un sistema de ODE's y dados los valores de U; y
U’ en un nodo dado z;, éstos pueden ser tomados como valores iniciales para integrar la ecuacién
sobre el elemento i + 1. Como resultado, se obtienen los valores en el nodo siguiente Uiy, Ujy,.
Por linealidad y en la ausencia de término fuente (F = 0):

Uipr = WooU; + W, Uj

18
1= WU + Wi, U;j (18)

donde W j; son matrices de evolucién de tamafio mxm. Es importante notar que, como las matrices
de coeficientes X, A y C son constantes, las matrices de evoluciéon Wj; son son las mismas para
todos los elementos. El préximo paso es obtener una ecuacién en diferencias para la solucién exacta
eliminando las derivadas. Para ello, escribimos conjuntamente el sistema de ecuaciones (18) para
los elementos i & 1;, obteniendo un sistema de 4m ecuaciones en 6m incégnitas U; y U para
j = 1~-1,i,i + 1. Eliminando las 3m incégnitas correspondientes a los valores nodales de las
derivadas obtenemos un sistema de m ecuaciones donde no aparecen las derivadas:

Uiy = BU; + DU, (19)
con:
B = (Wo + Wa Wi W;), D=Wpy(Wio— Wi Wy We) (20)
Finalmente, reescribimos (19) de la siguiente forma:
U; = WH(Uipr + Uiny)) + W (Uiqy - Uiy) (21)
donde:
Wt =B (I-D)/2, W~ =B }I+D)/2 (22)

La forma (21) es mas conveniente, ya que separa la parte impar de la par. Por ejemplo, en un
problema sin adveccién W~ debe ser nulo, ya que en ese caso el operador es par ante inversién de
coordenadas z — —xz. o

Reemplazando (21) en la forma matricial de (5) llegamos a un sistema de ecuaciones matricial en
ayT
aFy +9F2 = H,

23
aFy; +9F; = Hp (23)
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donde: .
Fii=(2W* - 1)A Fia= —~(hC/12)(1 + 2WT)
Fa = (hC/2) + 2AW ~ Fp=(A+/CW™)/6 (24)
H,= (K/h)(1 ~ 2W*)—- Ho= A/2+2(K/h + Ch/3)W~

—(Ch/6)(1 +4WH)

La solucién al sistema (23) se obtiene en forma andloga al caso escalar. pero recordando gue. en
este caso, el producto de matrices no es necesariamente conmutativo:

o =(H: - HFL'Fyp)Fy ~ F1 F) Fp,) ™!

- (23)
= (Hl - QFH)FIQI

El camino seguido aqui es mas general incluso aplicado al mismo caso escalar. Por ejemplo. para
Pe =0y r = 0 (difusién pura) las dos raices son iguales A, = Az v (9} ya no es la solucién general
de (1). Por el contrario, la relacién (21) o (19) son siempre vilidas, con la dnica condicién de que
K sea no singular.

3.2. Ejemplo: la capa limite de Eckman (“Eckman layer”)

I
V[ proposed
u vie T 0.6 —exact w=0
xproposed| . =
s waqy 03 I \’ o Galerkin - w=100
I ‘ —exact a P -7
0.2 \
|\ 45
0.1 \ 0 z=0 Z=2
R 2 addl
z i
o 0s -0.4
o 1 u
Figura 12: Problema unidimensional sin Figura 13: Grafico polar de velocidades para
adveccién e indice de reaccién moderado. el problema unidimensional de la figura 12

Consideremos el caso de un flujo viscoso en un sistema no-inercial que estd rotando con velocidad
angular constante w alrededor del eje z. u, v son las componeutes de velocidad perpendiculares al eje
de rotacién y w la restante componente paralela al eje z, que supondremos constante. Supondremos
que el flujo es unidimensional segiin una coordenada paralela al eje de rotacién u = u(z), v = v{=).
Como el flujo esta solicitado sélo por esfuerzos de corte, la presion resulta ser constante y u v ¢
estdn regidos por un sistema como el (17) con:

u
v

U=[ ] K =1l A=wla, C=w[0 ‘IJ (26)

1 0
donde v es la viscosidad cinemaética. Las condiciones de contorno son:
u=v=0, enz=0,

w=1 27
, enz=1 (1)
v=0

El detalle del célculo de las matrices de evolucién puede consultarse en [6].
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Figura 14: Problema unidimensional sin Figura 13: Problema unidimensional con
adveccién y alto indice de reaccidn. adveccion y reaccion.

Consideramos 3 casos unidimensionales de donde los pardmetros fisicos que se han variado son w
y w de la siguiente forma:

Figuras 12, 13:w = w =100
Figura 14w =0 w = 1000
Figura 152w = —-50 w = 100

mientras que en todos los casos se ha mauntenido v = 1, h = 1/, (20 elementos en el intervalo).
Nétese que este problema difiere ligeramente del problema de Eckmann tipico que corresponde a
un medio infinito z > 0. Sin embargo, para altas velocidades de rotacién w el espesor de la capa
limite es muy pequefio con respecto a la longitud del segmento y ambos casos coinciden.

En todos los casos estamos en las condiciones de superconvergencia y se verifica que el método
propuesto obtiene valores nodales exactos. Por el contrario, el método de Galerkin produce
oscilaciones localizadas en el caso dominado por reaccidn, y las bien conocidas oscilaciones globales
en el caso dominado por adveccién (figura 15).

CONCLUSIONES

Se ha presentado un método de residuos ponderados de tipo Petrov-Galerkin para problemas con
términos reactivos. El esquema se basa en la introduccion de una funcién de perturbacion simétrica,
de tipo burbuja dentro de cada elemento y extiende el fendmeno de superconvergencia al caso
reactivo. Se presenta varios ejemplos numéricos unidimensionales con solucién exacta y también
un ejemplo bidimensional. El esquema es extendido a sistemas de ecuaciones, presentdndose el
caso especifico de las ecuacioncs que rigen el flujo de un fluido viscoso en un sistema no-inercial
rotando con velocidad angular constante.
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