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Presentamos un esquema de discretizacion basado en la formulacion Petrov-Galerkin para
problemas de reaccion-adveccion-difusion. El esquema presentado exhibe superconvergencia
(valores exactos en los nodos) para una cierta clase restrillgida de problemas unidimensionales,
de la misma forma que ocurre con SUPG cuando el parametro de upwind es elegido a traves de
la "funcion magica". Mas aun estos resultados son extendidos a sistemas, clonde, como caso
particular, mostramos la aplicacion alas ecuaciones simplificadas que rigen los flujos viscosos
en sistemas en rotacion (capa limite de Eckman). Se present an ejemplos numericos uni- y
bidimensionales, con y sin fuente, y tambien en el contexto de la capa limite de Eckmann.

A discretization scheme based on a Petrov-Galerkin formulation for the reaction-advection-
difusion problem is presented. The scheme exhibits superconvergence (exact nodal values)
for a restricted class of one-dimensional problems, in the same way as SUPG does' when the
upwind parameter is chosen according to the "magic function". ~loreover, these results are
extended to systems of equations, as the equations governing the Eckmann layer, for instance.
Numerical examples for one- and bidimensional scalar problems are preselited, as well as for
systems in the context of the Eckmann layer problem.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se estudia la resolucion numerica mediante el metodo de los elementos finitos de
la ecuacion de conveccion-difusion-reaccion. Estas ecuaciones representan un modelo simplificado
para muchos problemas industriales, pOl' ejemplo en la simulacion de procesos de separacion pOl'
electroforesis y la operacion de react ores qulmicos. Otra aplicacion interesante es la simulacion de
fluidos en un marco de referencia no inercial que esta rotan do con velocidad angular constante.
En este caso el modelo matematico es un sistema advectivo-reactivo-djfusivo, en el cuallas fuerzas
inerciales estan incluidos en el termino advectivo, la fuerza de Coriolis en el termino reactivo
(i.e. son proporcionales a la velocidad), y finalmente los efectos viscosos se incluyen en el termino
difusivo. El desarrollo numerico present ado en este trabajo tiene como ultimo objetivo la aplicacion
a flujos en turbomaquinarias, es decir, en sistemas rot antes con velocidad angular constante. Sin
embargo, solo trataremos el caso escalar y el caso unidimensional de sistemas.
Tezduyar y Park[l) han extendido el clasico esquema SUPG de Brook y Hughes[2) a casos dominados
por reaccion. Sin embargo, el metodo no es "unmcador" en el sentido de que no es aplicable
en forma continua a toda la gama de posibilidades desde reaccion dominante hasta adveccion
dominante, sino que funciona como dOBmetodos separados para cada una de las situaciones



mencionadas. Mas aun, no es clara cmU debe ser la eleccion de los parametros sensibles del
esquema (la magnitud de los "aditivos" numericos) en situaciones intermedias, ni mucho menos
puede demostrarse que sea optima. Otra crftica importante proviene de consideraciones de simetrfa
ante inversion de coordenadas x -+ -x. En el caso de adveccion nula, el operador diferencial es
invariante bajo esta operacion de simetrfa y es claro que la funcion de peso deberfa ser simetrica.
Este no es el caso para el esquema de Tezduyar y Park[l], muy por el contrario, la funcion de
perturbacion es antisimetrica. De hecho, es la misma que en el caso de adveccion-difusion, con
la salvedad de que en este caso tal eleccion S1es justificada ya que el operador de adveccion es
tambien antisimetrico.
Otra alternativa, introducida por Codina[3], consiste en usar una formulacion SUPG con operador
de captura de discontinuidades ("shock-capturing"), incluyendo en este ultimo termino la
estabilizacion de los efectos reactivos. En el mencionado trabajo se demuestra que la ecuacion
original puede ser transformada en una nueva ecuacion de adveccion difusion con una velocidad
transformada, y entonces se aplican los esquemas bien conocidos apropiados para este tipo de
problema. Un inconveniente de esta formulacion es que transforma el problema lineal del continuo
en un problema discreto nolineal, incluso en problemas unidimensionales.
En este trabajo, la idea subyacente del metodo SUPG es extendida al caso general, sin limitaciones
en cuanto a la importancia relativa de cada uno de los terminos. Mas aun, esta importancia relativa
puede variar en el dominio, por ejemplo, cuando en una zona exista una fuerte contribucion de
los terminos reactivos mientras que en otra primen los terminos convectivos. Pueden formarse dos
parametros adimensionales libres para la ecuacion discreta de adveccion-reaccion-difusion. Uno es
el conocido ntimero de Peclet Pe y relaciona los terminos convectivos con los difusivos. El otro
relaciona los terminos reactivos con los difusivos y sera Hamado de aqu1 en adelante ntimero de
reacci6n r. En el trabajo de Hughes et-al se considera el caso r = O. mientras que el trabll.jo
de Tezduyar y Park considera los casos r > > Pe. La contribucion de este trabajo es lograr una
formulacion tipo Petrov-Galerkin que se adapte a cualquier situacion introduciendo la perturbacion
necesaria en la funcion de peso de forma tal de estabilizar espacialmente el esquema numerico. El
fenomeno de superconvergencia que presenta el esquema clasico SUPG es extendido para todas las
condiciones de operacion Pe, r mediante la inclusion de una segunda perturbacion a la funcion de
peso simetrica, y una eleccion cuidadosa de los parametros. En contraposicion con el esquema
propuesto por Codina[3], el esquema discreto es lineal para problemas unidimensionales. Para
problemas multidimensionales, puede aplicarse un operador de captura de discontinuidades al igual
que en SUPG.

Consideremos la siguiente version unidiminesional simplificada de la ecuacion de adveccion-
difusion-reaccion :

-kq," + uq,' + cq, = i, en n = {x I 0 ~ x ~ I}

con condiciones de contorno tipo Dirichlet:

q, es la concentracion de la especie, k la constante de difusividad, 1.£ la velocidad del fiuido, c la
constante de reaccion y i el termino fuente. Esta ecuacion es discretizada por el metodo de los
elementos finitos dividiendo el intervalo en N elementos de igual tamaiio h = IIN, con funciones
de interpolacion wi, i = 0, ... ,N de primer orden (lineales) por elemento. Como es usual en el
metodo de Petrov-Galerkin. las funciones de peso Wi no son iguales a las de interpolacion sino que
contienen una perturbacicSn Pi:



El primer termino de la perturbaci6n es el estandar en SUPG, mientras que el segundo sera
especialmente diseiiado para estabilizar el esquema numerico en problemas con efectos reactivos
importantes. a y -y son constantes de proporcionalidad que regulaIlla cantidad de aditivo numerico
necesaria para estabilizar el sistema.
La formulaci6n debil del problema discreto es:

N1(kwi,p' + UWi¢/ + CWi,p)dn + L l (ahwi + -yP2i)(-k¢/' + u,p' + c,p) dn =
11 <=1 11.

hW;fdn, i=1, ... ,N-1 (4)

Los pasos a seguir para el diseiio de este aditivo numerico son los siguientes. Primero,
encontraremos el "stencil" numerico que se obtiene de (4) para una P2 general. Veremos que
este stencil depende 5610de tres parametros geometricos de P2• A continuaci6n, encontraremos
expresiones para a y -y de manera de obtener "superconvergencia" (este termino sera explicado
mas adelante en §2.1.). Veremos que, para obtener valores acotados de las constantes de
proporcionalidad surgen ciertas restricciones entre los parametros geometricos de P2• Finalmente,
elegiremos P2 de manera de satisfacer estas restricciones.
Como fuera mencionado en la introducci6n, razones de simetria indican que P2i debe ser simetrica
con respecto al nodo i. Ademas, supondremos que se anula en 105nodos vecinos i± 1, como puede
verse en la figura 1. Como se muestra en la figura, la funci6n de peso deberia reducirse a la de
interpolaci6n (Galerkin) cuando la reacci6n es despreciable (bajos numeros de reacci6n), y debe
concentrarse en el nodos central para reacci6n dominante (altos numeros de reacci6n). Integrando
los terminos element ales en (4), Hegamos al siguiente stencil numerico.

k+uah+k-y~o u-a~,h (-,pHI + 2,pi- ,pi-r) + (--2- + u-ya)( ,pHI- I/Ii-d
ch+6"(,pHI +4,pi + ,pi-I) + C"'fhm(,pj-l - 2,pj + ,pHI) + C"'fha2,pi = Ii (5)

donde P20 es el valor que asume P2i en el nodo i, a y m son el area y el primer momento de P2i,
calculados sobre el elemento i + %, respectivamente, convenientemente adimensionalizados:

ha = 1~;+1P2(x) dx

lx;+1

h2m = Xi (x - Xi)P2(X) dx

Dos parametros adimensionales independientes que relacionan los diferentes terminos a llivel
elemental pueden ser definidos, a saber el conocido numero de Peclet Pe, y el numero de reacci6n
r definidos como sigue:

2.1. Elecci6n de las constantes de proporcionalidad

Las constantes de proporcionalidad son elegidas de manera de obtener la soluci6n exacta para
una cierta clase de problemas simplificados, a saber paso de malla constante, ausencia de termino
fuente y parametros fisicos contantes. Este fen6meno es conocido como "supercon vergen cia". Para
el problema advectivo-difusivo, esto es, sin reacci6n, este procedimiento Heva a la bien conocida
"fundon magica" que relaciona la constante de proporcionalidad (t con el nlImero de Peclet:

1
a(Pe) = coth Pe - Pe (8)
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Figura 1: Funciones de peso "ideales" para el
caso de reaccion-difusion. Las funciones de
peso siguen siendo simetricas con respecto
al nodd central y se van concentrando en
este a medida que 105 efeetos reactivos
predominan.
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Figura 2: Segunda funcion de perturbacion P2
propuesta.

Sin embargo, para problemas generales donde alguna de las mencionadas restricciones es violada,
el fenomeno de superconvergencia se pierde y se obtienen, en el mejor de los casos, los ordenes
de convergencia normales del metodo de 105 elementos finitos. Mas aun, los mismos ordenes de
convergencia pueden obtenerse con otras relaciones a(Pe), mientras se respeten los limites para
a -+ 0 y a -+ 00. Esto muestra que el caracter "magi co" de (8) es mas bien fortuito. Sin
embargo, usaremos este procedimiento como una forma automatica de calcular las constantes de
proporcionalidad, sin perjuicio de que, a posteriori, puedan encontrarse expresiones asintoticas mas
simples para las mismas.
La solucion general a (1) en la ausencia de termino fuente es:

<p(x) = a eA,x + beA,x (9)

donde Al,2 son las rakes del polinomio caracterlstico:

-kA2 + UA + c = 0, Al,2h = Pe± JPe2 + r

a y b son constantes de integracion que deben ser obtenidas a posteriori, de manera de satisfacer
las condiciones de contorno. Como deseamos que la solucion a (1-2) con f = 0 sea tambien
solucion al problema discreto para <Po, <Pl arbitrarios, se deduce que ambas exponenciales en (9)
deben ser soluciones al p~oblema discreto por separado. Insertando ambas exponenciales en (5) y
simplificando, llegamos a.~n sistema de ecuaciones lineales en a Y "y de la forma:

[
gll
g21

gl2] [a] = [11]g22 "'( h

gjl = [4Pe(1 - COSh(Ajh) - r sinh(Ajh)]
gj2 = 2[C05h(Ajh)(rm - P20) + 2Pea sinh(Ajh}+

(P20 - mr + ar)]
jj = -2[C05h(Ajh)(r/6 - 1) + Pe sinh(Ajh) + (1 + r/3)]



2.2. Eleccion de los parametros geometricos de P2

Pnicticamente para cualquier eleccion de P2, podemos calcular las constantes de proporcionalidad
a partir de (11-12) resultando en un esquema que exhibira superconvergencia. Sin embargo, en el
caso mas general, las constantes de proporcionalidad pueden !legal' a tomar valores no acotados para
ciertas condiciones de operacion (Pe, r), 10 cual, a su vez, puede !levar a un esquema no convergente
en los casos en que alguna de las restricciones que asegura superconvergencia es violada. POl'otra
parte, tambien es deseable que se respeten ciertos Hmites, a saber, que el esquema se reduzca a
SUPG con la funcion magica (8) en el caso l' = 0 y que 01 se anule para 1l -+ O. Esta ultima condicion
permite extender en forma bast ante natural el esquema a mas dimensiones y puede demostrarse
que se cumple siempre que P2i sea una funcion par con respecto al nodo i. Un analisis detallado de
estas condiciones [6Jpermite concluir que es deseable que P2i sea estrictamente negativa en todo
el elemento y que se anule en el nodo central.

2.3. La funcion burbuja

La funcion polinomica de mas bajo orden que satisface todas las condiciones requeridas es la funcion
"burbuja" (vel' figura 2):

para el elemento i + 1f2 que comprende a los nodos i e i + 1. Los parametros geometricos
correspondientes son P20 = 0, a = -1/6 y m = -1/12, aim = 2.
En las figuras 3 y 4 vemos la dependencia de 01 con Pe y '"(con r. En algunos limites las expresiones
involucradas son indeterminadas, pero en todos los casos esta indeterminacion es salvable, de la
misma forma que ocurre con la funcion magica de SUPG en Pe = O. De las figuras se desprende que
tienen un comportamiento muy suave y se mantienen acotadas: 0:::; 201,'"(/2:::; 1 para todos Pe, r.
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1

Figura 4: Constante de proporcionalidad '"(
como luncion de r para varios valores de
Pe.

oo M ~m
Figura 3: Constante de proporcionalidad

01, correspondiente a Ia luncion de
perturbacion estandar como luncion de Pe
para varios valores de r.

Los Hmites deseados mencionados en §2.2. son satisfechos. POI'ejemplo, la funcion magica de SUPG

es obtenida en el caso de reaccion nula:

II}Q. = -(cothPe--)2 Pe
'"(=0



:: :2COSh( v'r)(r/6 - 1) + (1 + 7'/3) }
r [1 + cosh( v'T)]

Esta ultima expresion (-y(r) para Pe = 0) toma el valor, = 2 para r -+ 00 Y , = 0 para r = O. La
familia completa de funciones de peso para el caso de adveccion nula es mostrado en la figura 5
para 0 ~ "Y~ 2. Estas se concentran alrededor del nodo central a medida que "y se incrementa.
Para"Y = 2 (reaccion pura), la funcion de peso correspondiente toma valores negativos cerca de 105

nodos adyacentes y puede verificarse que el esquema discreto resultante corresponde a un esquema
de colocacion en 105 nodos.

x
~ c.- 0

;"1 i ;+'
Figura 5: Familia de fu.nciones de peso para el

caso de reaccion-difusion.
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Figura 6: Ejemplo unidimensional sin fuente,
dominado por adveccion. Arriba: solucion
numerica (*) y exacta (-). Abajo: errores
nodales de la solucion discreta.

Para el caso multidimensional P2 es extendido como producto eartesiano de funciones P2 segun
cada direccion. Los detalles pueden ser consult ados en [5,6].

2.4. Resultados numericos

[[jf]]]
o 1 x

" --w --" -- 0.5 x 1.0
llJ

Figura 7: Ejemplo unidimensional sin fuente,
dominado por reacci6n. Arriba: soluci6n
numerica (*) y exacta (-). Abajo: errores
nodales de la solucion discreta.

llJ"
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Figura 8: Ejemplo unidimensional sin fuente
Pe = r = 2.5. Arriba: solucion numerica (*)
y exact a (-). Abajo: errores nodales de la
solucion discreta.



Empezamos con un ejemplo unidimensional que consiste en resolver (1-2) con 4>(0)= 0, ti>(1) = 1
para tres condiciones de operacion. El primero corresponde a reacci6n nula y adveccion dominante
(Pe=25), el segundo a reaccion dominante (r = 2.5) Y adveccion nula y el tercero a Pe = r = 2.5.
La mana es uniforme y tiene 20 elementos. Los resultados numericos pueden verse en las figuras 6-
8. En todos los casos se muestra en la parte superior la solucion discreta con asteriscos y la exact a
en trazo continuo. En la parte inferior de la figura se muestran los errores nodales. Se verifica que
105 valores numericos coinciden con 105 exactos a precision de la maquina.

~aJEJo 1 x.
I.. 1/

.. --
~.:> x 1.

Figura 9: Ejemplo unidimensional con fuente dominado por reacci6n. Arriba: soluci6n
numerica (*) y exacta (-). Abajo: errores nodales de la soluci6n discreta.

Figura 10: Problema bidimensional con fuente
y campo de velocidades no uniforme.
Descripci6n y soluci6n numerica obtenida
con el esquema propuesto.

Figura 11: Idem ngura 10, resultados
obtenidos con SUPG.

2.4.2. Ejemplo ID con termino fuente

La malla y condiciones de contorno son como en §2.4.1. pero ahora con un termino fuente f = x y
condicion de contorno 4>= 2 en x = 1. Los parametros adimensionales son r = 2.5 x lQs, Pe = 0
correspondiendo a reaccion-difusion dominado por reaccion, y 105 resultados se muestran en la
figura 9. Puede verse que, a pesar de que ya no se cumplen las condiciones de superconvergencia,
se obtienen errores nodales muy bajos.

2.4.3. Ejemplo 2D

El siguiente ejemplo consiste en un problema bidimensional con un campo de velocidades que no es
constante propuesto por Codina(3]. El dominio es el cuadrado unitario 0 ::; x, y ::; 1 Yla velocidad
u = (u, v) consiste en un perfll parabblico:

u(y) = umaxy2, V == 0



Los panimetros fisicos son c = 5, k = 10-8 YUmax = 1. La malla es uniforme de 20 x 20 elementos.
Las condiciones de contorno son naturales (flujo nulo) en tres de 105 cuatro lados, y en el cuarto
la concentracion esta fijada a 1 (vease el esquema descriptivo en la figura 10.). Las figuras 10,11
muestran 105 resultados numericos obtenidos con el esquema estabilizado y el clasico SUPG (sin la
funcion P2). Puede observarse que las oscilaciones obtenidas con el SUPG chisico cerca de la zona
donde existe un alto numero de reaccion han desaparecido con el esquema estabilizado, mientras
que, en el resto del dominio, ambas soluciones son equivalentes debido a que alii el problema esta
dominado par adveccion.

3.1. EI casu general

Consideremos ahora la extension a sistemas de (1)

donde K, Aye son matrices de m x m elementos, U es el vector de estado de longitud Tn y
F es un vector termino fuente. La extension sigue bastante de cerca el caso escalar, con la unica
excepcion de que la solucion general no es mas de la forma (9). Sin embargo. asumiendo que K
no es singular, podemos considerar a (17) como un sistema de ODE's y dados 105 valores de Ui YU: en un nodo dado Xi, estos pueden ser tornados como valores iniciales para integrar la ecuacion
sobre el elemento i+ lk Como resultado, se obtienen los valores en el nodo siguiente U i+l, U:+I'
Por linealidad Yen la ausencia de termino fuente (F = 0):

Ui+1 = WOOUi + W01 U:

U:+1 = W10Ui + Wll U:

donde W j k son matrices de evolucian de tamano m x m. Es import ante notar que, como las matrices
de coeficientes K, Aye son constantes, las matrices de evolucion Wjk son son las mismas para
todos 105 elementos. El proximo paso es obtener una ecuacion en diferencias para la solucion exacta
eliminando las derivadas. Para ello, escribimos conjuntamente el sistema de ecuaciones (18) para
los elementos i ± %, obteniendo un sistema de 4m ecuaciones en 6m incognitas Uj y Uj para
j = i-I, i, i + 1. Eliminando las 3m incognitas correspondientes a 105 valores nodales de las
derivadas obtenemos un sistema de m ecuaciones donde no aparecen las derivadas:

B = (Woo + W01WllW;l), D = W01(WlO - WllW;lWoo)

Finalmente, reescribimos (19) de la siguiente forma:

Ui = W+(Ui+I + Ui-d + W-(Ui+1 - Ui-d

La forma (21) es mas conveniente, ya que separa la parte impar de la par. Por ejemplo, en un
problema sin adveccion W- debe ser nulo, ya que en ese casu el operador es par ante inversion de
coordenadas X --+ -x.
Reemplazando (21) en la forma matricial de (5) llegamos a un sistema de ecuaciones matricial en
oy,:

aFll + "F12 = HI
aF21 + "F22 = H2



Fll= (2W+ - l)A

F21= (hC/2) + 2AW-

HI= (K/h)(l - 2W+)-
-(Ch/6) (1 + 4W+)

La solucion al sistema (23) se obtiene en forma amiloga al cadOescalar. pero recordando que. en
este caso, el producto de matrices no es necesariamente conlllutati\'o:

F12= -(ItC/12)(1 + 2W+)

F22= (A + ItCW- )/6

H2= A/2 + 2(K/1t + Ch/3jW-

0: = (H2 - H1F~21F22)(F21 - FllF~!JF22)-J

"(= (HI - o:Fll )F~2I

EI camino seguido aqui es mas general incluso aplicado al mismo ca50 escalar. POl' ejelllpio. para
Pe = 0 y r = 0 (difusion pura) las dos rakes son iguales AJ = '\2 Y (9) ya no t'd la solucion general
de (1). POI' el contrario, la relacion (21) () (19) son sielllpre nilidas. con la {mica condici()n de que
K sea no singular.

3.2. Ejemplo: la cap a limite de Eckman ("Eckman layer")

0.2

~o

Figura 12: Problema unidimensional sin
adveccion e indice de reaccion moderado.

o u
Figura 13: Gr;iiiC() polar de \'e!ocid,ldes para

el problema unidimensional de In figul'a 12

Consideremos el caso de till flujo viscoso en un sistema no-inel'cial que est;\ rotando con w·locidad
angular constante w a1rededor del eje z. u, v son las componentes (Ie vclocidad pel'pendiculal't's al eje
de rotacion y w la restante componeme paralcIa al eje z, qUf'supondrelllos constant<'. Supondrf'l11os
que el flujo es unidimensional segun una coordenada paralela al eje de n'taci()n It = 1I(:). t· = t·(:).
Como el flujo estli. 501icitado solo par esfuerzos de corte, la presion resulta ser constant<' y 1I Y "
estan regidos par un sistema como el (17) c.on:

u = [~], K = 11I2x2• A = ll'I2x2, C = •.•..[~

donde II es la viscosidad cinematica. Las condiciones de cnntorna son:

-1]o

tl=l}, enz=1
tt==O
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Figura 14: Problema unidimensional sin
ad\'eccicln y alto indice de reaccian.
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Figura 15: Problema unidimensional con
adveccian .v reaccian.

Consicleramos 3 casos unidimensionales de donde los panimetros fisicos que se han variado son u'
y ,,: de la siguiente forma:

Figura.~ 12, 13:w = 0
Figura 14:w = 0
Figura 15:w = -50

w = 100
w = 1000
w = 100

mientras que en todos los casos se ha mautenido l/ = 1, h = %0 (20 elementos en el intervalo).
Notese que este problema difiere ligeramente del problema de Eckmann tipico que corresponde a
un medio infinito :::::::d. Sin embargo, para altas velocidades de rotacion v.: el espesor de la capa
limite es muy pequ<'no con respeeto a la longitud del segmento y ambos casos coinciden.

En todos los casos estamos en las condiciones de superconvergencia y se verifica que el metodo
propuesto obtiene valores nodales exactos. POI' el contrario, el metodo de Galerkin produce
oscilaciones localizaclas en el caso dominaelo pOl'reaccion, y las bien conocidas oscilaciones globales
en el caso dominaclo pOl' advecci6n (figura 15).

Se ha present ado un metodo de residuos ponder ados de tipo Petrov-Galerkin para problemas con
terrninos reactivos. EI esquema se basa en la introduccion de una funcion de perturbacion simetrica,
de tipo burbllja dentro de cada elemento y extiende el fenomeno de sllperconvergencia al caso
reactivo. Se present a varios ejemplos numericos unidimcnsionales con solucion exacta y tambien
un ejemplo bidinwnsional. EI esquema es extendido a sistemas de ecuaciones, presentandose el
caso especifico de las ecuacioncs que rigen el f1ujo de un f1uido viscoso en un sistema no-inercial
rotando con velociclad angular constante.
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