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Abstract. Nos planteamos la siguiente pregunta: Dado un cojinete de una dada forma ma-
croscopica, cudl es el efecto de texturar uniformemente sus superficies con un patron periédico?
Primero resumimos una serie de resultados matemdticos recientes sobre este punto. Asumiendo
que el periodo de la textura es mucho menor que la longitud del cojinete estudiamos con técni-
cas perturbativas las ecuaciones homogeneizadas del problema, utilizando como pardmetro de
perturbacion la amplitud de la textura. Luego pasamos a un estudio numérico por simulacion
directa de la superficie texturada, lo que nos permite estudiar este problema sin las hipotesis de
periodo y amplitud arbitrariamente pequerios y de inexistencia de cavitacion. Es notable que
todos los resultados teoricos demuestran valer incluso con apenas 50 periodos en la longitud
del cojinete y en todos los casos corridos, llevando a una conclusion simple y sin embargo
controvertida en el dmbito de la lubricacion: La textura que maximiza la capacidad de carga y
minimiza la friccion es, simplemente, la forma no texturada (cualquiera que sea esta). Quedan
desde luego diversos fenomenos a considerar no modelados en este estudio, tales como efec-
tos inerciales o comportamientos no-newtonianos del lubricante, pero los resultados sin duda
serdn titiles como guia tedrica en el activo campo del diseiio optimo de superficies tribologicas.
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1. INTRODUCCION

Las caracteristicas operacionales de los dispositivos lubricados exhiben alta sensibilidad a
cambios superficiales. Esto ha recientemente tomado relevancia debido al desarrollo de varias
tecnologias, como por ejemplo chemical etching, ablacion laser, microidentacidn, etc., las cua-
les permiten fabricar un disefio superficial detallado con precision microscOpica. Esta creciente
atencion se refleja en numerosos articulos recientes.!~

Resulta claro que una superficie texturada tiene algunas ventajas practicas, en particular en lo
que hace a la capacidad de atrapar particulas de residuos de desgaste o a proveer un reservorio
adicional de lubricante para casos de pérdida de alimentacion. Sin embargo, la posibilidad de
que una textura uniforme reduzca la fricciéon de un cojinete o aumente su capacidad de carga es
un tema como minimo controvertido en la comunidad tribolégica.

Consideremos un cojinete de una forma base o macroscdpica dada por una funcién ho(zx).
La pregunta es si existe una funcién periédica h; (de periodo 1) tal que superpuesta a la forma
base segun

he(2) = ho(@) + hy (f) (1)

€
resulta en un cojinete con menor friccién y/o mayor capacidad de carga que el original. El
periodo € debe desde luego ser mucho menor que la longitud total del cojinete para que se
trate de una fexturacion de la superficie y no de una modificacién macroscopica del mismo. La
respuesta a esta pregunta, en principio, depende de la forma h. Esto abre un abanico demasiado
amplio de combinaciones a estudiar, estando tanto hy como h; en espacios funcionales, como
para utilizar métodos numéricos o experimentales sin informacion tedrica tan detallada como
sea posible como guia.

En dos articulos recientes, Buscaglia et al®’ utilizaron una combinacién de la técnica de
homogeneizacién de la ecuacién de Reynolds® con un andlisis perturbativo a segundo orden
en la amplitud para analizar el efecto de texturas periddicas sobre cojinetes axiales de forma
arbitraria. La técnica y resultados de estos articulos serdn brevemente resefiados en la Seccion 2.
De ellos se deduce que, en el limite ¢ — 0y asumiendo que no se produce cavitacion, la forma
no texturada es un 6ptimo local tanto de la capacidad de carga como de la friccion. Este resultado
tiene obviamente consecuencias importantes en el drea de diseiio de superficies tribolégicas
y por lo tanto merece ser confirmado mas alld de las hipétesis relativamente restrictivas del
resultado tedrico. Con este fin introducimos una metodologia numérica (clasica) en la Seccién
3 y estudiamos numéricamente cojinetes axiales y radiales en la Seccion 4. Los resultados
numéricos en todos los casos estudiados confirman la optimalidad de la forma no texturada, atin
con amplitudes y periodos relativamente grandes.

2. RESULTADOS TEORICOS
2.1. Ecuaciones y técnicas de homogeneizacion

Consideramos aqui cojinetes axiales convergentes y unidimensionales (ancho infinito). La
primera hipétesis permite no considerar la cavitacion (se supone que la ecuacion de Reynolds
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es valida en todo el dominio). La segunda hip6tesis no es esencial pero se la adopta para brindar
mayor claridad a la presentacion.

La superficie “base.*td dada por la funcién hy(z;) monétona decreciente, 0 < h,,, < ho(xy) <
has, (todas las cantidades son tomadas adimensionales). El dominio se extiende desde x; = 0
hasta 1 = 1. Sobre esta superficie base agregamos un patrén dado por h; (Il ﬂ), periddica

€’ €

con periodo unitario en ambas direcciones. La presion (que denotaremos con p.) satisface

Ohe(x)
V- [h(2)3Vp] = A 2
eV = A% @
sujeta a las condiciones de borde p.(z17 = 0,23) = pc(zr1 = 1,23) = 0. Ademds p, es e-

periédica en z5. Cuando € — 0, p.(h;) converge a una presion homogeneizada py(hy).® La idea

basica es, como es clésico en los desarrollos asintéticos, considerar x (la variable lenta) e y = £

(la variable rdpida) como independientes. Sea Y el dominio de variacion de y, en otras palabraes
la celda unidad de la textura, que tomamos como Y = (0, 1)%. Expandiendo p. en potencias de ¢
se encuentra que el término principal py no es funcién de y, solo depende a travez de la funcién
hi(y), pero a travez de la funcién en si misma, no de su valor en y. Ademads satisface la ecuacion

| (Al # R + A) 2| = A ote) - Ba) G)

dl'l dxl

con po(0) = po(1) = 0. El sobrelineado denota el promedio con respecto a y:

Flay) = /Y Fay) dy @

Para evaluar A y B se introducen los problemas locales para cada x: Hallar x y w (periddicas
en y) tales que:

Ooh
Vy - [(ol@r) + ha(®))'Vix] = =3 (hoen) + n(y))* 7 - (5)
oh
Vy - [(h0<x1) + hl(y))3vyw} = a—yi (6)
A partir de las soluciones locales x y w se obtienen
0
A= (o) + (y))" 5 )
B = (ho(as) + n(y))° o ®
= (No{T1 1y Em

Notese que A 'y B dependen de la posicion z; y de la forma de la textura h. La capacidad de
carga j.(hi) y la fuerza de friccién f.(,),que estin dadas por

ﬂmazlfﬂmdx ©)
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_ [iA Ope(ha)
fe(hy) = /Q[hE +Th, o | dz (10)
convergen, cuando € — 0, a
i) = /po(hl) dz (11)
Q
dpo(h
) = [ (A [(re) TG + Q)] +T (hote) + 7o) + P(1)) P2y
(12)
donde Py () son también calculadas de y y w, segtin
0
P(h) = (ho(a1) + n(y) - (13)
Y1
Ow
Q1) = Tho(x1) + M(y)) 75— (14)
Y1

Con estas definiciones podemos calcular el efecto que produce una textura h; en la capacidad
de carga y en la fuerza de friccion, ecuaciones (11) y (12)

2.2. Analisis perturbativo a primer orden
Definiendo las derivadas con respecto a h; como:

ﬂ j(dv1) — 5 (0)

gy () o = lim 5 (1)

un célculo algo laborioso por el método adjunto permite obtener
dd—}‘zl(()) cvp = =SV (17)
Loy =-1m (13)

donde S y T son ambas positivas y dependen de hg, A y de I" pero no de v;. En particular, S
es el coeficiente de rigidez del cojinete. Las expresiones exactas de S'y 1" pueden ser encon-
tradas en el apéndice. Tal como hemos mencionado anteriormente las ecuaciones (17) y (18)
contindan siendo vdlidas para cojinetes de empuje arbitrarios en los que no se encuentre pre-
sente el fendmeno de cavitacidn; es decir, h puede ser una funcién arbitraria de x; y zo. De la
ecuacion (17) se deduce que para una dada carga la textura que maximiza la separacion minima
entre las superficies es ninguna textura.
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Por otro lado, de la ecuacion (18) se obtiene que a primer orden el coeficiente de friccion y
no es afectado por la textura. Para ver esto, notar que

(1) 5(0) = L+ ) = 0 )

donde W es la carga (constante) aplicada y a(hq) es el desplazamiento vertical de la posicién
de equilibrio, que satisface

j(h + a(hi)) = j(0) =W (20)
De (17), a primer orden, j(h1 + a(hy)) = j(0) — S (h1 + a) y asi de (20) se tiene que a(hy) =
—hy que da la dependencia de la posicién de equilibrio con h;. Usando ahora (18) se obtiene

f(h1+a(hy)) = f(0), con lo cual:
d
E%””:Ov“ 1)

El estudio del coeficiente de friccion requiere entonces un analisis de segundo orden.

2.3. Analisis perturbativo a segundo orden

La derivada segunda del coeficiente de friccién con respecto a una perturbacién dada v; en
la textura se define como

d?y _aE(tv) o — 42(0) - oy
d—h%(o) D (v, v) = 12% ; (22)
En otros términos, dada v; si se perturba h, segin
h = ho + tUl (23)
entonces la expansion en serie del coeficiente de friccion es
1
72%ﬁﬂﬂ+§%ﬁ+”. (24)

donde ~ es el coeficiente de friccion de la superficie base, 1 es cero (ver ecuacion (21)) y 7o
es la derivada segunda definida en la ecuacion (22). Omitimos aqui el cdlculo de 2, que es algo
engorroso. Para expresar los resultados, no obstante, es necesario introducir la base de Fourier
enY:

o(y1,92) = 1

G1(y1,y2) = V2cos (2my)
Ga(y1,y2) = V2sin(27myy)

O3y, y2) = V2 cos (2mys)
G1(y1,y2) = V2sin (2myp)
®5(y1,y2) = 2cos (2myy) cos (2my2)
b6(y1,y2) = 2sin(2my;) cos (2mys9)
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En términos de los coeficientes de Fourier de v,

v1(Y1, Y2) = Z ¢i®i(Y1, Y2) (25)
=0
se demuestra que
Yo=Y cf(i+BN) (26)

i=1
donde Y y B dependen tnicamente de h( y de la carga aplicada. Notar que la sumatoria en la
ecuacion (26) no incluye ¢ = 0 dado que cualquier constante adicionada a v; es compensada
con un cambio en la posicién de equilibrio y no tiene efecto en el coeficiente de friccion. Las
expresiones exactas de 4l y ‘B pueden ser encontradas en el apéndice.

Los coeficientes \; de la ecuacién (26) estdn dados por:

m2

N=—— (27)

2 2
m; + n;

donde 27m; es el nimero de onda de ¢; en la direccién y;, y de manera andloga para 27n; en la
direccién y,. Es inmediato que los coeficientes \; satisfacen:

= 0 < )\; <1, paratodo .
= )\; = 0 siy sélo si ¢; no depende de y; (textura longitudinal)
= )\, = 1siy soélo si ¢; no depende de y, (textura transversal)

De la ecuacién (26) y de las propiedades de los coeficientes \; se pueden obtener algunas
conclusiones interesantes:

= (1) Para texturas longitudinales
Yo =W = o’ (v) (28)
i=1

en donde hemos introducido la varianza o2 = (v — 77)2. Notar que todas las texturas
longitudinales con el mismo o2 poseen el mismo valor de v,

= (2) Para texturas transversales
Yo = (U +B) o?(vy1) (29)

Nuevamente, v, depende de v; sélo a través de su varianza.
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= (3) Para texturas bidimensionales, la derivada segunda estd acotada por las correspon-
dientes a los casos transversal y longitudinal, es decir:

min{, U+ Blo?(vy) < vy < méx{W, U + B}o?(vy) (30)

Una textura que cause una disminucién de friccidn significa, en nuestro marco de trabajo,
una funcién vy para la cual ~, sea negativo. Para que dicha funcién exista, 4 o L + B debe ser
negativo. Si Y < 0 (respectivamente Ll + B < 0), entonces todas las texturas longitudinales
(respectivamente transversales) reducirian el coeficiente de friccion. Creemos que esto carece
de sentido fisico (es ciertamente falso para todas las formas hy que hemos considerado hasta
ahora). Sobre esta base, concluimos que min{l, ${ + B} no puede ser negativo. Como una
consecuencia de esto, no existen (bajo nuestras hipotesis) texturas que provoquen una reduccidon
de friccion. Por supuesto estas conclusiones solo se refieren al caso de perturbaciones periodicas
sobre la superficie sin texturar de pequefia amplitud y en el limite en que el periodo tiende a
cero (¢ — 0). En las proximas secciones trataremos de explorar numéricamente la validez de
estas conclusiones para periodos no despreciables, para amplitudes moderadas a grandes, y en
presencia de cavitacion.

3. TRATAMIENTO NUMERICO

Adoptamos el método de elementos finitos, formulacién de Galerkin, con un tratamiento
penalizado de la cavitacidn. Para una funcién h dada, la presion es el campo py, en el espacio de
elementos finitos V}, tal que

Ja [h(w)?’ Vpn - Van — A h(z) §2 + L |p | prgn| de =0 (31)

para toda gj, en V},, donde p, = min{0,p,} y € es un pardmetro de penalizacién empleado
para modelar el fenémeno de cavitacion, que se toma tipicamente como 1078, La funcién h(z)
representa a h.(x) + a, donde a es la posicion del patin. En el equilibrio, a es tal que

/p(x) de =W (32)
Q

siendo W la carga aplicada. Esta dltima ecuacion se resuelve mediante el método de Newton-
Raphson con aproximacién por diferencias finitas del jacobiano (notar que es una simple deri-
vada unidimensional).

4. RESULTADOS NUMERICOS

4.1. Cojinetes axiales con texturas unidimensionales

Se considera un cojinete axial (2), cuyo ancho adimensional es de 0.0918 y su longitud
unitaria. Se emplea una textura unidimensional rectangular, como se muestra en la figura (1).
Dicha textura puede ser caracterizada por medio de dos parametros: La amplitud h y la relacién
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Figura 1: Esquema de la textura 1D utilizada

As que indica la fraccion del cojinete ocupada por valles. La definicién matemética de la textura
es la siguiente:

hl (%7 %) - Shs % S [07 I_QAQ}
hl(%a %) - _h's % S [1—2/‘5’ 1+2AS] (33)
hl(%vf) :fhs % € [1+2A571]

Tomamos £ tal que todas las texturas poseen valor medio nulo, los valores de A, analizados se
ven en la Tabla 1. En todos los casos considerados, se empled € = % para estudiar el efecto de
texturas de periodo relativamente grande.

k L=1.00

AV

I B =0.0918

Figura 2: Dimensiones bdsicas del patin. Vista superior.

Cuadro 1: Valores del parametro A, para diferentes texturas

Textura | Parametro A,
Pert0 A =1
Pertl Ay = 1%
Pert2 Ay = %
Pert3 A, %
Pert4 A, = %
Pert5 A, =4
Pert6 A, =1
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Figura 3: a) Friccién vs. amplitud (hs) a carga constante. b) Mismos datos en funcién de la desviacion estidndar o.

En la Fig. 3(a) se muestran los valores de la friccién (a carga VW constante) obtenidos para
diferentes valores del pardmetro h. Es importante notar que en dicho gréfico la carga es cons-
tante, por lo tanto analizar la friccion es equivalente a analizar el coeficiente de friccién. Se
verifica claramente que la derivada es nula en el origen. De acuerdo a (2.3), la friccién homoge-
neizada para estas texturas deberfa s6lo depender de la varianza 2. En la Fig. 3(b) se repiten los
datos de 3(a) pero en funcién de la desviacion estandar o. Como se observa, las curvas corres-
pondientes a diferentes valores de A colapsan en una Unica curva en una vecindad del origen
que llega hasta amplitudes considerables.

4.2. Cojinetes axiales con texturas bidimensionales

A continuacion se analiza un cojinete de las mismas dimensiones que el considerado en el
caso unidimensional, pero considerando las variaciones de la presion en la direccion transversal,
con condicién de presion nula en todo el borde del dominio. Se utilizé una malla de 56250 ele-
mentos rectangulares y 57076 nodos, la malla es uniforme de 750x75 elementos en la direccion
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Vistas 3D de diferentes texturas

Texwra Pert6 Textura Pert—6

Figura 4: Vistas 3D de las diferentes texturas empleadas

longitudinal y transversal respectivamente.

La textura periddica empleada consta de un arreglo de 50x5 celdas rectangulares en las di-
recciones longitudinal y transversal respectivamente. La textura es andloga a la unidimensional
pero ahora en dos dimensiones. En la Tabla 1 se muestran los parametros A, empleados para
las diferentes texturas, el valor del parametro £ es seleccionado en cada caso de manera que el
valor medio de la textura sea nulo. A modo de ejemplo en la figura (4) se muestran vistas de
diferentes texturas, en las cuales se ha denominado como texturas positivas a las que poseen
protuberancias en la zona central de cada celda (protuberancias aisladas) y texturas negativas a
las que poseen depresiones en la zona central de cada celda (pozos aislados).

Enla figura 5 se grafica la friccion a carga constante en funcidn de la desviacion estandar para
texturas tanto positivas como negativas. Las texturas negativas han sido graficadas en el semieje
negativo. Una vez mds se verifica tanto la derivada nula de la friccion en el origen como el
colapso de las curvas cuando el eje de abscisas es la desviacion estdndar de la textura. Notar
asimismo que consistentemente la forma no texturada minimiza la friccion entre las formas
estudiadas.

4.3. Cojinetes radiales con texturas bidimensionales

En los cojinetes radiales, como el mostrado en la Fig. 6, practicamente la mitad del dominio
se encuentra en cavitacion. Desde luego en este caso la teoria presentada al inicio no se apli-
ca, y resulta interesante por lo tanto estudiar numéricamente esta configuracioén. En la Fig. 7
mostramos los resultados obtenidos con texturas definidas por curvas splines bidimensionales.
Consideramos los cuatro casos mostrados en la figura, es decir tanto protuberancias aisladas
como pozos aislados (estos tltimos se grafican en abscisas negativas). En la parte (a) de la figu-
ra se muestra el minimo espaciamiento entre el eje y el cojinete en funcién de la amplitud. Se
observa que la forma no texturada es un méaximo local, y que esta variable no es diferenciable
en el origen. En la parte (b) se muestra el torque de friccion.
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Figura 5: Evaluacién de la friccién en funcién de la funcién C.std(hy)

5. CONCLUSIONES

Hemos presentado y confirmado numéricamente una combinacién de técnicas de homoge-
neizacion y analisis perturbativo para estudiar el efecto de texturas superficiales en dispositivos
lubricados. Si bien hemos tratado unicamente la capacidad de carga y la friccion, estas técnicas
pueden ser aplicadas a otras cantidades de interés (e.g., coeficientes dindmicos).

Los resultados permiten concluir que:

= La textura que maximiza la carga para una dada separacion minima es ninguna textura
(es decir, la superficie lisa).

= La textura que minimiza el coeficiente de friccion es, nuevamente, la superficie lisa.

Estos resultados son locales, es decir vélidos en una vecindad del cero, y tienen como prin-
cipal hipotesis la validez de la ecuacion de Reynolds. No se incluyen, por lo tanto, efectos
inerciales ni comportamientos no newtonianos del lubricante. Notar asimismo que en el andlisis
s6lo una de las superficies se consideraba texturada.

Trabajos futuros deberdn incorporar fenémenos més complejos. Los resultados aqui presen-
tados serdn a nuestro entender ttiles como guia tedrica en la busqueda de superficies tribolégicas
Optimas para cada aplicacion.
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Figura 6: Esquema de un cojinete radial.

7. APENDICE

Expresiones para S, T, il y B

Se exponen aqui las expresiones de las constantes introducidas en el texto. Consideramos
un cojinete general, unidimensional, con forma macroscépica ho(x) definido en el dominio
2 = (0,1), con condiciones de borde p(0) = p(1) = 0. La extension al caso bidimensional es
inmediata.

Denotamos como p y ¢ a la presion y al correspondiente estado adjunto de la superficie sin
texturar, que satisface:

d dp dhg N .

— R3] =A— =p(1) = 4
e il o, p0)=p(1)=0 (34)

d . sdq, o A
oo l=1 4(0)=q(1) =0 (35)

Con estas definiciones, tenemos:
v dpdg

S=-3[ hi—-—d 36
/0 Oz dz™ (36)
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VAT, dp,

Resulta claro que 1" es positivo. Es facil también demostrar que .S es positivo para un cojinete
unidimensional, convergente. En cualquier caso, .S puede ser asumido como positivo. En efecto,
S es el coeficiente de rigidez del cojinete, y si fuera negativo el cojinete seria inestable.

A continuacién se dan las expresiones para las constantes L y B:

L 9N 120'dp  6Thg (dp\°> 6Thodpdg
U= = =T ) - =2 38
/O{ho ho do A (dx) S dwda’™” (38)

U 9AT 6 dj 18Thy (dp\°> 18Thgdp dg
B = i = e e N 39
/O{hg hodr A (d:p) LI 59)
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Figura 7: Estudio de un cojinete radial a carga fija para cuatro diferentes texturas. La denominada “negativa” se
muestra en el semieje negativo. (a) Minimo espaciamiento en funcién de la amplitud. (b) Torque de friccién en
funcién de la amplitud.
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