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Marcela B. Goldschmit y Miguel A. Cavaliere
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Cordoba 320, (1054) Buenos Aires, Argentine

RESUMEN

En este trabajo analizamos los modelos de turbulencia para flujo incompresible y aplicamos el
método de elementos finitos a tres modelos distintos: el modelo ! (donde ! es la longitud de
mezclado de Prandtl), el modelo & - L (donde & es la energia cinética turbulenta) y el modelo k—¢

(donde ¢ es la velocidad de disipacion de energi a cinédtica turbulenta). Usamos nuestro esquema
iterativo (k — L)-predictor y (e)-corrector para superar las dificultades numéricas del modelo & —«.
Presentamos resultados computacionales para algunos problemas de flujo turbulento.

ABSTRACT

In the present paper we analyze turbulence models for incompressible flow and we applied the
finite element method of three models: the i model (where I is Prandtl’s mixing length), the k - L
model (donde k is the turbulent kinetic energy) and the k—¢ model (where ¢ is the turbulent energy
dissipation rate). We use our (k — L)-predictor / (¢)-corrector iterative scheme to overcome the
numerical difficulties of k —¢ model. We analyze computational results for a variety of turbulence
flow problems.

INTRODUCCION

El flujo turbulento es el tipo de flujo viscoso que se encuentra con mayor frecuencia en los
procesos industriales, se caracteriza por presentar fluctuaciones en las variables (velocidad, presién,
densidad, etc.) para un punto dado, originadas por la continua generacién y desplazamiento de
torbellinos. Un movimiento de fluido es descripto como turbulento si es rotacional, intermitente,
altamente desordenado, difusivo y disipativo [1-3] .

El modelado matematico del flujo turbulento por medio de las ecuaciones de Navier-Stokes
promediadas en el tiempo y el concepto de viscosidad de remolino fueron bien establecidos
por Jones, Launder y Spalding [4-6]. La principal dificultad de estos modelos es determinar
la viscosidad turbulenta lo que hace necesario emplear modelos de turbulencia. En este trabajo
describimos tres modelos de turbulencia: 1, k=L y k—e.

El maés simple y a su vez de aplicacién muy reducida es el modelo de la longitud de mezclado de
Prandtl (modelo ) en el cual se usan férmulas empiricas para el cdlculo de la longitud 1.

La aplicacién de los modelos de turbulencia a geometrias complejas dié origen a modelos en los que
se transporta alguna cantidad turbulenta. Uno de ellos es el modelo k- L que utiliza una ecuacién
de transporte para la energia cinética turbulenta (k), pero sigue necesitando una distribucién de
escala de longitudes L.

.
En aplicaciones industriales que involucran contornos irregulares el modelo k — ¢ (6] es el mds
usado. Este modelo requiere la solucién de dos ecuaciones diferenciales parciales adicionales a las
de Navier-Stokes para la energia cinética turbulenta () y su velocidad de disipacién (¢).
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Los modelos de turbulencia k= L y & — ¢ son vilidos en las regiones de flujo totalmente turbulento
y no representan bien los efectos viscosos que se encuentran en las cercanfas de los contornos
solidos. Para superar este inconveniente sin usar un modelo ad-hoc y una excesiva discretizacion
en la subcapa laminar adoptamos el método de las funciones de pared [6}.

Implementamos los modelos de turbulencia en el cédigo de elementos finitos para flujo de fluidos
viscosos incompresible, FANTOM [7-8] y analizamos resultados computacionales.

ECUACIONES DE TRANSPORTE DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Reynolds define al movimiento turbulento como aquel en que las magnitudes de flujo presentan una
variacién al azar alrededor de sus valores medios y descompone cualquier propiedad instanténea,
# , en un valor medio o alisado de la propiedad, ¢,y un valor fluctuante de la propiedad, o',

1 t+to

¢=d+¢ , b= — ¢ dt (1)

to Ju

Aplicando la descomposicién a las ecuaciones que representan un flujo viscoso incompresible
homogéneo, de densidad (p ) y viscosidad (u) constantes, con ausencia de fuerzas externas y
en estado estacionario obtenemos las siguientes expresiones,

T -¥=20 (2)
PY - UV = -V -V -7 -V (p¥vy) 3)
_ = = 1 - T
g2=-2us8 ; 8=;(¥WW+ W) 0]

donde, ¥ es la velocidad promedio y 7 es la presion promedio.

Observamos que se necesita conocer el término ¥ - ( p¥v) con valores de la fluctuacién de
la velocidad. Por analogia con el flujo laminar [3] este término es aproximado por la densidad
de flujo turbulento de cantidad de movimiento, ¥ -g', donde g° es denominado tensor de
tensiones medio turbulento o tensor de tensiones de Reynolds y es el responsable del intercambio

de momento entre la turbulencia y el flujo medio, modelado segiin Boussinesq como,

gc = — 2

[11%]

+ k1 5)

[

donde,

ut viscosidad de remolino o viscosidad turbulenta, no es una propiedad del fluido (como lo es
la viscosidad molecular x ), sino que depende fuertemente del estado de turbulencia, por
lo tanto, es una propiedad de flujo. Por analogia con la viscosidad molecular, donde u es
proporcional a la velocidad media y al camino libre medio de las moléculas, se supone que la
viscosidad turbulenta es proporcional a la velocidad caracteristica del movimiento turbulento
(V) y & una longitud tipica de este movimiento (L), u* = p V L.

branevr

k energia cinética turbulenta, & = -

El segundo término a la derecha de la ec.(5) es debido a que la suma de las tensiones turbulentas
normales deben ser el doble de la energia cinética turbulenta. De manera que k puede ser
interpretada como una presién. Si reemplazamos la expresion de las tensiones de Reynolds en la
ecuacion de cantidad de movimiento y reemplazamos la incégnita presion estéticapor P = 5+ 3,
llegamos a:

<1

pT 95 = -9P + 9 [(k+ &) 95 ©
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MODELOS DE TURBULENCIA

La turbulencia es un fenémeno tridimeusional, transitorio, no lineal cuyas caracteristicas
de flujo tienen lugar en escalas de longitudes pequefias, del orden de 10-% veces menor que el
dominio de flujo [1]. Podriamos aplicar las ecuaciones de Navier-Stokes en variables instanténeas
en esta escala, pero necesitariamos computadoras de gran tamafio para modelar numéricamente
un problema industrial (sistemas de aproximadamente 10° nodos a modelar). Por ello, necesitamos
emplear modelos de turbulencia basados en usar la ecuacién de Navier-Stokes promediada en el
tiempo, Ecs. ) y (6), y un conjunto de ecuaciones o relaciones que nos permitan representar
la viscosidad de remolino. Como define W. Rodi [1]: “Un modelo de turbulencia es definido
como un conjunto de ecuaciones (algebraicas o diferenciales) las cuales determinan los términos
de transporte turbulento en las ecuaciones de flujo medio y asi cierran el sistema de ecuaciones a
modelar. El modelo de turbulenciu no simula los detalles del movimiento turbulento sino el efecto
de la turbulencia sobre el comportamiento del flujo medio™ .

Existen varios modelos de turbulencia en la literatura entre ellos en este trabajo describiremos el
comportamiento de: un modelo ad-hoc 0 modelo de la ecuacién cero {modelo !), un modelo de
una ecuaciéon (modelo & - L) y un modelo de dos ecuaciones (modelo k —¢). Esta clasificacion de
los modelos depende de las ecuaciones de transporte (ninguna, una o dos) a resolver en conjunto
con las ecuaciones (2) y (6).

MODELO DE LA ECUACION CERO. Modelo 1

Este modelo relaciona el tensor de tensiones de Reynolds tinicamente con la distribucién del flujo
medio en cada punto. Es decir, implicitamente asume que la turbulencia es disipada donde se
genera y no existe transporte de turbulencia. Considerando flujo de corte con una sola tensién

turbulenta (37 v]) y una sola componente del gradiente de velocidad ( % ) significativa, Prandtl
postulé que la velocidad caracteristica del movimiento Auctuante (V) es igual al gradiente de

la velocidad media por la longitud de mezclado del movimiento (1), por lo tanto, modelamos la
viscosidad de remolino por:

Dy

l‘l
ay

Bo=p

M

Podemos aplicar este modelo con éxito a flujos simples donde la longitud de mezclado 1 puede ser
calculada con féormulas empiricas.

MODELO DE UNA ECUACION. Modelo k-1

Fueron pensados para superar las deficiencias de la hipéotesis de la longitud de mezclado. Un
paso importante en el desarrollo fue abandonar la relacién directa entre la escala de velocidad del
movimiento fluctuante y los gradientes de velocidad media y en su lugar determinar esta escala
a partir de una ecuacién de transporte. La energia cinética turbulenta (k), es una medida de la
intensidad de turbulencia y vk es una cantidad que puede caracterizar la escala de velocidades
del flujo turbulento. Por ello, Kolmogorov, Prandtl y Emmons propusieron independientemente
la siguiente relacién para la viscosidad de remolino,

ut = Cuop vk L (8)
Fodemos deducir la ecuacién de transporte de k desde Jas ecuaciones de N avier-Stokes, obteniendo

Cy k?
e\p

A/ 9

t
PY - %% =Y - [(“—+u)2k} +2405: 99 -
o) =

Como caso particular en flujo de corte podemos recuperar el modelo de longitud de mezclado,
despreciando los términos convectivo y difusivo en la ec. (9), de manera que en un punto dado la
produccién sea igual a la destruccién de energia cinética turbulenta,
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v,

(10)

- 2 2
¢ [ 9 - Cuk . t 314 42
A I

ay #\p

que es la férmula de la viscosidad de remolino para el modelo de longitud de mezclado. Las escalas
. . h
de longitud quedan relacionadas por, t = [¢c3]* L.

La mayor deficiencia del modelo de energia cinética turbulenta (k — L) es que necesitamos proponer
una distribucién de escala de longitudes (L) como en los modelos “ad-hoc”.

MODELO DE DOS ECUACIONES. Modelo k¢

La tendencia en flujo turbulento fue desarrollar modelos donde ademés de transportar la escala de
velocidades del movimiento fluctuante también se determine la escala de longitudes a partir de una
ecuacion de transporte, siempre dentro de la hipétesis de Prandtl de viscosidad de remolino. Se
comprenderd que no es necesario que la ecuaciéon de transporte tenga como variable dependiente
a la escala de longitudes L propiamente dicha. Cualquier relacién de la forma z: = ™ L™ podria
ser adoptada como variable indepeudiente, va que k es conocida al resolver su propia ecuacién. La
variable z preferida normalmente es la velocidad de disipacidn de energia cinética turbulenta (¢),
quien realmente es la velocidad de transferencia de energia turbulenta desde remolinos grandes a
remolinos pequefios [2], ¢ = & Vv Oy,

En el modelo k — ¢ modelamos la viscosidad de remolino como,

C, k?
ut o= pt— (1)
£
tenemos que resolver la ecuacién de transporte de & (Ec. (9)) y la ecuacién de transporte de ¢
que puede ser deducida a partir de la ecuacion de Navier-Stokes,

. )
ﬂz._V_’gz_V_-[(ﬁ—-}-y)zs}+p26',‘C1k§:_V—p - (12)
£

Los valores de las constantes empiricas que aparecen en las ecuaciones fueron obtenidas por
Launder y Spalding [6], ¢, = 144 ; € = 1.92 ; C, = 009 ; ox = 10 ; o, = L3.

METODO DE LAS FUNCIONES DE PARED

Generalmente, los modelos de turbulencia no representan bien el comportamiento del flujo en las
vecindades de los bordes sdlidos (subcapa laminar) donde el transporte molecular (efectos viscosos)
es importante. En este trabajo adoptamos usar el método de las funciones de pared |6} donde no
es necesario integrar las ecuaciones del modelo turbulento en la zona de la subcapa laminar, y
desplazamos el contorno de la malla una distancia pequefia (A) dentro del fluido a una zona donde
podemos asumir el flujo totalmente turbulento, Fig. 1, [6,9-13]. La regién de la subcapa viscosa
(0<y<A) estd en equilibrio local, tal que la tensién de corte (r,) es constante y la velocidad
tangencial (paralela a la pared) (U,) en un punto P estd relacionada a la velocidad de friccion
(U.) por las leyes logaritmicas en la pared,

Up 1. EU.A \
7= Th——=xc (13)

donde,
£ : es una funcién de la rugosidad de la pared. P
Generalmente, £ =9 para paredes suaves.

& 1 es la coustante de von Karman, « = 0.4 1TSS }\ 777

< k € T
7 o oes una constante, © =53 P’ ’

Ta

U, : es la velocidad de friccién, U, = L : Fig. 1 - Detalle cerca de los bordes sélidos
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Con la velocidad en el punto P calculamos iterativamente por el método de Newton Raphson la
velocidad de friceién, y aplicamos como condicién de contorno en el nodo més cercano a la pared
(punto P):

; U,? u,?
Tw = pUR 1 k= N T a9

METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Integramos las ecuaciones diferenciales en el dominio a modelar por el método de elementos finitos
de Galerkin standard [14-15] y linealizamos cada ecuacién por un esquema de Newton-Raphson.
Reemplazamos la presién P de la ec. (6) por una penalizacién de la condicién de incompresibilidad
{ec. (2)), [15-18]. Discretizamos el término convectivo de la forma de un operador trilineal el
cual cumple con las condiciones de existencia y unicidad, [8,19]. Debido a que la expresién de la
viscosidad de remolino en el modelo 1 es una funcién explicita de la velocidad, al término difusivo
en dicho modelo lo hemos linealizado completamente para acelerar la convergencia.

Por la definicién de la energia cinética turbulenta y su disipacién los valores de k¥ y ¢ son
cantidades estrictamente positivas [11,20]. Algunas veces en el proceso iterativo nos han aparecido
valores de k& o ¢ mnegativos hemos evitado este problema con un buen conjunto de condiciones
iniciales para las variables ¥, k , ¢, estrategias similares han sido usadas ampliamente en la
bibliografia, {10-11,21-22].

RESULTADOS NUMERICOS

Flujo totalmente desarrollado entre placas paralelas

El primer ejemplo analizado es para flujo totalmente desarrollado entre dos placas paralelas (flujo
de corte), ver Fig. 2, (4,10-11,13,23-28)].

Partiendo del concepto de viscosidad de remolino y de la hipétesis de longitud de mezclado de
Prandtl se derivan las llamadas leyes universales de velocidades y de friccién, [29)].

pvm h
m

VX

De la ley de friccion calculamos el gradiente de presiones a aplicar como condicién de contorno
para un numero de Reynolds dato,

= 125 I (Re \/K) — 1254 + 15 ; Re = (15)

Pt . P, - P 2 7w IS

1 i L Y A= = (16)

Tw = A

donde v,, es la velocidad media del flujo turbulento.

_ - - (E) P=p ; B =5=%=%=0
() () P=r ; F=35,=8=4%£=0
(E) (s) 2 (P) Go=Up ; Ty =0 ; k==bk, ; ¢=c¢
(P) © F=un-5=-5%-
Ta p=1; pu=1; h=1; L =1; Re= 50000

/S S S
Fig. 2 - Geometria y condiciones de borde.

Aproximamos la longitud de mezclado, i, para flujo desarrollado en canales y caiierias con las
formulas de J. Nikuradse, [1,29),

A ¥ 2 v K]
[0.14-0.08(1-;/-5) -o.os(l-m) (17)

-

|l =

v
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En la Tabla 1 mostramos algunos detalles de los resultados de los tres modelos de turbulencia,
para elementos lineales y cuadrdticos. Notar que como resultado obtenemos un flujo paralelo a
las paredes del canal, pues '%V-mg-’ < 65E—6.

£C.
Modelo Condicion Elementos Iteraciones Uz c ¢ Iﬁym"| k ce. X
inicial

! v=0 lineales 12 56840.56 0.30

{ vy=20 cuadraticos 12 57140.85 0.36
k—L ¥=0; k=1 lineales 13 56398.13 0.004 0.424E+7
k—L ¥=0; k=1 cuadraticos 1 55967.12 0.25 0.437TE+T
k~e resultados de b — L lineales 40 83744.13 0.012 0.552E+7 0.197E11
k—¢ resultados de K — L cuadraticos 44 55028.02 0.25 0.511E+7 0.196E11

TABLA 1 - Resultados para flujo desarrollado, test 2D

3 mostramos los resultados de velocidades y viscosidad turbulenta para los modelos
1; k—L; k—¢ cuando usamos elementos cuadraticos.

60000 - 120 P
50000 il 100 S3p.
0000 80 \ e
400¢ -
. 3 g0 \
30000 @ ! 40 —evas | \
20000 oo fo—[ 20 oe-eoo k],
— k- N — k-«
1 0
00 50T 02 03 0% 05 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
Yy Yy
(a) Perfil de v, (b) Pertil de u*
Fig. 3 - Flujo desarrollado entre placas paralelas
1 " ! 107
10" -~ a1 %
07 10 & 10 7
-3 -7
300 ) 310 S0
g0 2o gio-
s §0” Sro-
Tao 07 T
: - Veloc.
- Veloe: e -
,|O().m eloc. \ o ) seesa k 10
10-
o 5 10 13 0TI S 6 8 10 0 10 20 30 40 50
lteraciones Iteracianes iteraciones
(a) Modelo ! (b) Modelo k - L () Modelo k-«

Fig. 4 - Proceso iterativo de los diferentes modelos.

Podemos observar una convergencia super lineal (Fig. 4-a) del proceso iterativo en el modelo !
debido a que en el sistema a resolver en este caso sélo intervienen las ecuaciones de Navier-Stokes,
en las cuales realizamos una linealizacién del término difusivo. En los modelos k ~L y k-«
(Figs. 4-b y 4-c) obtenemos una convergencia del tipo lineal en las normas L3 de las diferencias
de velocidades, k o «.
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Flujo entre placas paralelas

El segundo ejemplo que analizamos es un flujo incompresible desarrollandose entre dos placas
paralelas lisas separadas una distancia 1 {27,30-31]. Asumimos un canal infinitamente ancho (flujo
medio bidimensional) y estado estacionario, ver Fig. 3.

e e - - (B) %=V 5,=0; k=K ; e=E
(c) h(s) W =5, = § = £ =0

(E) (s) 5(P)r=rw:5y—0'k=k"'£=£"
) © F=m=5-5-0

//////////////IA p=1ip=1;h=1;L =104 ; U = 50000

Fig. 5 - Geometria y condiciones de borde.

En el modelo k—L la distribucion de L corresponde a una situacion de flujo desarroltado. No hemos
experimentado con el modelo  en este ejemplo porque la hipdtesis de pt funcion de la longitud de
mezclado de flujo desarrollado constituye una aproximacion excesiva.

En la Tabla 2 mostramos algunos resultados para el modelo k — L v k — ¢, respectivamente.

Modelo [teraciones Ure.c. salida ke.c. salida ec.c. salida ute.c. salida
k—L 99 53153.84 0.457E+7 82.01
k—-¢ 100 53046.99 0.544E+7 0.213E+11 125.28
TABLA 2 - Flujo desarrollandose entre placas paralelas.
-5.0E+006 GE+007 3E+013
it _ —oeen k]
AE+007 — ke 2E+013 —_— ke
& —1.0E4007 o - - &>
——— L 26+007 I TE+013 T
k—:
~1.5£+007 } 300
Er0075 i 6 8 0 EBHOTTETTTETETe OHO00Ts— E 0
r x z
Fig. 6 - Resultados de las funciones de pared.
-6E+006 ~-6E+006
2 -7E400 &~ 7E+006]
~ B 75 1o ~BE+ 0065575 100
Heraciones Heraciones

(2) Modelo k — L

(b) Modelo & —¢

Fig. 7 - Proceso iterativo de las funciones de pared en el punto z = 4,75.

En la Fig. 6 analizamos las variaciones de las funciones de pared a lo largo del canal, las pequeiias
oscilaciones  la salida del canal demuestran no haber alcanzado el flujo desarrollado. En la entrada
del canal observamos una dispersion de las funciones de pared provocadas por las condiciones de
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borde constantes consideradas en este ejemplo. Ademas en las primeras iteraciones encontramos
una gran variacion en las funciones de pared, ver Fig. 7.

Flujo en una expansién abrupta

El flujo sobre una expansion abrupta no simétrica (Fig. 8) es uno de los més sencillos flujos de
separacién que podemos analizar [13,21-22,31-35]. La ubicacién del punto de estancamiento del
fin de la zona de recirculacién es un excelente test para validar un modelo de turbulencia.

Para este ejemplo utilizamos solo el modelo k — ¢ y por las dificultades encontradas para su
convergencia implementamos en FANTOM un esquema iterativo (k — L)-predictor / (¢)-corrector,
cuyo algoritmo esta descripto en nuestra Ref. [36].

En la Fig. 8 mostramos nuestros resultados para un Re, = 44000 (basado en la longitud A
del escalon y la velocidad media a la entrada). La longitud de recirculacién (zg) obtenida es de
7.39h que concuerda muy bien con la obtenida experimentalmente por Kim, Kline y Johnston
(zr = Th £ 1h) [37).

(E) —-} 2 _% )
y/H M| zona de recirenion T

-5 [} 5 10 15 20
x/H

ve, k, ¢ flujo totalmente desarrollado en un canal

(a) Condiciones de contorno:  (E) {u’ 20’ con Rey = 44000

%!:=u'=0
(s)

ok _ 9% _ g

% = B

-5 . 10 1
[} 5 /0 5 20

(b) Perfiles de velocidad

3
2 &/ (Uo.Uo)
—
14 S = 0.04
y/H "
-5 0 5 10 15 20

w/H

(c) Perfiles de &
Fig. 8 - Comparacién entre resultados numéricos y mediciones experimentales {37].
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CONCLUSIONES

En este trabajo analizamos y comparamos tres modelos de turbulencia (I, k—~L, k—¢) y presentamos
algunas caracteristicas y dificultades encontradas en su modelizacién. Los ejemplos numéricos
analizados indican un comportamiento robusto de los esquemas iterativos adoptados.
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