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S. pr ••• nta .n •• t. trabajo un mod.to t.rmom.canico acoptado para .'mular probl.mas d•• 0Jidificacion
d. metales. EI mod.lo .sta formulado dead. un punto d. vista f.nom.nolo/:ico a traves d. la t.oria d. la
t.rmoelastoplaslicidad isotropa. S. ti.n.n .n cu.nta los .f.ctos d. cambio d. fast /:.n.rali.ado que .xp.rim.nta
.1 material durant •• u evolucion d •• stado Iiquido a solido. Con •• ta finalidad, •• d.fin.n una fundon d. cambio
d. fase, ecuaciones d. evolucion d. I••• variables plastic ••• y una l.y constitutiva d.p.ndient. d.la t.mp.ratura.
Se c:ollaideran. aclemu. loa tchminos de acoplamiento tanto en el dominio del continuo como en au contorno.

Se estudia eleomportami.nto d. est. mod.lo.n eI anMisis d. un .nsayo .xp.rim.ntal d. solidificacion d. Ulla
probeta cilindrica d. aluminio. En .st. probl.ma •• ti.n.n .n cu.nta .f.clos d. cambio d. f••••, propi.dad ••
d.1 material d.pendi.nt •• d. la t.mp.ratura y f.nom.nos d. contacto t.rmom.canico .ntr. la pi•• a y .1 mold.
que 1&contien •. Por ultimo, •• comparan los resultados numericos con I••• m.did ••• obt.nid •••• n laboralorio.

La descripcion completa del comportamiento termomecanico de cuerpos con propiedades
termicas y mecanicas variables, que ademas cambian su temperatura durante un determinado
proceso, es de gran importancia practica en muchas situaciones que se present an en el campo
de la ingenieria. Si bien diversos investigadores han intentado realizar un estudio analitico
de esta clase de problemas, se ha recon6cido ampliamente que el uso de metodos numericos
es imprescindible para considerar problemas reales complejos [6-11). Para tal fin, durante las
Ultimas decadas se han realizado anaIisis numericos utiljzando formulaciones termomecamcas
que incluyen, a su vez, variables internas gobernadas por ecuaciones de evolucion (1-3).

Algunos de estos modelos se han usado para simular procesos de solidificacion. Sin embargo,
el problema tiene muchos aspectos complejos que son dificiles de modelar [6-11).

En este trabajo se presenta un modelo termomecanico acoplado para simular el problema de
solidificacion en procesos de fundicion. El modelo, basado en Ill. teoria de la termoplasticidad
isotropa y formulado desde un punto de vista macroscopico, incluye efectos de cambio de fase
generalizado y considera los diferentes comportamientos termomecamcos del material que
solidifica durante su evolucion de la fase liquida a la solida. Se definen, entonces, una funcion
de cambio de fase, ecuaciones de evolucion plastica y una ley constitutiva dependiente de la
temperatura. No se desprecian los terminos de acoplamiento en las diferentes ecuaciones y,
ademas, se consideran condiciones de contorno termicas y mecanicas variables.

La forma debil y la formulacion de elementos finitos de este Illodelo termomecanico acoplado
se detallan en [18).

Por ultimo, se analiza un ejemplo de aplicacion del modelo termomecanico propuesto en este
trabajo, es decir, se present a la validacion de dicho modelo termomccanico en la simulacion de
un problema de fundici6n, que incluye efectos de cambio de rase, propiedades dependientes de



la temperatura y contacto termomecanico. contrastando los resultados numericos con algunas
mediciones realizadas en laboratorio.

a) Definiciones basicas
Sean O(i) C It "d;'M (1 :s n.lim :s 3 y i = I, ...• nbodll) las configuraciones de reCerencia (inicial)

de diversos ~II cuerpos continuos 8(i) (que pueden interactuar termomec3.nicamente entre
si) con coordenadas materiales designadas como X E l1(i) (todas ellas medidas con respecto
al mismo sistema de ejes coordenados). r(i) = aO(i) sus contornos repectivamente, y 'f C It +
el intervalo de tiempo de an8lisis (t E 'f). Tambiell. 'P(i}(·,t) : 8(i} •..• It "d;," indica,
repectivamente, las configuraciones de dichos cuerpos ell el tiempo t y, como es convencional,
l1(i) = O(i) u r(i)' En el contexto de desplazamientos/deCormaciones supuesto en este
trabajo,las configuraciones 'P(i) para diCerentes tiempos coinciden, respectivamente, con las
de reCerencia. Por simplicidad en la notacion. el subindice (i) sera eliminado de aqui en
adelante.

En 10s problemas de cambio de Case, el dominio 0 se descompone en np" dominios
(0 = U Op" con ph = 1, "" np") acotados por np contornos moviles de cambio de Case rJ:c
(p = 1•...• np), tal que nph es el numero de Case0 porciones de material macroscopicamente
homogeneo [181. Los problemas clasicos de cambio de Case isotermico y no isotermico se
muestran esquematicamente en la Figura 1, donde los subindices .s, m y I designan Cases
solida, pastosa y liquid a, respectivamente. Una vez mas, con el fin de simplificar la notacion,
10s indices ph y p seran suprimidos en las ecuaciones que siguen.

Figura 1. Descripcion geonu!tricade un conductor de calor B11) para problemas de
cambio de we: a) caso isotermico. b) caso 110 isotermico.

Un proceso termomecanico considerando el Cenomeno de cambio de Casepueden ser descrito
por la siguiente forma local de la.s ecuacione.s de campo:
• condicion de equilibrio.



tT • n = i+ to in r" x T ,

T = T in rT X T,

(2.5)

(2.6)

(2.7)

u(X, t)lt=o = uo(X) = 0 in 0 ,

T(X, t)lt=o = To(X) in 0 ,

(2.11)

(2.9)

y relaciones constitutivas apropiadas para "', tT, 1] Y, (todas ellas definidas en 0 X T).
Estas ecuaciones describen un problema de valores iniciales y de contorno correspondiente

a un problema termomecAnico acoplado cuasi-estatico; V = fJ/fJX es el operador gradiente,
tT: fi x T .•.•Rn,.;•••x Rn,.;- es el tensor de tensiones de Cauchy, P.: 0 .•.•R+ es la densidad
en la configuracion de reCerencia y BF : 0 X T ....•Itn,.;... es la Cuerzade volumen. Ademas,
'" : 0 X T .•.•R es la energia interna especifica, , : fi x T .•.•lln~;•.•es el vector de fiujo
de calor, r : 0 x T .•.• It es la Cuente de calor especifica, € : 0 X T .•.• Rn,.;•••X It••,.;...
es el tensor de deCormaciones infinitesimal.y u : fi X T .•.• It••.•••..es el vector de campo
de desplazamientos. EI punto superpuesto implica deriva4a temporal y se usa la notacion
convencional para multiplicaci6n de tensores [41. En la ecuaci6n (2.3), 1 : 0 X T .•.•Res la
tasa de produccion de entropia interna especifica y 1] : 0 X T .•.•m. es la entropia especifica.

En las ecuaciones (2.4) y (2.5) se supone que el campo de desplazamientos u(X,t) y el
tensor de tensiones tT(X,t) estan prescritos en las partes del contorno r••c It ••~,•..-1 Y
r" c It •••,•••-1 respectivamente, donde n: fJO ...• It ••.•••••-1 es la DOrmalsaliente unitaria al
contorno, u:r••x T .•.•R ".'", es el campo de desplazamientos prescritos, i :r" X T .•.•IIn", •••

es el vector de traccion prescrito y to : r" X T .•.•It"·,,,, es el vector de traccion de contacto
debido al hecho que los 8(;) cuerpos pueden interactuar cnte eUos (18,19). Ademas, se suponen
las condiciones: i'" u i'" = fJfi y r" nr" = 0 (ver Figura 2).

De igual Corma, en las ecuaciones (2.6) y (2.7), el campo de temperaturas absolutas
T : fi X T .•.• It + y el vector de fiujo de calor ,(X, t) estan prescritos en las partes de
contorno rT C It ••~,...-1 Y r, C R ••~;••-1 respectivamente, donde T : rr XT .•.• R+ es
el campo de temperaturas prerscritas, ij : r, x T .•.•It es el fiujo de calor normal prescrito
y q* : r, X T .•.•It es el fiujo de calor normal prescrito debidl>aI Cen6menode conveccion-
radiaci6n [4,5,18,191. Una vez mas, se consideran las siguientes condiciones (ver Figura 2)
f'T U f', = fJfi y rT n r, = 0.

b) Relaciones constitutivas basicas
Con la ayuda de la desigualdad de Clausius-Duhem (2.3) y la definicion de la energia libre

especifica de HelmAoltt 1/1;;; ~(f:,alt, T) (1.5). es posible estableter Ias realciones constitutivas
para "'. tT Y 'I, donde air : n X T ...• R n;·'representa el conjUllto de n;••• (k = I, ...•n;nt;



Figura 2. Descripci6n geometrica de dos cuerpos 8(1) Y8(2) que pueden interactuar
termomecanicamente entre si: a) condiciones de contorno mecamcas. b)
condiciones de cOlltorno termicas.

Rim ~ 1) variables intemas fenomenol6gicas regidas por ecuaciones de evolucion can valores
iniciales nulos (1,3). Es import ante destacar que (X,t), a,,(X,t) y T(X,t) han sido
consideradas como las variables de estado independientes que determinan "'. (18,191.

El uso del metodo de Coleman [3] (teniendo en cuenta que ( y t pueden ser especificadas
arbitrariamente para un estado termodinamico dado), conduce alas siguientes relaciones:

fJ..p
w = ..p - fJT T , (2.10)

tT=cr«(,a",T)=po ~~' (2.11)

TJ = 7}«(,a",T) = - :~. (2.12)

Ala ecuacion (2.11) se la conoce como II' relaci6n tension-deformacion isotermica 11-3).

Por Iiltimo, se adopta III. conocida Ley d@Fourier para Q (.,5):

f = -I: .VT , (2.13)



c) Relaciones constitutivas derivadas
Otras relaciones constitutivas relacionadas con el comport:"niento termomecaruco del

cuerpo B son [18,191:
8fT 82",<r = 8f = Po 8f @ 8f '

8fT 82",
71e= - 8ale = -Po 8f 0 8ale '

8fT {J2vJ
fJ = - 8T = -Po 8f 8T ' (2.J6)

donde- <r es el tensor constitutivo elastico tangente (isotermico), 71e son las variables
plasticas constitutivas tangentes y fJ es el tensor tangente conjugado de Ill. dilatacion termica
(13-16.18,191. El simbolo 0 indica Ill. multiplicacion apropiada de acuerdo con Ill. naturaleza de
cada variable intema [18,191.

En problemas de cambio de fase, se adopta Ill. siguiente definicion general (13-19]:

__ {)2", _ L 8fpc(T)
c - {)T2 8T'

--------------a ·•••··••I
I
I·••

donde c : n x T -+ lit+ es el calor especifico, L es el calor latente especifico (liberado en
un problemas de enfriamiento y absorbido en uno de calentamiento) y fpc es Ill. "funcion de
cambio de phase" (13-19). En un problema de cambio de fase isotermico f~ = H(T - 1'm),
siendo H Ill. funcion de Heaviside y 1'm Ill. temperatura de fusion (ver Figura 3). Por otro
lado, cuando el cambio de fase ocurre en un rango de temperaturas (7; -1'.), f~ = f con:

jVT:sT.

;T. < V T:S T,

jVT>T,.
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donde f, y f. son las temperaturas liquidus y solidus, respectivamente [18,19). Desde un
punta de vista fenomenologico,la opcion mas simple para la funcion 9 es la lineal (ver Figura
3): g(T) = (T - f.)/(f, - f.) "I f. < T :5 f,. .

En las Referencias [17 - 19] se detalla una generalizacion de la ecuacion (2.17) cuando
tienen lugar dos 0 mas cambios de fase en el mismo cuerpo.

a) Deftniciones basicas
Dentro del contexto de la plasticidad no dependiente del tiempo [1,2), el comportamiento

termoplastico de un cuerpo esta regido por una funclan de estado, denominada funclan de
cedencia 0 fluencia convexa [1,2), F(fA:) : R n•••, -+ R (fA:= -OW/OaA:), tal que no se produCeD
evoluciones de las variables plasticas cuando F < O. De acuerdo con las Referencias [18,191,
se tiene un modelo termoplastico particular cuando se adopta que F = F(",C",T), donde
C" : n X T -+ R es la funcion de endurecimiento plastico [1,2]. Para este casa, el dominio
termoelastico admisible IE1e se define como [8,18,19):

Ademas, el Principio de Maxima Disipacion Phistica [1,2) conduce a un modelo constitutivo
asociado caracterizado por las variables plasticas (al = €" ,Q2 = C", Q3 = '1") con las
siguientes ecuaciones de 'evolucion [18,19):

if = .!.. OF .\ ,
Po aT

junto con las condiciones de carga·descarga de Kuhn·Tucker [1,2) .\ ~ 0, F:5 0, .\ F = 0 y
la condicion de consistencia [1,2)'\ P = 0, donde €" : nX T -+ R n.,. X R n.;. es el tensor de
deformacion plastica, TfP : n X T -+ Res la entropia plastica especifica y Hcr(T) : n X T -+ R
es el modulo de endurecimiento phistico dado por [18,19):

donde hcr(T) : n X T -+ R es el coeficiente de endurecimiento plastico y R = OF/B" es
el flujo potencial. Como puede verse en estas ecuaciones, CP est a definido en funcion de i!'
[13-16,18,19).



b) Funci6n de energia Iibre propuesta
Restringiendo 1a formulation del modelo a1 comportarniento termoe1astop1astico isotropo,

1a energia libre .,p se formula como [5-7,13-16,18,19):

.,p = ~Ie(£ - t!, T) + ~p(Cp, 1/1',T) + ~".,(T) , (306)

donde .,pIe, .,pIp Y .,p"., son las partes termoelastica, termoplastica y de cambio de fase,
respectivamente, de 1a funcion .,p. Debe notarse que )a ecuacion (3.6) constituye una forma
parcialrnente desacoplada de delinir.,p [1-5). La parte termoe1astica ..pIese escribe como:

. 1 1
.,pie= .,ple(£- t!,T)= -2 (£-t!) :4'(T): (£- t!) - - 4'(T): [a:,,(T,Tre/) (T - Tre/)-

Po Po
-a:,,(To, Tre/) (To - Tre/)] : (£ - t!) + c'(T, Tre/) (T - Tre/) - c'(To, Tre/) (To - Tre/)+

+c'(T, Tre/) T In T.T + c'(To, Tre/) To In T.To +.,po- 1/0 (T - To) + ..!.. '0 : (£ - t!) , (3.7)
~ ~ ~

1a parte termop1astica es:
• CP

.,pIP= .,plp(C",~, T) = -- - T TI" ,
Po

y la parte de cambio de fase es:

.,p"., = it".,(T) = - IT A".,(8) d8.JTre/

En estas ecuaciones, a:" es e1tensor de dilatacion terrnica secante, Tre/ es una temperatura
de referencia, el subindice 0 indica e1estado initial de 1asdiferentes variables y el superindice
.s se refiere a 1as propiedades termomecarucas secantes [18,19). Ademas, A"., se define como
[18;19):

A (T) - iT !: 8/".,(8) dB
"., - 8 88 '

T"cl

donde 8 es una variable muda. La parte termoe)astica .,pIecorresponde a una generalizacion
de 1a definicion convencional de 1a energia 1ibre dada en e1 contexto de 1a terrnoelasticidad
[4,5). Por otro 1ado, 1a parte termoplastica tiene en cuenta la irreversibilidad del proceso
termomecwco (3). Por Ultimo, la parte de cambio de rase induye los efectos de cambio de
generalizado a traves de 1a funcion de cambio de fase /"., (18,19).

Esta definicion de .,p consitutiye un punta crucial del mode10, ya que a partir de 1a rnisrna
es posible derivar las diferentes relaciones consitutivas presentadas anteriorrnente [18,19).

c) Tensor. constitutivo propuesto
Durante el proceso de solidificacion, el material en estado liquido se transforma al

estado solido. Esto implica que se produce un import ante cambio en sus propiedades
termomecarucas. Por 10 tanto, es necesario tener en cuenta este hecho en la definicion del
tensor constitutivo que, para este caso, se puede escribir cOlno [13-18,18,11/:

4' = 4'.01 + (1 -/".,) 4'*w , (3.11)

donde 4' •• y 4'"" son las partes volumetricas y desviadoras de 4', respectivamente [4,5).

Ahora, /"., indica la funtion de cambio de fase asociada con un cambio de fase liquido·solido
[18,19). En esta situation particular ,/"., y 1-/"., representan las fracciones de volumen liquida
y solida, respectivamente.

Con esta definicion de 4', es import ante notar que es posible representar tanto 1a ley
constitutiva convencional de un liquido en reposo (,' = 0 -siendo " el tensor de tensiones
desviador-, es decir,' es igual al tensor de tensiones hidrostatico) como la correspondiente a
un material en est ado solido (4,5).



d) Funcien de ftuencia
En este trabajo se adopt a la conocida funcion de fiuencia de Von Mises [1.2):

donde J2 = l,,':tT' es el segundo invariante del tensor de tensiones desviador iT y C es la
funcion de endurecimiento total definida por (18,191:

Se estudia el ensayo exprimental realizado por Nishida et al. (12). EI experimento consisti6
en verter aluminio comercial puro dentro de un molde instrument ado de Acero. EI anaIisis
comienza cuando el molde se encuentra completamente lleno con aluminio en est ado liquido,
suponiendo que las temperaturas iniciales son de 670 °C para la pieza y 200 °C para el molde.
Se ubicaron termocuplas y barras de cuarzo en el molde y en la cavidad del mismo (ver Figura
4.a) con el fin de medir la evolucion de las temperaturas y de los desplazarnientos radiales,
respectivamente. La geometria del problema y la posicion de las termocuplas se muestra en
la Figura 4.b.

Todas las propiedades termomecanicas de ambos materiales se encuentran en las
Referencias [18,19]. Las propiedades termicas y mecanicas del aluminio son dependientes de
la temperatura. Debe notarse que para est a clase de aluminio, solamente se puede producir
un cambio de fase isotermico entre las fases liquida y solida. Se supone que el Acerodel molde
tiene propiedades termicas y mecanicas constantes. EI coeficiente de conveccion-radiacion en
la interfaz pieza-molde depende de la abertura normal 9n que se produce en la misma a
medida que avanza el enfriarniento. Tambien debe notarse que se han supuesto condiciones
de impenetrabilidad en dicha interfaz, ya que la rigidez normal de la misma tiende a infinito.

Para el anaIisis numerico, se escoge en primera instancia un rodaja ubicada en la mitad de
la altura de la pieza. La malla de elementos finitos correspondiente puede verse en la Figura
5.b. La eleccion de esta malla simple recae en la hipotesis que todas las variables del problema
dependen Unicamente de la coordenada radial y del tiempo. La misma esta compuesta de 42
elementos isoparametricos de cuatro nodos. EI paso usado en el anaHsis numerico es de 5 s.

La evoluci6n de la temperatura para puntos diferentes de la malla se dibujan en !as'
Figuras 6 a 9. Los efectos del cambio de fase en la pieza se notao claramente. Ademas,
es posible apreciar el muy buen ajuste entre los resultados numericos y las medidas
experiment ales. Tambien se muestraen estas Figuras otro resultado numerico correspondiente
ala Referencia [11].

ta Figura 10 muestra la evolucion del desplazamiento radial en la superficie externa de la
pieza mientras que en la Figura 11 se encuentra la evolucion del desplazamiento radial para
un punta situado en la superficie interna del molde. EI cambio progresivo del contacto entre
ambos cuerpos, responsable de la fuerte variacion en el coeficiente de conveccion-radiacion,
se aprecia con claridad en la evolucion de la abertura normal mostrada en la Figura 12.

Tambien se analiza el problema por medio de la Olalla tridimensional mostrada en la Figura
5.c y, ademas, usando la malla bidimensional completa de la Figura 5.&. Los respectivos
resultados se encuentran en las Figuras mencionadas I\lIteriormente.



Un modelo tennomeeanioo f&ra problemas de solidificaci6n de metales

5. CONCLUSIONES

Se ha present ado en este trabajo un modelo termomecaruco para problemas de solidificaci6n
de metales. EI modelo, basado en los Principios de la Ter~odincimica, tiene en cuenta
los diferentes est ados del material que solidifica introduciendo: una funci6n de cambio de
fase, determinadas variables intemas con sus respectivas ecuaciones de evoluci6n y una
ley constitutiva dependiente de la temperatura. Ademas, no se desprecia el acoplamiento
existente en las ecuaciones que gobiernan el problema, tanto en elo dominio como en los
contornos.

EI modelo ha sido implementado en un programa general de elementos finitos (201. Por
Ultimo, el ejemplo numerico analisado muestra la robustez del modelo.

Se agradece el apoyo econ6mico dado por el proyecto BRITE/EURAM nit BE-4596 con
contrato nit BREU-0443.
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Figura 4. Tel\ de lolidifi<;a<;iQo;esquema del expetimento de lii,hid. cC .1. 12 '1
b) geometria. y ubica.cioll de las termocuplas.
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Figura 7. Test de solidificacion: evolucion de In temperatura enla superficie exterior
de la pie •••
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Figura 8. Test de solidificacion: evolucion de In temperatura en la superficie interior
del molde.
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Figura 9. Test de solidificacion: evolucion de la temperatura en un punto situado a
8 mm desde la superficie interior del molde.
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Figura 10. Test de solidificacion: evolucion del desplasamiento radial en I•• superficie
exlerior de la piesa.
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Figura 11. Test de salidificacion: evolucion del desplasamiento radial en la superficie
interior del molde.
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Figura 12. Test de salidificacion: evolucion de la abertura normal en la illterfu
piela-molde.


