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RESUMEN

Sec presenta en este trabajo un modelo termomecdnico acoplado para simular problemas de solidificacién
de metales. El modelo estd formulado desde un punto de vista fenomenolégico a través de la teoria de la
termoelastoplasticidad isétropa. Se ticnen en cuenta los efectos de cambio de fase generalisado que experimenta
¢l material durante su evolucién de estado liquido a sélido. Con esta finalidad, se definen una funcién de cambio
de fase, i de evolucién de las variables plasticas y una ley constitutiva dependiente de la temperatura.
Se consideran, ademds, los términos de acoplamiento tanto en el dominio del continuo como en su contorno.

Se estudia el comportamiento de este modelo en ¢l andlisis de un ensayo experimental de solidificacién de una
probeta cilindrica de aluminio, En este problema se tienen en cucnta efectos de cambio de fase, propiedades
del material dependientes de la temperatura y fendmenos de contacto termomecinico entre la piesa y el molde
que la contiene. Por iltimo, se comparan los resultados numéricos con las medidas obtenidas en laboratorio.

1. INTRODUCCION

La descripcién completa del comportamiento termomecanico de cuerpos con propiedades
térmicas y mecénicas variables, que ademds cambian su temperatura durante un determinado
proceso, es de gran importancia practica en muchas situaciones que se presentan en el campo
de la ingenierfa. Si bien diversos investigadores han intentado realizar un estudio analitico
de esta clase de problemas, se ha reconocido ampliamente que el uso de métodos numéricos
es imprescindible para considerar problemas reales complejos [6-111. Para tal fin, durante las
iltimas décadas se han realizado andlisis numéricos utilizando formulaciones termomecanicas
que incluyen, a su vez, variables internas gobernadas por ecuaciones de evolucién (1-3],
Algunos de estos modelos se han usado para simular procesos de solidificacién. Sin embargo,
el problema tiene muchos aspectos complejos que son dificiles de modelar [6-11],

En este trabajo se presenta un modelo termomecanico acoplado para simular el problema de
solidificacién en procesos de fundicién. El modelo, basado en la teoria de la termoplasticidad
isétropa y formulado desde un punto de vista macroscépico, incluye efectos de cambio de fase
generalizado y considera los diferentes comportamientos termomecanicos del material que
solidifica durante su evolucién de la fase liquida a la sélida. Se definen, entonces, una funcién
de cambio de fase, ecuaciones de evolucién plastica y una ley constitutiva dependiente de la
temperatura. No se desprecian los términos de acoplamiento en las diferentes ecuaciones Y
ademads, se consideran condiciones de contorno térmicas Yy mecéanicas variables.

La forma débil y la formulacién de elementos finitos de este modelo termomecanico acoplado
se detallan en {18).

Por dltimo, se analiza un ejemplo de aplicacién del modelo termomecanico propuesto en este
trabajo, es decir, se presenta la validacién de dicho modelo termomecinico en la simulacién de
un problema de fundicién, que incluye efectos de cambio de fase, propiedades dependientes de
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la temperatura y contacto termomecanico, contrastando los resultados numeéricos con algunas
mediciones realizadas en laboratorio.

2. FORMULACION TERMOMECANICA

a) Definiciones basicas

Sean Q(;y C R ™tim (1 < ngim < 3y i = 1,...,7p0qy) las configuraciones de referencia (inicial)
de diversos nyeqy cuerpos continuos By (que pueden interactuar termomecédnicamente entre
si) con coordenadas materiales designadas como X € ﬁ(;) (todas ellas medidas con respecto
al mismo sistema de ejes coordenados), ;) = 9€);) sus contornos repectivamente, y T C R*
el intervalo de tiempo de andlisis (¢ € Y). También, ¢;{-t) : B — R ™ indica,
repectivamente, las configuraciones de dichos cuerpos en el tiempo ¢ y, como es convencional,
ﬁ(") = Q) UT). En el contexto de desplazamientos/deformaciones supuesto en este
trabajo, las configuraciones ((;) para diferentes tiempos coinciden, respectivamente, con las
de referencia. Por simplicidad en la notacién, el subindice (i} serd eliminado de aqui en
adelante.

En los problemas de cambio de fase, el dominio  se descompone en n,, dominios
(@ = U Qpa con ph = 1,...,n,) acotados por n, contornos méviles de cambio de fase I'h
(p = 1,...,np), tal que n,, es el mimero de fase o porciones de material macroscépicamente
homogéneo {8, Los problemas clisicos de cambio de fase isotérmico y no isotérmico se
muestran esquematicamente en la Figura 1, donde los subindices s, m y ! designan fases
sélida, pastosa y liquida, respectivamente. Una vez mds, con el fin de simplificar la notacién,
los indices ph y p serdn suprimidos en las ecuaciones que siguen.

a) b)

Figura 1. Descripcién geométrica de un conductor de calor By,) para problemas de
cambio de fase: a) caso isotérmico. b) caso no isotérmico.

Un proceso termomecdnico considerando el fenémeno de cambio de fase pueden ser descrito
por la siguiente forma local de las ecuaciones de campo:
- condicign de equilibrio,

V.o+p, BF=0 inOx7T, (2.1)
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- Primera Ley de la Termodindmica o balance de la energia,
pow=-V-gq+p,r+o:ée infxT, (2.2)
- Segunda Ley de la Termodindmica, espresada por la desigualdad de Clausius-Duhem,
r

po‘y:pof]—p,T-l-V'[%]?_o iﬂﬂx:r, (2.3)

junto con condiciones de contorno adecuadas,

u=# inl,xT, (2.4)
oc-n=t+t" inT,xT, (2.5)
T=T inlrxT, (2.6)
gn=-§-¢ mlxT, (2.7)
condiciones iniciales,
(X, t)le=0 = uo(X) =0 inQ, (2.8)
T(X,t)i=o = To(X) inQ2, 2.9)

y relaciones constitutivas apropiadas para w, ¢, 7 y ¢ (todas ellas definidas en 2 x T).

Estas ecuaciones describen un problema de valores iniciales y de contorno correspondiente
a un problema termomecanico acoplado cuasi-estitico; V = 3/3X es el operador gradiente,
o : {0 x T — R™m x ™™ es el tensor de tensiones de Cauchy, p, : @ = R es la densidad
en la configuracién de referencia y Br : @ x T — R"*™ es la fuerza de volumen. Ademais,
w:0xT — R es la energia interna especifica, g :  x T — R™= es el vector de flujo
de calor, r : 2 x T — R es la fuente de calor especifica, € :  x T — IR"dim x R"dim
es el tensor de deformaciones infinitesimal y u : @ x T — R"™= es el vector de campo
de desplazamientos. El punto superpuesto implica derivada temporal y se usa la notacién
convencional para multiplicacién de tensores 4l. En la ecuacién (2.3), 7: @ xT = Resla
tasa de produccién de entropia interna especificay 7 : 2 X T — R es la entropia especifica.

En las ecuaciones (2.4} y (2.5) se supone que el campo de desplazamientos u(X,t) y el
tensor de tensiones o(X,t) estin prescritos en las partes del contorno Ty, C R "#=~l y
Ty C IR ™m-1 respectivamente, donde n : 3 — R "4=~~1 es la normal saliente unitaria al
contorno, & : T'y X T — IR™= es el campo de desplazamientos prescritos, £ : Ty x T — R™im
es el vector de traccion prescrito y t* : Ty X T — ™= es el vector de traccién de contacto
debido al hecho que los B;) cuerpos pueden interactuar ente ellos (1819 Ademis, se suponen
las condiciones: f, UT, = 801 y I, NT, =@ (ver Figura 2).

De igual forma, en las ecuaciones (2.6) y (2.7), el campo de temperaturas absolutas
T:0x T — Rt y el vector de flujo de calor g{X,t) estin prescritos en las partes de
contorno 'y ¢ R ™#=~1 y T, C IR ™=~ respectivamente, donde T : I'r x T — R* es
el campo de temperaturas prerscritas, § : Iy x T — R es el flujo de calor normal prescrito
Yy q :Ty X T — R es el flujo de calor normal prescrito debido al fenémeno de conveccién-
radiacién [451819), Una vez mds, se consideran las siguientes condiciones (ver Figura 2)

Trul, =00 ylrnl, =0

b) Relaciones constitutivas basicas
Con la ayuda de la desigualdad de Clausius-Duhem (2.3) y la definicién de la enerygia libre

especifica de Helmholtz ¢ = y(e,ar, T) (), es posible establecer las realciones constitutivas
para w, o y 7, donde ay : 2 x T — ™ representa el conjunto de nyn (£ = 1,..., nin;
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1

0 b)
",

Figura 2. Descripcién geométrica de dos cuerpos B(1) ¥ B(2) que pueden interactuar
termomecinicamente entre si: a) condiciones de contorno mecanicas. b)
condiciones de contorno térmicas.

Nine 2 1) variables internas fenomenolégicas regidas por ecuaciones de evolucidn con valores
iniciales nulos [3). Es importante destacar que €(X,t), ar(X,t) y T(X,t) han sido
consideradas como las variables de estado independientes que determinan ¢' [18.18],

El uso del método de Coleman [ (teniendo en cuenta que &€ y 7 pueden ser especificadas
arbitrariamente para un estado termodinamico dado), conduce a las siguientes relaciones:

=t - Qf (2.10)

o =d(e,a.,T)=p, %’é ' (2.11)
s ]

n = 7i(e,a,T) = —%. (2.12)

A la ecuacién (2.11) se la conoce como la relacién tensién-deformacién isotérmica 11-3,
Por 1itimo, se adopta la conocida Ley de Fourier para g (%%l

g=—-k-VT, (2.13)
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donde k es el tensor de conductividad [4:5],

c) Relaciones constitutivas derivadas
Otras relaciones constitutivas relacionadas con el comportamiento termomecdnico del
cuerpo B son [18:19];

do 9y
€= 5= Gegoe’ (214)
__ % Y 2.15)
Te = a(!k— Po ae@adk' (2.
o Y
B=-57 =P beor - 1%

donde @' es el tensor constitutivo eldstico tangente (isotérmico), 7, son las variables
plasticas constitutivas tangentes y B es el tensor tangente conjugado de la dilatacién térmica
(13-16,18,19] E) simbolo @ indica la multiplicacién apropiada de acuerdo con la naturaleza de
cada variable interna [18.18],

En problemas de cambio de fase, se adopta la siguiente definicién general [13-19];

3% _ | (M)

e=-2% ool (2.17)
) o
1 T 1
i
]
:
i
T T T
a) b)

Figura 3. Funcién de cambio de fase: a) caso isotérmico. b) caso no isotérmico.

donde ¢ : 2 x T — R* es el calor especifico, L es el calor latente especifico (liberado en
un problemas de enfriamiento y absorbido en uno de calentamiento) y fp es la "funciér_l de
cambio de phase” [13-19. En un problema de cambio de fase isotérmico Joe = H(T ~ T),
siendo H la funcién de Heaviside y T, la temperatura de fusién (ver Figura 3). Por otro
lado, cuando el cambio de fase ocurre en un rango de temperaturas {T; — T.), foc = f con:
0 VT<LT,
AT) = {0<g(T)<1 ;T,<VTLT (2.18)

1 VT > T,
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donde T} y T, son las temperaturas liqm'dus y solidus, respectivamente [(181%, Desde un

punto de vista fenomenolégico, la opcién mas simple para la funcxon g es la lineal (ver Figura
3): fT)=(T-T)(T-T.) YL<T<T.

En las Referencias [17 — 19] se detalla una generalizacién de la ecuacién (2.17) cuando
tienen lugar dos 0 mds cambios de fase en el mismo cuerpo.

3. MODELO TERMOELASTOPLASTICO

a) Definiciones basicas

Dentro del contexto de la plasticidad no dependiente del tiempo [, el comportamiento
termoplastico de un cuerpo estd regido por una funcién de estado, denominada funcién de
cedencia o fluencia convexa 13, F(q,) : R ™~ — R (g; = —8v¥/8as), tal que no se producen
evoluciones de las variables pla.stlcas cuando F-< 0. De acuerdo con las Referencias [18,19],
se tiene un modelo termopléstico particular cuando se adopta que F = F(c, C?,T), donde
CP: QA x T - R es la funcién de endurecimiento plastico (1.2, Para este caso, el dominio
termoelastico admisible IE* se define como [8:18.18);

= {(a,C’.T) € (R ™= xR ™=)x R xR* | F(a,C?,T) < 0} , (3.1.2)
mientras que el dominio termoplastico es:
E? = {(a,C’, T)e (R ™= x R "=) xR x R* | F(g,C?,T) = 0} =0E*. (3.1b)

Ademdés, el Principio de Maxima Disipacién Plastica 1'% conduce a un modelo constitutivo
asociado caracterizado por las variables plasticas (@) = €,a; = CP,az = 7”) con las
siguientes ecuaciones de evolucién (18.19);

e=95; , (3.2)
do

CP = Her A (3.3)

= Pio %TE A . (3.4)

junto con las condiciones de carga-descarga de Kuhn-Tucker 121A >0, F<o0, AF=0y
la condicién de consistencia (120 A F = 0, donde €® : 1 X T — IR ™dim x R Mim es el tensor de
deformacién pléstica, 7® : 2 x T — IR es la entropia plastica especifica y Heo(T) : OxT - R
es el médulo de endurecimiento plastico dado por {18.19);

Her = her(T)o: R, (3.5)

donde her(T) : 2 x T — R es el coeficiente de endurecimiento plastico y R = 9F/8e es

el flujo potencial. Como puede verse en estas ecuaciones, C? esta definido en funcién de &
(13-16,18,19]_
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b) Funcién de energia libre propuesta
Restringiendo la formulacién del modelo al comportamiento termoelastoplistico isétropo,

la energia Libre ¢ se formula como (5-7.13-16.18.19]
'/’ = 'i’le(‘ - e’r T) + 'ﬁp(c’r ﬂpn T) + &pc(T) ) (3~6)
donde ¥re, ¥ip ¥ ¥pc son las partes termoeldstica, termoplistica y de cambio de fase,

respectivamente, de la funcién ¢. Debe notarse que la ecuacién (3.6) constituye una forma
parcialmente desacoplada de definir ¥ ['~5). La parte termoel4stica Ve se escribe como:

. 1 1
Vee = Yre(e— €,T) = 5(6‘ - €):0(T):(e—-€) - p— C(T) : [y (T, Tres) (T = Tres)—
—agp(To, Tres) (To~ Tre!)] ((e—€) + (T, Tres) (T - Trer) — c*(To, Trer) (To ~ Tres)+
AT Tee) T I e b €(To, Toes) Ty I o= 4 o1 (T=To) + -~ 00 : (€= &) , (3.7
Tref Trel Po
la parte termoplastica es:

¢4
¢ -T7, (3.8)

'I’tp = 'i’tp(cpv 7”1 T) = _Z

¥ la parte de cambio de fase es:

T

Ype = Ype(T) = —/ Apc(9) d6. (3.9)
ref

En estas ecuaciones, a}, es el tensor de dilatacién térmica secante, T, es una temperatura

de referencia, el subindice o indica el estado inicial de las diferentes variables ¥y el superindice

s se refiere a las propiedades termomecanicas secantes 1519, Ademis, A, se define como

[18,19),
T L 8£,(6) a8
., 0 08 '

donde 6 es una variable muda. La parte termoeldstica ;. corresponde a una generalizacién
de la definicién convencional de la energia libre dada en el contexto de la termoelasticidad
5], Por otro lado, la parte termoplastica tiene en cuenta la irreversibilidad del proceso
termomecénico [, Por tltimo, la parte de cambio de fase incluye los efectos de cambio de
generalizado a través de la funcién de cambio de fase f,. (1319,

Esta definicién de ¥ consitutiye un punto crucial del modelo, ya que a partir de la misma
es posible derivar las diferentes relaciones consitutivas presentadas anteriormente (1819},

Ape(T) = (3.10)

¢) Tensor_constitutivo propuesto

Durante el proceso de solidificacién, el material en estado liquido se transforma al
estado sélido. Esto implica que se produce un importante cambio en sus propiedades
termomecdnicas. Por lo tanto, es necesario tener en cuenta este hecho en la definicidn del
tensor constitutivo que, para este caso, se puede escribir como (13-16.18.19},

€ =Cut+ (1~ foc) Cuen (3.11)
donde @yt ¥ G4y son las partes volumétricas y desviadoras de @, respectivamente [45],
Ahora, f indica la funcién de cambio de fase asociada con un cambio de fase liquido-sdlido
(18.19) By esta situacién particular, fu ¥ 1 — fpe representan las fracciones de volumen liquida
y sélida, respectivamente.

Con esta definicién de @, es importante notar que es posible representar tanto la ley
constitutiva convencional de un liquido en reposo (o’ = 0 -siendo o' el tensor de tensiones
desviador-, es decir, & es igual al tensor de tensiones hidrostatico) como la correspondiente a
un material en estado sélido (48],
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d) Funcién de fluencia
En este trabajo se adopta la conocida funcién de fluencia de Von Mises [1.2};

F(e,C?,T)=+3J,-C, (3.12)

donde J; = } o’ : ¢’ es el segundo invariante del tensor de tensiones desviador o’ y C es la
funcién de endurecimiento total definida por [18:19);

C(C?,T) = C*™M(T) + (1 - fp) CP, (3.13)

donde C**(T) es la funcién de endurecimiento térmico [12:19],

4. EJEMPLO NUMERICO

Se estudia el ensayo exprimental realizado por Nishida et al. (3], El experimento consistié
en verter aluminio comercial puro dentro de un molde instrumentado de acero. El analisis
comienza cuando el molde se encuentra completamente lleno con aluminio en estado liquido,
suponiendo que las temperaturas iniciales son de 670 °C para la pieza y 200 °C para el molde.
Se ubicaron termocuplas y barras de cuarzo en el molde y en la cavidad del mismo (ver Figura
4.a) con el fin de medir la evolucién de las temperaturas y de los desplazamientos radiales,
respectivamente. La geometria del problema y la posicién de las termocuplas se muestra en
la Figura 4.b.

Todas las propiedades termomecénicas de ambos materiales se encuentran en las
Referencias {18, 19]. Las propiedades térmicas y mecénicas del aluminio son dependientes de
la temperatura. Debe notarse que para esta clase de aluminio, sélamente se puede producir
un cambio de fase isotérmico entre las fases liquida y sélida. Se supone que el acero del molde
tiene propiedades térmicas y mecinicas constantes. El coeficiente de conveccién-radiacién en
la interfaz pieza-molde depende de la abertura normal g, que se produce en la misma a
medida que avanza el enfriamiento. También debe notarse que se han supuesto condiciones
de impenetrabilidad en dicha interfaz, ya que la rigidez normal de la misma tiende a infinito.

Para el anélisis numeérico, se escoge en primera instancia un rodaja ubicada en la mitad de
la altura de la pieza. La malla de elementos finitos correspondiente puede verse en la Figura
5.b. La eleccién de esta malla simple recae en la hipStesis que todas las variables del problema
dependen unicamente de la coordenada radial y del tiempo. La misma esti compuesta de 42
elementos isoparamétricos de cuatro nodos. El paso usado en el anslisis numéricoes de § s.

La evolucién de la temperatura para puntos diferentes de la malla se dibujan en las
Figuras 6 a 9. Los efectos del cambio de fase en la pieza se notan claramente. Ademais,
es posible apreciar el muy buen ajuste entre los resultados numéricos y las medidas
experimentales. También se muestra en estas Figuras otro resultado numérico correspondiente
a la Referencia {11].

La Figura 10 muestra la evolucién del desplazamiento radial en la superficie externa de la
pieza mientras que en la Figura 11 se encuentra la evolucién del desplazamiento radial para
un punto situado en la superficie interna del molde. El cambio progresivo del contacto entre
ambos cuerpos, responsable de la fuerte variacién en el coeficiente de conveccién-radiacién,
se aprecia con claridad en la evolucién de ]a abertura normal mostrada en la Figura 12.

También se analiza el problema por medio de la malla tridimensional mostrada en la Figura
5.c y, ademas, usando la malla bidimensional completa de la Figura 5.a. Los respectivos
resultados se encuentran en las Figuras mencionadas anteriormente.
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5. CONCLUSIONES

Se ha presentado en este trabajo un modelo termomecanico para problemas de solidificacién
de metales. El modelo, basado en los Principios de la Termodinimica, tiene en cuenta
los diferentes estados del material que solidifica introduciendo: una funcién de cambio de
fase, determinadas variables internas con sus respectivas ecuaciones de evolucién Y una
ley constitutiva dependiente de la temperatura. Ademas, no se desprecia el acoplamiento
existente en las ecuaciones que gobiernan el problema, tanto en el"dominio como en los

contornos.

El modelo ha sido implementado en un programa general de elementos finitos 29, por

tltimo, el ejemplo numérico analizado muestra la robustez del modelo.
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Figura 4. Test dc solidificacion: csquema del cxpetimento de Nishids et ol '?

b) geometria y ubicacién de las termocuplas.
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Figura 5. Test de solidificacion: malla de elementos finitos.
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Figura 6. Test de solidificacion: evolucion de la temperatura en el centro de la piesa.
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Fig\ixa 7. Test de solidificacién: evolucién de la temperatura en la superficie exterior
de la piesa.
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Figura 8. Test de solidificacién: evolucién de la temperatura en la superficie interior
del molde.
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Figura 9. Test de solidificacidn: evolucién de la temperatura en un punto situado a

8 mm desde la superficie interior del molde.
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Figura 10. Test de solidificacién: evolucidn del desplazamiento radial en la superficie




376

D. Celentano, S. Oller, E. Oiiate,

001 0015 o 0025 |

DISPLACEMENT [mm]

008

experimental [1 1] .
e ©  Smelser & Richmond {12} ]
. presest work: mesh a)
* presest worck: mesh b)
© present work: mesh c)

Y v v T M T

0. 2. 30 <. S0 e N 0. <
TIME [s)

Figura 11. Test de solidificacidon: evolucién del desplazamiento radial en la superficie
interior del molde.
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Figura 12. Test de solidificacién: evolucién de la abertura normal en la interfas

piesa-molde.




