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RESUMEN

La Simulacién Numérica es una herramienta imprescindible en Mecdnica Computacional,
actualmente, a nivel mundial. Pero las Soluciones Numéricas (x,) son esencialmente
aproximadas, por 1o que es necesario tener, ademds buenas Estimaciones de Error:

A
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La Verificacién Computacional objeto de esta Exposicién de Investigacién permite obtener el
Error Estimado (e,). Pero lo hace verificando previamente la Razén de Convergencia (1) y,
en su caso, extrapolando posteriormente la Solucién Numérica arriba indicada:

X~XN+CN

Este Procedimiento Propio se ha venido aplicando con éxito en las Universidades, en los OPls
y empieza a difundirse en las Empresas I+D. Pero también es aplicable a la Centificacién de
Sistemas Fisicos de produccién en serie.

ABSTRACT

Numerical Simulation is a necessary tool in Computational Mechanics, at present, all over
the world. But Numerical Solutions (x,)) are essentially approximate, so it is necessary to
have, also, good Error Estimates:
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The Computational Assessment object of this Research Exposition permits to obtain this
Error Estimate (e,,). But it does it by assessing first the Convergence Rate (r,) and, in his
case, extrapolating the Numerical Solution indicated above:

X~XN+CN

This Genuine Procedure has been applied succesfully in the Universities & Research
Institutes and is begining to difuse in Research & Development Industries. But it is also
applicable to the Certification of Physical Systems products.
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0.INTRODUCCION

En Ingenieria Computacional en general, en Mec4nica Computacional en particular y en Elasticidad
Computacional en especial, se estudian ciertos Sistemas Fisicos con la ayuda de determinados Modelos
Mateméticos. Esto introduce, por una parte, Errores de Modelizacién y, por otra parte, Errores
Numéricos, que es necesario estimar y minimizar.

Los Errores de Discretizacién en general, los de Truncacién en particular y los de Redondeo en especial,
pueden y deben ser controlados y reducidos durante la Computacién. Los Errores de Modelizacién, tanto
del Sistema Fisico en si como de sus Condiciones de Contorn » solo pueden detectarse y evaluarse
durante la Experimentacion, si se conocen los de la Computacién [1]

Este trabajo trata solamente de los Errores Numéricos e ilustra exclusivamente los Errores de
Discretizacién. Los Errores de Modelizacién no pueden estudiarse en este contexto y los restantes Errores
Numéricos suelen controlarse internamente por ¢l Software Ingenieril utilizado, como puede verse en las
Referencias Propias [2] a [5].

Lo que sigue, por tanto, se centra en los Errores de Discretizacién tipicos del Anilisis por Elementos

Finitos, tanto en su Versién-h [6] como en sus Versiones-p y hp [1] pero es generalizable a otros
Errores Numéricos y Anilisis Finitos.

1.DISCUSION

En el anilisis por Elementos Finitos, los Errores de Discretizacién (ep) son de la forma general
(RUNGE):

eo=C,(0h’ ©)
donde:
C,(x) : Funci6n del Punto
h : Didmetro del Elemento
p : Orden de 1a Aproximacién

El Ingeniero Computacional debe elegir la forma, el tamafio y el orden del Elemento Finito en cada
Punto del Dominio, 10 que no puede hacerse analiticamente y a priori, por ser C,(x) una funcién
desconocida de argumento desconocido, en general. La Verificacién Computacional aqui y ahora ilustrada
le ayuda a hacer una buena Estimaci6n del Error, eliminando G,

La esencia de este Procedimiento Propio es la utilizacién de la Razén de Convergencia:

lim lim e,
r = r = 1
n—-oo n n-—»>o e . ( )
-

donde n es el Pardmetro de la Versién. En el caso de la Versién-h (Refinamiento, Extensidn, etc.) tipica:

h,=h,,/2 (p fijo) (2)
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de (0), (1) y (2) se tiene, suponiendo que C, tiende a una constante, no nula ni infinita:

=2 (3)

resultando conocido (RICHARDSON, etc.) pero no utilizado correctamente en la Extrapolacién Clésica:
p no tiene por qué ser natural, etc. como se ha demostrado en otro lugar [2].

Esta Verificacién Computacional consiste, en primer lugar, en generar una Sucesién de Soluciones {X,}
y en adjudicarle una Razén de Convergencia r. En segundo lugar, consiste en:

. Verificar ry
. Estimar ey
. Extrapolar xy

para lo cual genera dos Sucesiones Auxiliares [3]:

{ar,} ={x., -x)} )
{r,}={:f} ®)

cuyos Limites Tedricos son, respectivamente:
0 Condicién Necesaria ©6)
jrf <1 Condicién Suficiente )
en caso de Convergencia Te6rica; en la prictica no bastard que para cierto n=N:
| Axy | «1 (6) bis

ino que, ademds, deber4 verificarse que [4]:

N~ T (7) bis

El Error Estimado, en tales hipotesis es (G*.CONCA):

. M
A ®




Errores numéricos en mecdnica computacional

801

L -

1/64
1/128
1/256

Exacta

id

0
Exacta

)

0.447288
0.447995
0.448295

0.44859
0.44855

ol.

0.448643

0.448580
0.448564

Verificacién Computacional
(6 ZIENKIEWICZ & ZHU)

TABLE 1 (a)

A r
0.000707 -
0.000300 0.43

0 0.5

Error 4*10°
-0.000063 -
-0.000016 0.25

0.25
Frror 10¢

IM.G*. CONCA
Julio 93

Observacion

Casi-convergido
Extrapolable (p=1)

Plausible

Convergido
Extrapolable (p=2)

Perfecto
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a)

b)

TABLES 1a) & b)

P -4.382

P X, AX » r, ('I_’Tl—)
1 3.8860880 0.2387446 - -
2 4.1248326 0.0232824 0.097 (0.049)
3 4.1481150 0.0045354 0.194 (0.171)
4 4.1526504 0.0009850 0.217 (0.286)
5 4.1536354 0.0003392 0.344 (0.378)
6 4.1539746 0.0001644 0.484 (0.452)
7 4.1541390 0.0000988 0.600 (0.511)
8 4.1542378 - -
oo 4.154 7 0 12(=1)

P X, AX » r,

1 3.8860880 2387446 -

2 4.1248326 2782178 0.11

3 4.1526504 0015874 0.057

4 4.1542378 - -

° 4.1543196 0 0.049 (r = 2439

EXACT 4.1545442 0 ERROR 0.05%0

Verificacion Computacional

(X, from table 10.3 page 191 Szab6 & Babuska
AX &r fora)p=p+ 1 andb)p=2p G* Conca)

JM.G8 CONCA

January 93




y la Soluciéon Extrapolada (G*.CONCA):

X ~ X, *e,

y (9
2.ILUSTRACIONES

Las Ilustraciones Tipicas incluidas son dos:

I: Refinamiento-h [6] de "y o
2: Refinamientos-p | 1| p=p+1 y p=2p

En ¢l primer caso (Table 1) se constata la convergencia, con razones:
= 0.5(p=1) y ~=0.25(p=2)

En cl scgundo caso (Tables 1) sc constata la convergencia, con razones:
r=1(p=2) y r=0.049 (p=4.352)

En las Relerencias Propias se encontrardn mds detatles (En cf segundo caso cf vaior de p= constantc
seria el correspondiente at Refinamicnto-h).

; 3. CONCLUSIONES

i
En Mecidnica Computacxonnl los Errorcs Numéricos no son los tinicos a tener en cuenta.pero son los
unicos que es posxble controlar y estimar cn el contexto estricto de fa Computacion.

Il Error dc Dlscrcuzacmn no cs cf Gnico Error Numérico que se produce en la Computacion pero suele
ser ¢l mds nnpon*mu. y ¢l mis dificil de controlar y estimar con ¢l Software actuaimente disponible.

Los Elementos Finitos no son los dnicos Lsquemas de Discretizacién utilizables pero suclen ser los mds
adecuados para generar Lixtensiones -h, p & hp que permiten cf control y Ia estimacion de los errores .

correspondientes.

La Verificacion Computacional, objcto de esta Exposicién de Investigacion, parte de una Extensién
Original {X,} y cierta Razon de Convergencia r para, primero, Verificar ry, después, Estimar ey y,
finalmente, Extrapolar Xy, haciéndola mds plausible, sin apenas esfuerzo adicional de Computacion.
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