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La Simulaci6n Numerica es una herramienta imprescindible en Mecanica Computacional.
actualmente, a nivel mundial. Pero las Soluciones Numericas (xN) son esencialmente
.pro,;m •••••• "'" 10q~ " _,,",0 lte~~ JOU E.""""i~. deErro.-.

La Verificaci6n Computacional objeto de esta Exposici6n de Investigaci6n permite obtener el
Error Estimado (eN)' Pero 10hace verificando previamente la Raz6n de Convergencia (r

N
) y,

en su caso, extrapolando posteriormente la Soluci6n Numerica arriba indicada:

I x - xN+ eN I
Este Procedimiento Propio se ha venido aplicando con exito en las Universidades, en los OPls
y empieza a difundirse en las Empresas 1+0. Pero tambien es aplicable ala C;ertificaci6n de
Sistemas Ffsicos de producci6n en serie.

Numerical Simulation is a necessary tool in Computational Mechanics, at present, all over
the world. But Numerical Solutions (xN) are essentially approximate, so it is necessary to
have, also, good Error Estimates:

~
~

The Computational Assessment object of this Research Exposition permits to obtain this
Error Estimate (eN)' But it does it by assessing first the Convergence Rate (rN) and, in his
case, exuapolating the Numerical Solution indicated above:

I x -x,,+eN I
This Genuine Procedure has been applied succesfully in the Universities & Research
Institutes and is begining to difuse in Research & Development Industries. But it is also
applicable to the Certification of Physical Systems products.



En Ingenieria Computacional en general, en Mecanica Computacional en particular y en Elasticidad
Computacional en especial, se estudian ciertos Sistemas Fisicos con la ayuda de determinados Modelos
Matematicos. Esto introduce, por una parte, Errores de Modelizaci6n y. por otra parte, Errores
Numericos, que es necesario estimar y minimizar.

Los Errores de Discretizaci6n en general, los de Truncaci6n en particular y los de Redondeo en especial,
pueden y deben ser controlados y reducidos durante la Computaci6n. Los Errores de Modelizaci6n, tanto
del Sistema Fisico en Sl como de sus Condiciones de Contomo, solo pueden detectarse y evaluarse
durante la Experimentaci6n, si se conocen los de la Computaci6n [1]

Este trabajo trata solamente de los Errores Numericos e ilustra exclusivarnente los Errores de
Discretizaci6n. Los Errores de Modelizaci6n no pueden estudiarse en este contexto y los restantes Errores
Numericos suelen controlarse internamente por el Software Ingenieril utilizado, como puede verse en las
Referencias Propias [2] a [5].

Lo que sigue, por tanto, se centra en los Errores de Discretizaci6n tlpicos del Analisis por Elementos
Finitos, tanto en su Versi6n-h [6] como en sus Versiones-p y hp [1] pero es generalizable a otros
Errores Numericos y Analisis Finitos.

En el analisis por Elementos Finitos, los Errores de Discretizaci6n (eD) son de la forma general
(RUNGE):

Cp(x) : Funci6n del Punto
h : Diametro del Elemento
p : Orden de la Aproximaci6n

EI Ingeniero Computacional debe elegir la forma, el tamaiio y el orden del Elemento Finito en cada
Punto del Dominio, 10 que no puede hacerse anaHticamente y a priori, por ser Cp(X) una funci6n
desconocida de argumento desconocido, en general. La Verificaci6n Computacional aqui y ahora ilustrada
Ie ayuda a hacer una buena Estimaci6n del Error, eliminando Cpo



resultando conocido (RICHARDSON. etc.) pero no utilizado correctamente en la Extrapolaci6n Clasica:
p no tiene por que ser natural, etc. como se ha demostrado en otro lugar [2].

Esta Verificaci6n Computacional consiste. en primer lugar. en generar una Sucesi6n de Soluciones {Xn}

y en adjudicarle una Raz6n de Convergencia r. En segundo lugar. consiste en:

· Verificar rN
· Estimar eN
· Extrapolar XN

{ r
n

} = { AX. }
AX._1
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TABLES 1 a) & b)

a) p Xp ~Xp rp (:1)~1
1 3.8860880 0.2387446
2 4.1248326 0.0232824 0.097 (0.049)
3 4.1481150 0.0045354 0.194 (0.171)
4 4.1526504 0.0009850 0.217 (0.286)
5 4.1536354 0.0003392 0.344 (0.378)
6 4.1539746 0.0001644 0.484 (0.452)
7 4.1541390 0.0000988 0.600 (0.511)
8 4.1542378

4.154 ? () 1 ?(r= 1)

b) P Xp ~Xp rp

1 3.8860880 .2387446
2 4.1248326 .2782178 0.11
3 4.1526504 .0015874 0.057
4 4.1542378

4.154319§ 0 0.049 (r = 2-4·3..12)

EXACf 4.1545442 0 ERROR 0.05%0

Verificaci6n Computacional
(Xp from table 10.3 page 191 Szab6 & Babuska

~p & rp for a) p = p + I and b) p = 2p QI Conca)
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I: Refinamiento-h 161 de 0 II Y 0 L

2: Refinamientos-p III p=p+1 Y p=2p

En el primer caso (Table I) se constat:l la convergencia. con razones:
r'= 0.5(p=l) y r=0.25(p=2)

En el segundo caso (Tables I) se constata la convergencia, con razones:
r= l(p=2) y r=0.049 (p=4.352)

En las Referemias Propiali lie encontrar.ln Jlllis uctalles (En el segundo casu cl valor de p= constante
seria el correspondiente al Refinamiento-h).

i,
En Mecinica ComputDcionallos Errores Numericos no son los unicos a tener en cuenta.pero son los
unicos que es (>osible controlar y estimar en el contexte estricto de la Computaci6n.

i
EI Error de Diserctiz,1ci(jn no cs el unico Error Numerico que se produce en la Computaci6n pem suele
scr cl mils importante y cl m;ls dilicil ue controlar y estimar con el Software actualmente disponiblc.

Los Elementos Finitos no son 105 unicos Esquemas de Diserctizaci6n utilizables pero suelen ser los mas
auecuados para geJlcrar Extensionc.~ ·h, p \) hp que pcnniten cl control y la estimacion ue los errores
corrcsponuientes.

La Verilicacion Computacional, objeto de esta Exposici6n de Investigacion, parte de una Extension
Original {X.} y cierta Razon de Convergencia r para, primero, Verilicar rN, dcspuCs, Estimar ~ y,
finalmente. Extrapolar XN, hacicndola mas plausible, sin apenas esfuerzo adicional de Computacion.
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