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OPTIMIZACION
DE MAQUINAS MUL TIPRODUCTO CON DEMANDAS

SECCIONALMENTE DETERMINISTICAS
Elina M. Mancinelli

Dptu. -'fatematica, E.C.E.S., Foe. Cs. Exactas, lng. y Agrimen .•ura

Cni"tr;.,dad Sacional de Rosario, Pellegrini 2.50, 2000 Rosario, Argentina

En este trabajo se <'Studiala optimizacion del programa de produccion de una maquina multi-

producto, donde las demalldas de cada producto son variables aleatorias seccionalmente deter-

ministica.•. Las mismas toman un numero finito de valores y los instantes de cambio estan des-

criptos por procesos de Poissou. Se presenta la caraderizacion teorica tie la solucion del proble-

ma y un proccdimiento de aproximacion numerica basado en el metodo de 108elementos

finitos. Se <'StablereIa convergencia de las soluciones discretas hacia la solucion del problema

original.

In this work we study the optimization of a production system comprising a multi-item single

machine with piere"-ise deterministic demands. They assume a finite number of values and the

demand changes are described b~' Poisson processes. We present the theoretical characterization

of the solution and a numerical procedure to soh'e it. We establish the convergence to the

discrete procedure.

En este trabajo se estudia la optimizacion del programa de produccion de una maquina multiproducto,

donde las demandas de cada producto son de caracter aleatorio. Las mismas toman un numero finito de val<>-

res y las conmutaciones entre los mismos estan descriptas por un proceso de Poisson (yer [3], [4], [\7), [20)).

£1 !,bjetivo es encontrar un programa de produccion optimo en realimentacion que minimice un criteriodJ .
J x (.3) que tiene en cuenta los costos conjunt06 de almacenamiento, produecion y de conmutacion de

politicas, es decir una politica :3 tal que

dj _ { d' dj}
J x (3(.»):; inf JxJ(3(·)) I a(·) E ':ax '

dj
donde con ':ax simbolizamos el conjunto de politicas markovianas (ver [4], [9]).

Con el uso de tecnicas de la programacion dinarnica es posible encontrar una politica estacionaria optimal, re-

soh'iendo un sistema de inecuaciones cuasi-variacionales (QVI) integr<>-difereocialesde primer orden (

llamado la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (I1-J-B) del problema), cuya forma sera descripta en §3. La

resolucibn numerica de este sistema, se obtiene por discretizacion coo eI metodo de los elementos finitos

sig~iendo la metodologia descripta en [10)- [13] y sera expuesta en la seecian §4, junto con resultados de

convergenda.



2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

2.1. I>-:ripcion del sistema de produc:cion

En cada instante la-maquina esta detenida 0 produciendo alguno de m articulos posibles.

Notamos con:

• d=O .,1 estado de no produccion y con d=l, ...• 01 cuando se produce el item d

• pd produccion instantanea del item d

• nd cantidad de demandas posibles para el item d
• • III d III d

., cOllJunto de demandas poslbles , = II{I •...• n }. ~ = card(') = IIn
d=l d=l

• Para cada indice j = (jl' ...• jm) E' designaIllos con rj = (rJ
1

,... , rt, ... , rr~) el

correspondiente vector de demandas.

•\j densidad de probabilidades de conmutacion del eslado de demanda i al j

• Md nivel maximo para el stock del producto d

• los costos de conmutacion son no negativos Y verifican una desigualdad triangular. es decir

I
q(d.~)~O ~dld:. q(d.d)=O VdED

q(d,d):S;q(d.d)+q(d,d), Vdldld

• las conmutaciones en lazos cerrados tienen costo total no nulo. i.e.
p

Eq(di.di+1) ~ % > 0
i=O

para cualquier lazo cerrado do. d1 •...• dp• dp+1' con do= dp+1'

• las conmutaciones son instantaneas

• condicion de compatibilidad entre demanda y produccion
~ r~
L ~< 1 Vj E'.
d=l

Sea Yd(t) el nivel de stock del item d en el tiempo t, con condicion inicial Yd(O)= xd . Por 10 tanto en

notacion vectorial tenemos para el estado global "y. del sistema

Y(t) == (Yl(t) •... , Ym(t». (Yl(O)•...• Ym(O» = (xl •... ,xm). (7)

Dado que no se permite backlogging ni sobrepasar el nivel de stock maximo de cada item Yd' se tiene

O:S;Yd:S;Md Vd=l •... ,m. (8)

Dividimos los valores Xi en tres categorlas: xi= O. 0 < Xi < Mi' X; = Mi Y definimos



si xi = 0

si xi E (0, Mi)

si xi=~li'

ai =0

ai = 1

ai = 2

El espacio de est ados admisibles Q comprende solo el conjunto de puntos con a 10 sumo una componente

igual acero, ya que a partir de otros puntos que no verifiquen esta condieion, la ruptura de stock es ine-

vitable, es decir

Q = U{ f(al'· .. ,ai····' Rm) I a 10 sumo un ai = O}.
a

Llamamos cou 8Q+ a los puutos de Q no admisibles, i.e.

&Q+ = U{ f(a!,,, .,ai"'" am) I al meuos dos ai= O}.
a

Si uotamos con n el interior de Q, se tiene

n :; {x I 0 < xi < Mi, i = 1,...• m} = f( 1,... ,1).

De la definicion de r1, pd, surge que el vector de estado "y' verifica la ecuacion de evolucion

~ = g(l1(t),j),

siendo las componentes del vector g

-r~
J

pd_ r~ si 11= d.
J

La dinamica se modifica cuando cambia el vector de demanda, siendo esta una variacion aleatoria regida por

un proceso de Poisson. Las deusidades de transicion estan dadas por los parametros \j ;:::0, i,j E ).

Un programa de produccion admisible esta dado por una sucesion de tiempos de conmutacion 0i y de estados

de produccion di. Estas variables a su vez seran variables aleatorias adal>tadas aI proceso (ver [3J, [4), (9)

para la definicion y uso de este concepto).

Dada una funcion 0;): Q x D x) ....•D, que constituye un control en realimentation, la funcion de coutrol d( . )

(que constituye un control markoviano (ver (9))). se determina a traves de la relacion

d(t) = O;)(y(t),d(t-), j(t».

EI estado de produccion d( t) es la constante di en el intervalo (OJ> 0i+ 11, donde

Nota 2.1: EI control markoviano admisible 0;) debe respetl\f la condicion adicional de que las trayec~ias as0-

ciadas y(t) E Q V t E [0, 00).



A cada politica de control Ie asociamos el funcional J, el cual tiene en cuent;: un costo continuo de almacena-

rniento y produccion o.;f" y los costos de connlutacion "'q";

0,
dJ { 'X' (J I -00,) }Jx(8)=E ,L f(y(s),di_l)e-osds+q(di_l,dj)e I ,

1=1 0
i-I

x E Q Y j E l definimos la funcion de costo optimo V(x) (V(x) es una matriz de componentes

d'
Vd}x)=inf{J x

J
(j3(·)) I J(')E~~.J}.

,,"uestro objetivo es encontrar Ull J( .) E ':1\~.j tal que
, d,j _

VdJ(x) =J X (J(. )).

2.6 Regularidad de la funcion costo optimo

La funcioll V tiene un comportamiento regular en gran parte del conjunto Q, excepto en la pordon de la

frontera que denominamos aQ+, donde V(x) _ +00. Estrictamente, son validos los siguientes resultados que

pueden probarse siguiendo las tecnicas utilizadas en [11].

Existen constantes Ct, C2, C3 posilivas tales que

IVdJ(x)1 ~ C1 (I +i- log(d(x, aQ + i)}

EI problema original, al tener un comportamiento singular en aQ+, presenta dificultades de lipo tecnicas

tanto para el tratamiento analitico como para la aproximacion"fumerica, el estudio de la convergencia de los

procedimientos de discretizacion, etc. Es por ello que introducimos un problema penalizado que representa a

la formulacion original del problema de optimizacion, con el agregado de que son permitidas compras exter-

nas de cada uno de los items producidos por el sistema. En ese caso, consideramos que se paga una pena-

lizacion global A y el sistema pasa global e instantaneamente al pun to de mbimo stock. Las relaciones entre

ambos problemas son las siguientes

• "t(x) ~ Vd}x) 'rJx E Q, (24)

• V~}X) ~ V~(X) 'rJx E Q 'rJA ~ A, (25)

• 'rJK C Q, K compacto, 3 A(K) I V~}X) = Vd}x) 'rJx E K 'rJA ~ A(K). (26)

Nota 2.2: Desde el punto de vista practico, dado que el comportamiento de V(x) cuando x - aQ+ es de tipo

-log (d(x, 8Q+), para todos 105 puntos x E K (compacto donde interesa computar V), la constante A es



facihuf'lHC elegiblt>, ell particular pllt"de tomarse

A = C ( -log (d(K, 8Q+))).

NoLa 2.3: En 10suecsivo eonsiderarcmos solo el problema penalizado, donde para simplifiear la notacion se-

guiremos denotando con V a la funcion que en este parrafo hemos lIamado VA.

EI Principio de la Programacion Dinamiea permite establecer en forma inmediata las ecuaciones de H-J-B

para estc problema. ya sea en forma integral 0 diferencial, y sus condiciones de frontera. La prueba utiliza

tecnicas ya rla-ieas y no sera incluida aqui por razones de brevedad (ver [3], [4J. [9], [18], [20]).

Definicion 3.1: Introducirnos el siguiente operador S que es el operador que toma en cuenta 105 costos de con-

mutacion en las condiciones de optirnalidad del problema.

(SV)d,j (x) = min ( d\l~nd (V d'j(x) + q(d, d'»), Vdj(e) + A),

e = (~Il' M2, ... , Mm)·

ii. =a+ EA ..,
J iI j )1

r( T, d, j) = sup { t I x + t g( d,j) En},

~'djX) $ (SV)d,/'x), 'I dE D, 'I j E l

t - -ii-t
Vd.lx) $ J e-<ll(f(y(s), r/)+LAji Vd,,{y(s») ds + Vd,j(x+ tg(d,J1) e ),

o II)
'I t $ r(x, d, j), siwdo y(s} = x+ g(d,j}.

c) 'I x En, tal que en (a) !'ale 10 desigualdad estricta, existe tx, d,j > 0 tal que

AI cstar el sistema restringido al eonjunto Q aparecen sobre la frontera condiciones sobre los valores de la

funcion V.

V
J

(x) = (SV)J (x)
,) ,J

Vd./x) = (SV)djx)

'I x E 'd' 'I J I d,

'I d10, 'I x E It,



Definiendo el opt'rador

(?V)d){r) = min .. (Jr

c-olU(g(s),d)+ I»"i Vd ,{g(s»)ds+(SV)d/x+rg(d,j» e-OF), (39)
, r:5 r(x,d.) 0 if;j' ,

se t.iene por el t.eorema 3.1 que la funcion Vdj buscada es un punto fyo de ese operador. Puede considerarse

la ext.ension nat.ural del operador ? al conjunto de las funciones borelianas y acotadas. Puede demostrarse,

siguiendo las tecnicas introducidas por I1anouzet-Joly en [16], que Vesel tinico punto fijo del operador ? en

el espacio mencionado.

3.4 Construccion de poIiLic:as optimas markovianas

Una vez que se conoce la fnncion de cost.o optimo V puede construirse una politica optima de la siguiente

forma:

Dado un estado inicial generalizado (x, d, j), una politica optima en realimentacion consiste en continu ••• la

produccion del item d hasta un tiempo de conmutacion r(x, d, j), donde

rex, d, j) = inf{ t ~ 0 IVdj(y(t» = (SV)dj(t)(y(t))}

Teorema 3.3: Dados d E D, j E , , I/lilizando la definicion
8Vd"

(L V)d)" = ----..-!l. g(d, j) + J(', d) - 0: Vd)·+ L ~)"i (Vd i- Vd).),, ax , i ¥- j' , ,

st veri/ica la sigl/ienle relaeion

min(LV)d,j' (SI;)d,r Vd,j) = 0 p.c.l. xEO,

Definicibn del sistema QVI

Diremos que v E (C(Q))(m+l) x 3 es solution de visc05idad del sistema QVI 6i Besatisfacen (45)-(52)

• Vdj(x):5 (Sv)dj(x) \I x E n, \I d E D, \I j E' (45)



• vd-.(x) = (Sv)d-.(x)
J .J

• Vdj(x) = (S")dJx)

• (l.v)dj ~ 0

v x E -Id' v d # d, V j 0

V x E id' v d # 0, V j E 1

V 1/1E CI(I1), si Vdj-r,&tiene un maximo local en "0, entonces

IN. •
~"o) g(d,J) + f("o. d) - a\dj("o)+.?t.'\,i (Vd)"o)- Vdj("o)) ~ 0

lrJ
• (l.v)dj = 0

en el sentido de viscosidad en el conjunto c~j = {x E 111 Vd,j(x) < (Sv)d}x)}. esto es:

V '" E Cl(C~j). si vdJ- 1/1 tiene un ma.ximo local en xo' entonces

~"o) g(d. j) + f("o. d) - a VdJxo) +. ?t.~,i (Vd,i(xo) - Vdj!xo)) 2: 0
1 rJ

V 1/1E Cl(c~j), si Vdj- 1/' tiene un mimmo local en "0, entonces

Propiedad de unic:idad

Con esta generalizacion de la definicion de solucion de la ecuacion diferencial de H-J-B asociado a este

problema de optimizacion. puede probarse que la funcion de costo optimo V es la unlca solucion de visco-

sidad del sistema QVI (la demostracion esta contenida en [18] y utiliza las tecnicas presentadas en [8]).

4. EL PROBLEMA DISCRETO

4.1 Elementos del problema discreto

Para definir el problema discreto es necesario introducir una aproximacion que comprende la discretizacion

del espacio W1
•
OO

( 11) y de las condiciones (42)-(44): Utilizamos para ello las tecnicas anali.adas en [5]. [10].

[11]. [15] .

4.1.1 AproIirnaciOn del dominio Q

Trabajamos con un mallado Ilniforme especial l}i,k del espacio ~m. EI mismo esta definido en terminos de

un parametro h arbitrario, de la siguiente manera:

m r~

hj = ( 1- d~1 ~ ) h

ef = (-rj •...,-rj-l. Pd -rf,-rf+I •..·,-rj) hf.

Para cada regimen de demandas j aproximamos Q con Qj,k = U sil, donde {sill es una familia de ele-

mentos finitos cuadrangulares (dominios elementales). JJ



DirelliOSque ~.k e' un dominio elemental de Qj.k si es de la forma

sil = "j,lt +{ x = f (de~ I (<\E [O.I]}. "j.1' E ~.k y sil c Q,
d=1 J

k (d" ~i.k)".= max lam::YJi .

Xotaremos con \,j.k = {).I'.!, = I, ...• N/} el :onjunlo de venices de Qj.k

ment.ales si~k) y lIamaremos Nj al cardinal de Vj•k.

-,t.d.j = {"j.,t E vj· k I ,J.I'+ hdg(d. j) rf. Qj.k}'

1k.d.j ={ "j.11E vj,k l>.j·l'+ hdg(d.j) rf. Qj.k' 1/d;td}.

Consideramos el conjunto Fk de funciones

w:(TI Qj.k)xD-~, Wdj(')EWI,oo(Qj,k)' (60)

'k jO
que en cada elemento sJ~ es un polinomio de Ql (ver [i] para las correspondientes definiciones). Es obvio

que w E Fk esta completamente caracterizada por 105 valores wd),J,!'), ,J,I' E Vj,k. d E D. j E'.

Wdj (,J.I') = min (s:l.w)aj(,J,!'), (SW)d,j(,J·!'») 1/ ,J.!, E Vj,k.

'\qul, (s:l.w)aj(,J,!') esta definido por

(s:l.W)aj(,J,I') = 1 + ~ h~ (W<\j(,J,,1+ hfg(dj)) + hf (f(,J'!',d) +i ~/j.i wd,;{"j·!'»)
J

1/ ,J.!, E(Vj,k n C:'Yt,dj n C:(r ~/k,rj))' (62)

(s:l.w)a),J"I) =+0(, 1/,J'!'E(1t,dj U(r~/k,rJ))' (63)

Nota 4.1: Puede ohservarse que la definicion de (s:l.w)aj(>.j·I'), adem •.• de ser consislente con (41), es una

discretization natural de las condiciones de froutera (43)-(44).

4.1.5 Definicion del operador Pk y del problema diacret.o

Defiuimos el operador Pk: Fk - Fk

(Pk w)dj (,J,!') = miu(s:l.w)a},J,!'), (Sw)dj (,J,!'») V ,J,!' E Vj,k. V d ED. Vj E'. (64)



4.1.6 Existencia y unicidad de 9OIuciondiscreta

Usando basicamente las t;'cnicas introducidas en [16]. se puede probar el siguiente teorema. que establece la

caracterixacion de la uniea solucion Uk del problema !Ilk.

Teorema 4.1:

• 3 unieo punto fijo de Pk, Uk tal que

Uk = lim (Pk)V r.:0v-x
• es ,'"Iida la siguitnte estimacion de la t'elocidad de convergenci.

Nota 4.2: EI c&lculode Uk se hace en la practica con algoritmos mas eficientes que Ia iteracion (67). reali-

zando especiAlesadAptaciones de las tecnieas descriptas en [11] (Ios detalles correspondientes estan contenidos

en (18]).

4.1.7 Convergencia de Ias discreUzaclones

Teorema 4.2: Definiwdo

Wdj(X) = limsup [,~j(Y)
, k--...o'

:v-x
w(X) = lim inf [,~j(Y)

k-o '
y-x

Wd,j= Wd,j= Vd,j

siendo V d,j la unica sol. cion de la QVI (42).

Estas propiedades provienen del hecho basico de que el esquema de discretizacion (61)-(63) empleado verifiea

las condiciones de estabilidad, monotonia y consistencia suficientes para garantizar la convergencia seiialada

de Uk hacia V (en [2] puede verse una de Ias presentationes mas breves y elegantes de este resultado, donde

se resalta Ia importancia de este tipo de propiedades. ya seiialadas en cl e1asieotrabajo [6]).

Se analiza en este trabajo un programa de produccion optimo para una maquina multiproducto y se obtiene

la solucion en terminos de la funcion de costo optimo. Usando tecnicas de programacion dinamica, se

caracteriza a la funcion costo optimo como la unica soludon del sistema de inecuaciones cuasi-variarionales

(QVI) asociado al problema. Se analiza &qui la estructura de este sistema y metodos numericos para calcular

su solucion. Una version simplific.ada de estos resultados fue presentada en (19], el estudio especifico de

algunos casos asintoticos esta contenido en (1].



Se presenta UII procedimiellto de discretizacion para la sulucion numerica del sistema (QYIJ. Se muestra que

la solucion del sistema discreto se reduce a encontrar el "nico punto fijo de un operador no lineal ph: ~'I -

3lTJ Y se dan resultados de convergencia.
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