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En este trabajo se presenta un procedimiento de e.ilculo numerlCOpara la resoludon de un
problema de grandes desviaciones. EI mismo consiste en una ecuadon eliptica no lineal. £1
procedimiento aplica un metodo de discretizadon de trayectorias en HI, que sigue la linea de
trabajo utilizada en [1, 2]. Se dan resultados de convergenda de las soludones discrelas a la
soludon del problema continuo y un algoritmo para la resoludon computadonal de las ecua-
dones discretizadas que finaliza en un numero finilo de pasos. Se muestran ejemplos numericos
de aplicacion.

In this paper we present a numerical procedure to solve a large deviation problem. This one
consist in an elliptical non linear equation. The procedure uses a discretization method of
trajectories in HI, which is similar to that applied in [1, 2]. We gi\'e results of convergence of
the discrete solution to the continuous problem's solution and an algorithm to compule the
numerical solution which finishes in a finite number of steps. Numerical exanlples are shown.

1.1 Descripc:iOndel problema

En este trabe,io se desarrolla un metodo numerico para resolver el problema de optimizadon

Q(x) = inf{J(y(.» : y E HI(:R+), y(.) en},
00

J(y( . » = t J II ~s» + b(y(s» IF ds.
o

Este problema tiene su origen en el tratamiento de problemas de grandes desviaciones (ver [9, 19, 22]) y el

breve comentario de §1,3.

o C ~m es un dominio acolado con frontera ao. Supondremos en 10 sucesivo que 0 E n y que al mismo

tiempo es el (mico punto atracti\'o del siguiente sistema dinamico, donde b E W1,00(0)

dyjJt= b(y),



tl~y(t) = O.

Como con5eCuencia del principio de la programacion dinamica, la funcion Q verifica la ecuacion

UV;,P + (b,Vu) = 0 enO,

Nota 1.1: Vsaremos la notacion (a, b) para designar el producto escalar entre elementos de ~m.

Nota 1.2: Es ob\"io que u == 0, es una solucion del sistema (7)-(8), por 10 que es preciso introducir una

definicion ad-hoc de solucion de (7)-(8) que permita i~entificar a Q como la (mica solucion de &Cuerdoa ese

concepto. rtilizaremos para ello las tecnicas de subeoluciones cl""icas [11], de viscosidad [7, 8J y el

tratamiento de las condiciones de frontera introducido por Soner [21].

Definicion 1.1: Diremos que v es solucion del sistema (7)-(8) en el sentido de la viscosidad si

• v es subsolucion de (7) en el sentido de la viscosidad en 0, es decir

'r/<I>E CI(O) tal que v - ¢ admite un maximo local en xo' entonces

/I V<I>(;o)11
2

+(b(xo),V<I>(Xo»)SO

• v es supersolucion de (7) en el sentido de la viscosidad en n, es decir

'r/<I>E Cl(n) tal que v - <I>admite un minimo local en xo' entonces

~+(b(Xo),v<l>(Xo»)~ 0

Definicion 1.2: Diremos que v es una subeolucion cl""ica'de (7)-(8) si: v E WI,co(O) y

~+(b,Vv)SO p.c.t.XEO

1.2 Caracterisacion de Q

Las definiciones previas permiten caracterizar a la fundon Q de la siguiente manera:

Teorema 1.1:

• Q E W1,CO(O)

• Q es la "nica solucion de viscosidad del si,tema (7).( 8).

• Q es la ma:r:ima 'absolucion en tl ,entido cltisico de (7)-( 8).



1.3 Origen del problema

E! problema descripto anteriormente proviene del anaIisis asintotico del comportamiento de un sistema

dinamico con punto singular de tipo atractivo. sujet<>a perturbaciones aleatorias pequeiias. EI mismo fue

analizado por Perthame en [19J desde el punto de vista teorico. EI problema estocastico original tiene

asociada la ecuacion eliptica

u( represent a aqui Ia esperanza de un funcional de costo que involucra los valores de la funcion ¢ en el

contorno an. Puede verse en (19) que u( converge a una constante p cuando ( tiende a cero. Asimismo es

P = J 4>(x) dP(x).

an
donde la medida de probabilidad P tiene wporte en el conjunto de puntos de que realizan el minimo de la

funcion Q sobre la frontera. La rewlucion directa de (14)-(15) conduciria a un problema mal condicionado

(ver [6, 20)). Es por esto, que con vista a evaluar numericamente P. se procede al computo numerico de Q y

mediante ella determinar el wporte de P.

2.1 Elemental del problema diBereto

Para definir el problema discreto es necesario introducir una aproxitnacion que comprenda la discretizacion

del espacio H1('3l.+) y del espacio C(n). Utilizamos extensamente las tecnicas desc.riptas en [I. 2, 4. 13. 14,

15. 17. 18]. Cuidamos de trabajar con esquemas de discretizacion que verifican un principio de maximo

discreto [5]. propiedad cuyo rol esencial para obtener procedimientos convergentes en un amplio rango de

problemas puede verse en [3]; asimismo hacemos US<> de discretizaciones con p8S<>Sde tiempo de orden v'k
(siendo k el orden de las discretizaciones espaciales). discretizaciones especiales cuyas ventajas wn analizadas

en [12, 13, 14. 17. 18].

2.1.1 AproximaciOn del dominio n
EI espacio de estados n se discretiza mediante una red uniforme B de puntos dados por

m ..
x= E{-i el k (17)

j=1
donde ei = (0•..•1•..•0) (el 1 en la j-esima posicion). ~ E Z. Definimos la aproximac.on nk = Bnn.

designamos Nk al cardinal de este conjunto y yk = {xi : j=l,oO.Nk} un ordenamiento arbitrario de los nodos

de Ok.

Wk = {w: yk_'3l. taleS que w(O) = O} (18)



2.1.2 Aproximadon de n1

Llamaremos rk C II J(':Jl,+) a un conjunto especial de trayectorias discretas. Las mismas estaran determi-

nadas por una sucesion de vertices x( E vk y de tiempos t( tal que

• yk(t() = Xc (19)

2.1.3 La funcion de c:osto optimo di8creta y 808 propiedades

Restringiendo la evaluacion del funcional J al espacio rk, definimos la funcion de costo optimo discreta

la cual satisface eJ principio de la programacion dinamica, que en este caso toma la forma

t1 2

Qk(xi) = min{ Qk(yk(tJ)) +! J IldY:?)+ b(yk(t» II dt I yk Ok, ).k(O) = xi}. (23)

o
Analizaremos en 10 siguiente el calculo de Qk como aproximacion de la funciion Q y su convergencia a la

nlisnla.

2.2.1 DefiniciOn del operador Pk y del problema di8creto ~

Definicion 2.1: Introducimos las siguientes definiciones auxiliares

1

• 181(iJ)= Jb(xi+(,J-xi)S)dS
o

• H(i 0) Jxi -,J~
oJ lB(ij)

1

• 182(ij)= Jllb(xi+(,J-xi)s)112ds
o

• Operador Pk: Wk _ Wk

pkw(xi) = min{w(,J) +II,J - xilllB2 +(,J -xi),!!ll) I ~,J -d $ v'k}

2.2.2 Existencia y unicidad de solncion discreta

Sc puede probar el siguiente teorema, que establece la caracterizacion de la unica solucion Qk del problema

!Ilk.



Teorema 2.1:

• Qk es eI "nico punto fijo de Pk, es dec.r:

u~ tT => PkU~ PJ..tr

U=O => PkU?O => (PlfUT Q1:

2.3 Couvergencia de 188 discretisacioues

2.3.1 Proc:edimieuto de diacreUzaciou de UD& uayectoria de HI

Dada una tra~'ectoria admisible ~·[O.+(0) ....•0. (y E n1(':Jl,+». y(O) E Vk• definimos yk:[O. +(0)"'" Vk

mediante el siguiente procedimiento de conslruccion:

Paso 0: ( = O. h = v'k. \ = O. lea = ~'(O)

Paso 1: (=(+1, t(=t(_1 +h

p••••.•2: x( = arg min {~x( - y(td I x( E vk}

Paso 3: Si IIx( - x(_111> h. entonces t( =! (t(_1 + t(). e ir a Paso 2

3 ( tal que x( = 0, 't/ ( ? (,

• 3 c> 0 (independiente de 1:), tal que: t( - t(_1?' c h

2.3.2 F..stablecimiento de \a convergencia del procedimiento

Basicarnente el procedimiento desarrollado consiste en una aproximacion del espacio H1(':Jl,+) por funciones

secdonalmente lineales. EI funcional discretizado coincide con el funcional original. EI resultado de

convergenda es entonces inmediato probando la densidad de UFk en HI y la continuidad del fundona!'
k



lim (Qk(x) - Q(x») = 0
k-O

Demostracion: Q() - Qk() :5 0, en virtud de (1), (22) y de que rk CHI. veamos ahora que

limsup( Qk() - Q()):5 0"
k-O

Consideramos la funcion y(") que verifica y(O) =) yademas

Q() = J(y).

Dado l > 0, en virtud de la condicion y E H1(<:R,+), se tiene que (ver [16]),

3 T(l) > 0 tal que II t;::: T(l) vale Ily(t) 11:5l.

Hasta el tiempo T(l), consideramos la funcion yk definida segun el procedimiento detallado en 2.3.1.

Llamamos (l al primer indice tal que t(l;::: T(l). Tomamos

k\,+1 = t(l -: 1, t(l+v = t(l+v-l + 1, II v;:::1 )"Y (t(l+V) = 0 IIv;::: 1 "

Dado que lIyk(t() 11:5' + k, resulta
t(+1 2

~f: J IIdY;t(t) + b(yk(t»)11 dt :5 c (c+ k)2.
(=(l t(

En consecuencia, dado que Q(x) ;:::0 II x E n, obtenemos

t(

Qk() _ Q() :5! t; J (lIdy
;;t) + b(yk(t)) ~2 _lId~\t) + b(y(t)) 11

2
) dt :5! 1+ c (c+ k)2,

( t(_1

siendo 1= t t[ (1IdY:?)+ b(yk(t)) II 2 -1IY(t)+b(y(t»112)dt.

~=1 t(_1

donde t(

If = J 0dY;t(t) 12 - ~d~\t) r)dt,

t(_1

t(

I~ = J (~b(fc(t» ~2 -lIb(y(t»II 2) dt,

t(_1

t(

I~ = 2 J (dY~_ d~\t), b(yk(t))) dt,

t(_1

t(

I~ = 2 J (d~\t), b(l(t» - b(y(t») dt"

t(_1

Definimos yk E H 1(<:R,+), tal que



- IIy - yk 16 ~ C k

-llykllHI ~IIYI~1

t(

(~ Ii~~) OdY:t(tlI12 -lldY:t(tlI12)dt ~ C~.

(-1
Veamos ahora la acotacion correspondiente a 13

~ ~
I~ = J ~I b(yk(t)) 112

- ~b(Y(tll~ 2) dt = J Ob(yk(t)) 11+ ~b(y(t)) II)(II b(yk(t)) 11- IIb(y(tll II)dt ~
t(_1 t(_1

~ ~
~211bl\,., J Ob(yk(tllll-lIb(y(t))~)dt ~211bl"'" Lb J lI(yk(tll-y(tllldt ~

~1 ~1
t(

~211bl""'Lb J (lI(yk(tll-yk(tlll +llyk(tl-y(tlll)dt ~ .
t(_1 t(

2 IIb I"'" Lb((t(-t(_ll k+ J Ilyk(tl-y(tlll dt)
Luego t(_1

t t«( ( «(
I: J lIyk(tl-y(tlll dt = J IIYk(tl-y(tllldt ~ ~ lIyk-ylis C k ~
(=\-1 0



t.
I, k

I( - .) J (dY (t) _ dy(.t) b(yk(t ») dt <
3 - - dt dt' -

t~1 ~ ~

')J (dyk(t)_dy(t) b(,·k(t)·)-b(x »)dt+2J (dht)_dy(t) b(x. »)dt- dt (ft., (-I ~ dt' 1,-1 .
t~1 t~l

« ( . Ildyk(t). dy(t) Il «. ( .. )~13$2Lbv'i"r. ~-(ft +~2 x(+l-x(-Y(~+l)+>(x(),b(x() $
1,=1 • 1,=1

CLb lIyll 1.)k'f;+4I1bl6c,k.
H

En forma similar a 10 h~cho ~n I~, result a (aplicando chisicos resultados de interpoladon de fundones [20])
t« (f

L 1~=2 f (d~(t),b(/(t»-b(y(t»)dt$211~~llllb(ht))-b(y(t)I'2( )$
(=1 0 t • It O,T(

$ 2 Lb II ~~16(lIyk(t) - yk(t)1~2(0,Tf) +iIY
k
(t).- y(t) 1~2(0,T) $

$ 2 Lbll *16 (k v"f;+c k)

2.4.1 Algoritmo

Paso I: Dar f >0, UO E \\,k, n=O

Paso 2: Calcular para cada j=I, .., Nk :

un+I(x-i)=rnin{un(Xi)+H~j)~X~(ij1 + b(x-i)II 2
, XjEVk:IIXj-Xjll <h} (55)

Paso 3: Si II UIl+1 - Un II = 0, parar y Qk = Un+1

Si 110 n = n+1 e ir a Paso 2.

Teorema 2.3: El olgoritmo finolizo en un numero finito de pasos.

La demostradon cs una consecuelicia inmediata del tcorema 2.1.



Las siguientes grafica-. muestran dos aplicaciones en las cuales el tamaiio del mallado es 21 X 21, la funcion

b(x) = -x - 99 e (e',x), donde, en la Figura 1 el vector e = [1;-1] y en la Figura 2 e = [1;2J.



El procedimiento numerico desarrollado en este trabajo se apoya esencialmente en la interpretacion del

problema original como un problema de control optimo y en la aproximacion con trayectorias

seccionalmente lineales de las evoluciones continuas del sistema dinamico. Otra caracteristica especial de

nuestro desarrollo es el hecho de que las trayectorias de aproximacion deben pasar por los nodos del mallado

del dominio n. caracteristica que implica, elltre otras propiedades, que el problema discreto final a resolver

iterath'amente es un problema de control optimo sobre una cadena de Markov finita con un sOlo punto

recurrente (coincidente con el punto atractivo del sistema dinamico); consecuencia de ello es la convergencia

en un numero finito de pasos del algoritmo iterativo de computo.
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