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RESUMEN

En este trabajo se presenta un procedimiento de calculo numérico para la resoluciéon de un
problema de grandes desviaciones. El mismo consiste en una ecuacion eliptica no lincal. El
procedimiento aplica un método de discretizacién de trayectorias en H!, que sigue la linea de
trabajo utilizada en [1, 2]. Se dan resultados de convergencia de las soluciones discretas a la
solucion del problema continuo y un algoritmo para la resolucién computacional de las ecua-
ciones discretizadas que finaliza en un niimero finito de pasos. Se muestran ejemplos numéricos
de aplicacion.

ABSTRACT

In this paper we present a numerical procedure to solve a large deviation problem. This one
consist in an elliptical non linear equation. The procedure uses a discretization method of
trajectories in H®, which is similar to that applied in {1, 2]. We give results of convergence of
the discrete solution to the continuous problem’s solution and an algorithm to compute the
numerical solution which finishes in a finite number of steps. Numerical examples are shown.

1. INTRODUCCION
1.1 Descripcién del problema

En este trabajo se desarrolla un método numeérico para resolver el problema de optimizacién

Q) =inf{Ir(- ) y e B @), y(-) c 0}, )

siendo

|2ds. @)

Q
30 =4 [| Eon+vi6n

0

Este problema tiene su origen en el tratamiento de problemas de grandes desviaciones (ver [9, 19, 22]) y el

breve comentario de §1.3.

QC ™ es un dominio acotado con frontera dQ. Supondremos en lo sucesivo que 0€Q y que al mismo

tiempo es el Gnico punto atractivo del siguiente sistema dinamico, donde b € W1’°°(Q)

& = by), @

es decir,

e by)#£0,Vy£0 (4)
e b-n <0 sobre 8Q (3)
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e ¥x €, la solucién de (3) con condicidn inicial y(0) = x, verifica

tlir_poy( t)=0. (6)
Como consecuencia del principio de la programacién dinamica, la funcién Q verifica la ecuacion
Vi
Lf"l—h(b,vu):o en @, )
con condicion de normalizacién
u{0)=0. (8)

Nota 1.1: Usaremos la notacién (a, b) para designar el producto escalar entre elementos de ™.

Nota 1.2: Es obvio que u=0, es una solucién del sistema (7)-(8), por lo que es preciso introducir una
definicion ad-hoc de solucién de (7)-(8) que permita identificar a Q como la (nica solucién de acuerdo a ese
concepto. Utilizaremos para ello las técnicas de subsoluciones clasicas [11], de viscosidad [7, 8] v el

tratamiento de las condiciones de frontera introducido por Soner [21].

Definicién 1.1: Diremos que v es solucién del sistema (7)-(8) en el sentido de la viscosidad si
e v es subsolucion de (7) en el sentido de la viscosidad en 3, es decir
Vé e CI(Q) tal que v — é admite un méaximo local en x, entonces
2
V(o)
LZL" +(blxo) Vé(xo)) < 0 ®)
® v es supersolucion de (7) en el sentido de la viscosidad en {, es decir

V¢ € Cl(ﬁ) tal que v — ¢ admite un minimo local en x,, entonces

2
LI2L ¢ (bixo) V(o)) 2 0 (19)

o u(0)=0. (11)

Definicion 1.2: Diremos que v es una subsolucién clasica de (7)-(8) si: v € W1’°°(Q) ¥
12
"15-“—4-(b.v»,) <0 pet. x€Q (12)
con condicién de normalizacion

v(0)=0. (13)

1.2 Caracterizacion de Q
Las definiciones previas permiten caracterizar a la funcién Q de la siguiente manera:
Teorema 1.1:

o Q e wh(g)

® Q es la dnica solucion de viscosidad del sistema (7)-(8).

® Q es la méazima subsolucion en el sentido clisico de (7)-(8).

La demostracién utiliza técnicas clasicas (ver [8, 10, 11, 21]) y es aqui omitida por razones de brevedad.
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1.3 Origen del problemna

El problema descripto anteriormente proviene del analisis asintético del comportamiento de un sistema
dindmico con punto singular de tipo atractivo, sujeto a perturbaciones aleatorias pequefias. E! mismo fue
analizado por Perthame en [19] desde el punto de vista teérico. El problema estocéstico original tiene
asociada la ecuacion eliptica

Leu, = —-%Au( — b Vu, en Q, (14)
u, = ¢ en 89, (13)

u, representa aqui la esperanza de un funcional de costo que involucra los valores de la funcién ¢ en el

contorno 3. Puede verse en [19] que u, converge a una constante p cuando ¢ tiende a cero. Asimismo es

§= j $(x) dP(x), (16)

o
donde la medida de probabilidad P tiene soporte en el conjunto de puntos de que realizan el minimo de la
funcion Q sobre la frontera. La resolucion directa de (14)-(15) conduciria a un problema mal condicionado
(ver [6, 20]). Es por esto, que con vista a evaluar numéricamente y, se procede al cémputo numérico de Qy

mediante ella determinar el soporte de P.

2. EL PROBLEMA DISCRETO

2.1 Elementos del problema discreto

Para definir el problema discreto es necesario introducir una aproximacién que comprenda la discretizacién
del espacio H!(R1) y del espacio C(Q). Utilizamos extensamente las técnicas descriptas en [1, 2, 4, 13, 14,
15, 17, 18]. Cuidamos de trabajar con esquemas de discretizacién que verifican un principio de maximo
discreto [5}, propiedad cuyo rol esencial para obtener procedimientos convergentes en un amplio rango de
problemas puede verse en [3); asimismo hacemos uso de discretizaciones con pasos de tiempo de orden vk
(siendo k el orden de las discretizaciones espaciales), discretizaciones especiales cuyas ventajas son analizadas
en [12, 13, 14, 17, 18).

2.1.1 Aproximacion del dominio 2

El espacio de estados Q2 se discretiza mediante una red uniforme B de puntos dados por
m . -
x=Y8ddk (17)
. =
donde ¢ =(0,..,1,..,0) (el 1 en la j-ésima posicién), & € Z. Definimos la aproximacién 0K = BNQ,
designamos Ny, al cardinal de este conjunto y vk = {x‘l : j=]""Nk} un ordenamiento arbitrario de los nodos
de k.
wk = {w: VE_9, tales que w(0) = 0} (18)
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2.1.2 Aproximacién de n!
Llamaremos F¥ C Hl(%"') a un conjunto especial de trayectorias discretas. Las mismas estaran determi-

nadas por una sucesidn de vertices Xc € vk y de tiempos tc tal que

ki, ) o

o e =x, (19)
X =X -

. yk(t)=xc+%ﬁ——:—t?(t—t()) VEE (b tepy) (20)

. lec+1-xc||5\/i. (21)

2.1.3 La funcién de costo 6ptimo discreta y sus propiedades
Restringiendo la evaluacién del funcional J al espacio Fk, definimos la funcién de costo 6ptimo discreta
Q¥ = inf{35(-)) | ¥R eF¥}, (22)
la cual satisface el principio de la programacion dinamica, que en este caso toma la forma
2
de | yE ek yko) =&} (23)

b
. k
Qk(x!) = min Q0 ke )+ | 429 1 ¥y
0

Analizaremos en lo siguiente el calculo de Qk como aproximacion de la funciién Q y su convergencia a la

misma.

2.2 El problema discreto y su solucié

2.2.1 Definicién del operador Py y del problema discreto ?k

Definicién 2.1: Introducimos las siguientes definiciones auxiliares

1

. B)(ij) = Jb(xi-f-(xj—-xi)s) ds (29)
0

. H(i,j):“%(:l-ji;'—u (25)
1

. Byij) = J b + (o — xby ) |2 ds (26)
0

e Operador Pp: wk _ wk

Pkw(xi) = min{w(xj) +||x'l —x “ B, +((xJ —xi), Bl) | "xJ —xi " <vk } 27
o Problema $k: Eucontrar el punto fijo del operador Py (28)

2.2.2 Existencia y unicidad de solucién discreta

Se puede probar el siguiente teorema, que establece la caracterizacién de la finica solucién Qk del problema

Bk,
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Teorema 2.1:

. Qk es el anico punto fijo de Pk’ es decir:

t=p, QF (29)
eV e wk se tiene
k_ . v 30;
Q ‘uﬁl’éo (P U° (30)
o« ¥V U%e W eriste H{L°) tal que
PP =@ Yy (31)
® son vilidas las propiedades de monotonia
U<l = PU<PT (32)
U=0 = PU>0 = (PUTQF (33)

2.3 Convergencia de las discretizaciones

2.3.1 Procedimiento de discretizacién de una trayectoria de H'
Dada una trayectoria admisible y[0,+o0)—, (y€ lll(‘fk+)), y(0) € Vk. definimos yk:[(), +oc) —vk
mediante el siguiente procedimiento de construccién:

Paso 0: ¢ = 0, h = /k, te =0, x5 =(0)

Paso 1: ( =¢( +1, t<=tc.1+h

Paso 2: X = arg min {uxc —y(tc)" | xc € Vk}

Paso 3: Si I%¢ = %¢a > h, entonces te =% (tc_l + tc), e ir a Paso 2

Proposicién 2.1: E! procedimiento de construcciéon anterior verifica:
® ellazo 2-3 es recorrido un niémero finito de veces
¢ la irayectoria discreta generada tiene la siguiente propiedad:
3¢ talquer. =0, V(>C,

® 3 c> 0 (independiente de k), tal que: 1, —t. ,>ch 34
L S &

. ||y'°"H15||y||H1+C,/HE. (35)

2.3.2 Establecimiento de la convergencia del procedimiento
Basicamente el procedimiento desarrollado consiste en una aproximacion del espacio Hl(%'*') por funciones
seccionalmente lineales. El funcional discretizado coincide con el funcional original. El resultado de

convergencia es entonces inmediato probando la densidad de UFk en H! y la continuidad del funcional.
k
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Teorema 2.2: klzzo (Qk(z) - Q(z)) =0 (36)

Demostracion: Q(xj) - Qk(xj) <0, en virtud de (1), (22) y de que FX ¢ H!. veamos ahora que
timsup(QX(d) - Q()) < 0. (37
k—0 \
Consideramos la funcién ¥( - ) que verifica 7(0) = x) y ademas

Q) =3(3). (38)
Dado ¢ > 0, en virtud de la condicién ¥ € Hl(“]a+). se tiene que (ver [16}),

3 T(e) > 0 tal que V t > T(e) vale "7(t)|| <e. (39)
Hasta el tiempo T(¢), consideramos la funcion yk definida segiin el procedimiento detallado en 2.3.1.
Llamamos ¢, al primer indice tal que t.C > T(¢). Tomamos
€
= — . =
t(€+l"‘t(€f1’ tcc+y_tc(+y_1+1, Vv>1lyy (tC€+V)_-0 VYv>1.

Dado que

vk, )" < e +k, resulta
¢ te+l 9

f‘z “dy © 1 p(ykw)] a <e e +b2. (40)
En consecuencia, dado que Q(x >0 V x € £, obtenemos
Qed)-qeh <§ 3 j(ﬂ"’ GIRVRTSY L LTORv )dts%1+c(e+k)2, (1)
(:1 t(-l
siendo t
Ce ¢ k
=) | (n"yd—f"+b(yk<c)) 2 50 + ] Z)dt. (42)
=1y
¢-1
Tenemos asi ¢
1= Y (§+1§+1§+19),
{=1
donde ¢
" = f “dy“(t)"2 ECIRE
= [ (21 ) e “3)
te1
t
¢
2 2
= (Hb(rk(t))" ~Ibtyen] ) e, (49)
te1
%
oo (2020 Lok, (45)
b1
t
=2 [ (3 ok -bow) a. (46)
t
¢-1

Definimos X € RY(®&+), tal que
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)( (+1) "(

N
e =0+

(t—tc)) VEE (Lo toy ).

la cual tiene las siguientes propiedades (ver {20])

d "yk—)"leoSk
e

o ly-s*f<ck

O B ST

Acotamos ahora los términos correspondientes a 1C de la siguiente manera

("dy“(c)u “dy"(z)

[ g

)

Es facil observar que

resulta asi usando (48)

it (2500l o

_1 iy
Veamos ahora la acotacion correspondlente a IC
t¢ t
= | (Ilb(yk(t>)112- nb<y(t»||2) av= [ (Isokenl+ o) (Iseken]- ppowf)a <
te1 b1
b b
<2ibl, [ (foero]- e e s2ivi, g, [ ok -yola <
t<_1 t('l

t

¢
<2l 1, [ (Jokon-sol +l<o -»o])«

t <
t tc
2 bl Lb((tc—tc_l)k J FRORRI0Y dt)
Luego b1
Ce ' tc(
<21 [ 140 -] a= [ 10 -s@lae s V1 b5 -sls cx v
= te1 0
Por lo tanto

¢

Z‘ 1§<2Clbl, L, k(T +C V).
(=1

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)
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t.
&k
1§ =2 (- wkn)as

dt dt
il Y% t
dy™{t) dy(t
2| (0 _dty () - b, 1))dt+2j (B0 ren)de.
Luego tC‘l g-l
¢ k Se
'Zl 1§ <2 Lyvk T, dydt(t) d)(t L Z ( Xc41 _xc—y(t<+1)+y(xc), b(xC))S
¢= > S
Cly vl VET, +4lbly k. (53)

En forma similar a lo hecho en lg, resulta (aplicando clasicos resultados de interpolacién de funciones [20})

t
¢ <
35 =zf(d§‘j’. by -bio) e | F] Pooken b0l ) <
¢=1 0

<2L, H %%llz (|| vE () - ik(t)“,_z(och) +s*w -y uL?(o,TE)) <

; dyl =
SZLb"aTL(k\/Iﬁ»Ck) (54)
Sumando (41), (42), (561)-(54) y tomando lite k—0, llegamos a (37).
) [n}
2.4 Procedimiente de computo
2.4.1 Algoritmo
Paso 1: Dar € >0, U° € Wk, n=p
Paso 2: Calcular para cada j=1,.., Ny :
rn+1 — mn H(‘J) x - 'k, _ =
UML) = min{ UR(el) + ~g2 5 AN L % € VK x; - x; <n} (55)

Paso 3: Si “U"+1 -yn ﬂ: 0, parar y Qk =yl

Sinon=n+leira Paso 2.

2.4.2 Convergencia del algoritmo

Teorema 2.3: El algoritmo finaliza en un némero finito de pasos.

La demostracion es una consecuencia inmediata del teorema 2.1.
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3. EJEMPLOS NUMERICOS
Las siguientes graficas muestran dos aplicaciones en las cuales ¢l tamaiio del mallado es 21 x 21, Ia funcién

b(x) = ~x—99 ¢ (¢’,x), donde, en la Figura 1 el vector e = [1;-1] y en la Figura 2 ¢ = [1;2].

Figura 1
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CONCLUSIONES

El procedimiento numérico desarrollado en este trabajo se apoya esencialmente en la interpretacion del
problema original como un problema de control 6ptimo y en la aproximacién con trayectorias
seccionalmente lineales de las evoluciones continuas del sistema dinamico. Otra caracteristica especial de
nuestro desarrollo es el hecho de que las trayectorias de aproximacion deben pasar por los nodos del mallado
del dominio Q. caracteristica que implica, entre otras propiedades, que el problema discreto final a resolver
iterativamente es un problema de control optimo sobre una cadena de Markov finita con un solo punto
recurrente (coincidente con e} punto atractivo del sistema di;:émico); consecuencia de ello es la convergencia
en un namero finito de pasos del algoritmo iterativo de computo.
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