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RESOLUCION DE FLUJO POTENCIAL Y GENERACION DE MALLAS ALREDEDOR
DE CASCADAS DE PERFILES POR TRANSFORMACION CONFORME

El flujo potencial alrededor de cascadas de perfiles, com6.nmente encontradas en tur-
bomaquinaria centdfuga 0 axial es resuelto por iransformaci6n conforme. La cascada es
llevada por una serle de transformaciones a flujo alrededor de un circulo con una fuente y un
sumidero puniuales. El proceso involucra una transformaci6n de Theodorsen para llevar el
exterior de un cuasi-clrculo al exterior del circulo final. Este paso es el unico numerico en el
sentido de que involucra el calculo de una serie de coeficientes que se hallan a traves de un
proceso iterativo. El metodo ha demosiado poseer convergeneia espectral, es decir, mejor que
cualquier potencia del numero de coef1cientes. Para cascadas con gran densidad de perfiles la
convergencia del esquema iterativo para hallar los coeficientes se deterlora notablemente. En
este trabajo se utiliza la mejora introducida por Moretti[l] para ampliar las posibilidades del
metodo. Se presentan resultados obtenidos en cascadas para maquinaria axial y centrlfuga.
El metodo permite obtener tambien mallas de elementos finitos para analisis basados en la
resoluci6n de las ecuaciones de Euler 0 Navier Siokes.

In this work, potential flow around cascades for axial or centrifugal turbomachinery is
solved by a conformal mapping method. The cascade is mapped via a chain of transformations
to the exterior of a circle with point source and sink. The process involves a Theodorsen
mapping to bring the exterior of a quasi-eircle to the exterior of the final circle. This step
is the only numerical one, in the sense that it requires a series of coefficientes which are
obtained via an iterative process. The method has shown to have spectral convergence, in
the sense that t~econvergence is better than any finite power of the number of coefficients.
For cascades with large density of profiles the convergence of the iterative algorithm to obtain
the coefficients of the Theodorsen transformation is bad, and the range of application of the
method is limited. To overcome this problem, the modification introduced by Moretti [1]
to the original Theodorsen mapping has been implemented. Results for cascades in axial or
centrifugal tutbomachinery are presented. The resultant conformal mapping is useful also
for the generation of good quality meshes around representative angular sectors of axial or
centrifugal cascades for deeper analysis with Euler or Navier-Stokes codes.



En este trabajo se describe un metodo numerico para obtener la transformacion conforme
que mapea el exterior de una cascada de perfiles aerodin8.micos en el exterior de un circulo. Las
aplicaciones practicas de esta transformacion son dos: obtencion de la solucion potencial con muy
buena precision para referencia en la validacion de c6digos por metodos numericos estandar (BEM
potencial, FEM + ecuaciones de Euler 0 Navier-Stokes) y la generacion de mallas de buena calidad
alrededor de la geometria considerada.. En todos los casos nos referimos a flujos estacionarios a
altos Re. A continuacion discutiremos la aplicabilidad y conveniencia del modelo de flujo ideal.

El modelo de flujo ideal es, por lejos el mas flieil de resolver desde el punta de vista numerico.
Permite obtener estimaciones bastante buenas de la distribucion de presiones y sustentacion cuando
el flujo no se separa del cuerpo, que es el caso de perfiles alares a angulos de ataque moderados.
Como es bien sabido, es incapaz de predecir efectos viscosos como la fuerza de arrastre ( "drag"), sin
embargo acoplando una formulacion potencial para el flujo extemo con un c8.lculo de capa lfrnite
los efectos viscosos pueden ser predichos con muy buena precisiOn. A Re muy altos, el esquema
fiujo potencial/capa llmite sigue dando resultados buenos, mientras que un c6digo de Navier-Stokes
se deteriora notablemente en cuanto a convergencia. Para flujos con grandes zonas separadas a
Re altos, por ejemplo flujo alrededor de una esfera, la formulacion potencial puede ser todavia
util, resolviendo s6lo el fiujo fuera de la zona separada e imponiendo como condicion de contomo
sobre 1a interfase flujo extemo/flujo separado la condicion de presion constante, que es la teoria
de Helmholtz-Kirchoff. La forma de esta superficie no se conoce a priori, y el problema debe ser
iterado por algUn metodo[2].

Para perfiles con hordes de fuga agudos en 3D, es neeesario modelizar la capa vorticosa que
se desprende del horde de fuga. Esto complica bastante la generacion de mallas para todos los
metodos numencos estandar: FEM, FDM, 0 FVM. Un caso extremo es el de flujo alrededor de
maquinaria rotante. Las mallas abrumadoramente simples que requiere el BEM en 3D comparado
contra los otros metodos, pasa a complicarse ya que adema.s de la cubrir con paneles los 8.labes
y el eje, tambien debe cubrirse la capa vorticosa, que es una super:6.cie de forma helicoidal cuya
ubicacion no se conoce a priori y debe ser encotrada mediante un proceso iterativo. Sin embargo
los otros metodos tipo FEM/}'DM potenciales se yen aUn mas perjudicados: la capa vorticosa debe
coincidir con una superficie de caras interelementos y los nodos contenidos en ella poseen dos valores
dependiendo del lado en el cual se encuentre el elemento conectado. Algunos investigadores han
optado por resolver directamente las ecuaciones de Euler por el FEM para evitar 1a modelizacion
de la capa vorticosa, sin embargo el costo computacional se incrementa drasticamente para igual
grade de precision. SegUn nuestro punto de vista el BEM resulta ser optimo para este tipo de
aplicaciones: cubre todo tipo de geometrias, requiere un minimo esfuerzo de generacion de mallas
y es muy competitivo en cuanto a costo computacional.

Un escollo que hemos encontrado en la aplicacion del BEM 0 la resoluciOn directa de la ecua-
ciones de Euler en cascadas es la falta de soluciones an8.liticas 0 resultados de buena calidad contra
los cuales comparar las soluciones numencas en un amplio espectro de parametros. El algoritmo
descripto en este trabajo pretende superar este problema.

Dentro de 108 metod08 analitic08 para. la. resoluci6n de flUj08 potenciales, el metodo de 180
transformacion conforme es uno de los m8.s versatiles, en cuanto a la amplitud de geometrias
que pueden contemplarse con el mismo. La base del metodo es bien conocida: clados dos pIanos
complejos z = x + iy = !(w),w = u + iv, f a.nalitica y una funcion arm6nica ¢J(x,y), esto es,
que satisface la ecuacion de Laplace !:1¢J= 0, entonees la funcion transformada ¢J(u, v) tambien



es armomca. El metodo consiste entonces en ha.llar una. serie de transformaciones que lleven el
dominio en cues~i9n a uno mas simple en el cual el problema. tenga solucion ana.lltica. Basicamente,
se utilizan m~peos definidos por transforma.ciones bilinea.les, potencias, 10ga.ritmos (y SUB inversos),
y llloStransforma.ciones de Joukowski y de KRrman-Trefftz.

Consideremos el caso de una cascada como Ill.de Ill.figura 1 Se trata de una serie de np 8labes,
todos de secci6n identica, dispuestos en forma radial alrededor del centro. R es Ill. distancia del
centro de cada perfil al centro del rotor, I el angulo de inc1inacion de la linea media de cada perfil
con respecto a Ill.direccion radial que pasa por el centro del mismo y c la cuerda del perfil. El caso
de una cascada para flujo axial corresponde a hacer tender R ....•00 manteniendo Ill.cuerda c y el
espa.ciamiento s = 21rR/np constantes.

Sea z = x + iy el plano de la cascada. La primera transforma.ci6n lleva Ill.cascada radial a una
cascada plana infinita con espa.ciamiento s = 1r BegUnel eje imaginario, mediante Ill.transforma.cion:
Wo = (np/2)10g(z) para el caso centrifugo, Wo = 1rZ/S para. el caso a.xia.l. En el caso centrifugo el
centro del rotor z = 0 es mapeado sobre el infinito agulloSabajo: ~{w} ....•-00.

La segunda transforma.ci6n: WI = tanh( W - Woe) lleva el exterior de 108perfiles al exterior de
un umco perfil en el plano WI' Como la. funcion tanhes periodica de periodo i1r, todos 108puntos
equiva.lentes en 108perfiles en el plano Wo son mapeados sobre el mismo punta en WI. El punta Woe
es elegido de forma. de tener Ill.menor distorsion posible del perfil y Ill.experiencia a.conseja ubicarlo
10 m8s cerca posible del centro del mismo. El infinito agulloSabajo y aguas arriba es mapeado
sobre 10s puntos singulares WIse = -1, WISK = 1. E1 campo homogeneo al infinito aguas abajo de
Ill. forma r/J ....• voowo,~{wo} ....• -00 se transforma en una singularidad 10garitmica. de intensidad
compleja v~ = v:P - iv;P en WIse. Similarmente el infinito agulloSabajo se transforma en una
singularidad de intensidad vd~wn = v~own - iV~own. Una curva cerrada que rodea WIse transforma
en una curva abierta en el plano Wo que va desde un punto dado al punta equiva.lente en Ill.banda
inmediatamente superior. El infinito en WI corresponde Woe + i1r/2, el punto medio entre dos
perfiles contiguos. Como este punto no es singular puede demostrarse ca.lculando Ill. circula.ci6n
alrededor de una curva que encierre al perfil y 10s dos puntos singula.res que: v:P = v~own y
v~own = v;P + r/1r. Si el espa.ciamiento entre 10s perfiles es mucho mayor que Ill. cuerda en Wo

entonces el perfil clloSino se distorsiona ante Ill. transforma.ci6n y 8610 ocupa una pequeiia region
cerca del origen en WI' Para espa.ciamientos mas pequeiios el perfil comienza a acercarse a. 10s
puntos singulares y a enrosca.rse alrededor de ellos formando perfiles esbeltos en forma de S.

Una transforma.cion de Joukowski 0 de KRrman-Trefftz permite llevar el perfil en forma de S
a una figura redondeada en el plano W2. Para definir esta transforma.cion deben definirse 10s dos
puntos singula.res que forman el extremo de Ill.singula.ridad tipo corte que define Ill.transforma.ci6n.
Como siempre uno de ellos coincide con el borde de fuga y e1 otro se ha.lla dentro del perfil S
cerca del borde de ataque. AI calcularse 10s PUIltos transformados en forma numerica debe tenerse
cuidado de elegir Ill. rama correct a de Ill. transforma.cion, manteniendo Ill. singula.ridad dentro del
perfil.

La forma redondeada obtenida es transformada por Ill.expresion:

donde W2 = (wz - W2e)/~ Y 10s coeficientes {ail y 108 va.lores de W2C y R2 son elegidos
de forma de que el contorno sea mapeado sobre un drculo Iwal = 1. Esta transforma.ci6n sera
descripta en detalle en la siguiente secci6n.



Finalmente una transformaci6n bilineal de Wa a z permite llevar 108puntos singulares se y
SK a z = ±a manteniendo el circulo inalterado. El borde de fuga es mapeado sobre algful punta
ZBF sobre el drculo.

Definimos: Wg = eiB, W2 = (W2 - W20)/~ = ei</>+( La descripci6n del cuasicirculo viene
dada por 180relaci6n ~ = ~(4)). Computacionalmente, se parte del conocimiento de una serle
de puntos {Zj} sobre el perfil y se va aplicando las transformaciones hasta 1legar 80108puntos
transformados {W2j} sobre el cuasicirculo. Esto es puesto en forma de pares de valores {4> j, ~j},
108cuales son utilizados para obtener una serie de coeficientes para algWi metodo de interpolaci6n
para 180curva ~(4)) (splines, u otros). Para pequeiias desviaciones los coeficientes {aj} son del orden
de 180desviaci6n del cuasicirculo con respecto al circulo, 0 sea de 180desviaci6n de ~(4)) con respecto
800.

En el metodo original de Theodorsen (3], un cierto nmnero de puntos N (usua1mente N = 2R

parapoder hacer UBO de 180FFT) equiespaciados, sonelegidos sobre el circulo: OJ = 27rij/N. Valores
de e son interpolados sobre 108mismos 8.ngulos 4>j= OJ, Y tomando logantmo de la expresi6n (1):

ej = !)at cos MJj + aZ sin MJj}

4>j= OJ +~)aZ cos MJj - at sinMJj}

(2a)

(2b)

donde a" = ai.+ iaZ. A partir de (2a) pueden obtenerse 108coeficientes {a,,}. N6tese que esto
puede ser implementado en forma muy eficiente a traves de una Transformada Rapida de Fourier
(FFT). Reemplazando estos coeficientes en (2b) se obtiene una nueva expresi6n para 108 4>jyel
proceso se itera hasta satisfacer algful criterio de convergencia. La tasa de convergenci8o depende
fuertemente de la amplitud de la desviacion de e(4)) mas exactamente de 180amplitud de df.ld4>.
Por esto W02 es tomado como el centro de masa del cuasicirculo y R2 el radio equivalente (Rquel
que da la misma area).

Recientemente, Moretti [1]ha sugerido una modificaci6n al metodo original que ha demostrado
mejorar mucho 180convergencia del esquema iterativo para la obtencion de los coeficientes. La
transformacion del cuasicirculo al clrculo es puesta como;

Para a = 0 se recobra el metodo original de Theodorsen. Ahora el miembro derecho represent a
un nuevo cuasicirculo, intermedio entre el cuasicirculo y el drculo, a ser copiado por el desarrollo
de Theodorsen que es el miembro izquierdo (ver figur803). Para valores de a cercanos a uno el
cuasidrculo intermedio se8oproxima mucho al circulo y 1a convergencia del metodo de Theodorsen
se mejora notablemente. Sin embargo la posicion de este cuasidrculo intermedio no es conocido
a priori ya que no se conoce 180relacion entre W2 Y Wa Y dos niveles de iteracion son necesanos.
En el law intemo una relacion entre W2 Y Wa es supuesta, la forma del cuasicirculo intermedio es
halIada, e iteraciones a 1a Theodorsen son hechas para obtener 108coeficientes del desarrollo del
cu8osidrculo intermedio. Una vez terminado el ciclo interno y conocidos los coeficientes, una nueva
forma del cuasicirculo intermedio es calculada y el proceso ingres80nuevamente en el lazo intemo.
Como criterio de convergencia lJellazo extemo puede utilizarse 180vanacion de los coeficientes del
desarrollo, 1a variacion del circulo intermedio, monitoreando al mismo tiempo 180diferencia entre 180
imagen del circulo sobre el plano W2 y el cuasicirculo. Sin embargo esta Ultima cantidad no puede



Ber tomada como eriterio de convergencia ya que para que se apraxime a cero se debe ademas
aumentar el nu.mero de coeficientes y la precision de 1a interpolacion.

En cuanto a 1a convergencia del metodo hacia 1a solucion exacta del continuo a medida que
Beaumenta e1nu.mero de coeficientes, este metodo puede encuadrarse, prima facie, dentro de los
metodos espectrales. En 108metodos tipo FEM 0 FDM, 1aconvergencia esta. dada por 1a suavidad de
1a solucion y por e1orden de laaproximacion. Asf, para funciones infinitamente derivables, e1orden
de 1a convergencia puede aumentarse en forma i1imitada generando esqllemas de mayor y mayor
precision. Los metodos espectrales plleden ser considerad06 como metodos de "orden infinito" , es
decir que, para problemas con sol11cionesinfinitamente suaves, la convergencia es mejor que 1a de
cualquier metodo de orden finito. En 1a prli.ctica, Bemonitorea 1a amplitud de 105coeficientes en 1a
expansion. Obviamente, 1asfunciones de 1aexpansion deben ser perviamente normalizadas. En 1as
figuras 1 y 2 pllede observarse e1 comportamiento de los coeficientes en casos pra.cticos. Surge de
ellos que 108coeficientes decaen en forma exponencial10g(lanl) (J( n, es decir, mejor que cualquier
potencia finita. Coeficientes de presion alrededor de una cascada de perfiles en flujo axial para
diferentes espaciamientos puede observarse en 1a figura 4.

En 1asimulacion de flujos alrededor de turbomaquinarias por metodos tipo FEM/FYM 0 FDM Be
puede ahorrar un considerable costo computacional si se tiene en cuenta la condicion de periodicidad
de 1a estruetura. Para flujo estacionario 1as diferentes cantidades en puntos equivalentes satisfacen
1a re1acion:

donde p, p, v son 1a presion, densidad y velocidad del fluido en un punto y las cantidades
primadas indican evaluacion en un punto equivalente (rotado un nu.mero entero de 2?r/np radianes
alrededor del centro del rotor). R es la matriz de rotacion que tansforma vectores. En el caso
de flujos noestacionarios el mismo principio de simetria es vB.lidosi se descarta la existencia de
osci1aciones inestables noperiOdicas.

A continuacion deseribiremos como hacer uso de esta condicion de simetria para reducir el
costo computacional en el caso no-estacionario 0 estacionario resuelto por un metodo explicito. Una
malla es generada para un sector representativo de la estruetura comoel ABeDA en 1a figura 5.
Una malla completa alrededor de toda la estructura podrfa ser creada rotando sucesivamente el
sector. En la figura un pequeno espacio angular ha sido dejado entre diferentes sectores para mayor
c1aridad. En cada paso de tiempo 105valores en 105nodos interiores son increment ados BegUn:

donde Uj es el vector de estado en el nodo j, paso de tiempo n y R:j es lacontribucion al
residuo del nodo j de los flujos provenientes del elemento e conectado al nodo. Si a tiempo nDot
el vector de estado es periodico, es decir que los puntos equivalentes tienen vectores equivalentes
(ec. (4» entonces 108flujos element ales tambien Beran periodicos y sOlo debe hacerse e1 caIculo
60bre un 6ector representativo de 180estrcutura. Por ejemplo para el nodo P que esta justo sobre
un contorno inter-sectores, 105flujos e1ementales que vienen de 105dos elementos adyacentes del
sector superior ea, e4 son reemp1azados por 105flujos de 105elementos equivalentes e~, e~. Debe
tenerBe en cuenta que !as componentes 2 y 3, en e1 caso de Euler 0 Navier Stokes 2D, tienen un
carli.cter vectorial y deben ser rotadas, antes de ser agregadas al residuo del nodo P.



Este truco permite reducir el costo en un factor l/np, sin embargo impone una fuerte re-
striccion sobre la malla a ser generada: debe ser periodica, es decir que para cada nodo P sobre el
contorno interseetor debe existir uno sobre la posicion equivalente P'. Usando la transformacion
conforme descripta anteriormente mallas periOdicas de buena calidad pueden ser generadas en
forma automatica. Partiendo del plano w donde el perfil ha sido transformado en un circulo y las
dos singularidades se hallan dispuesta simetricamente con respecto al mismo, una transformacion
de Joukowski adicionallleva el clrculo a una placa. Los puntos singulares de la transformacion se
ubican en ±WBF donde WBF es la imagen del borde de fuga en el plano w. La malla priIIlllria es
obtenida considerando dos juegos de lineas que dividen el dominio en elementos y cuyas intersec-
ciones son los nodos. Usualmente se toman las lineas de corriente t/J =cte y las equipotenciales
</J=cte (t/J= funcion de corriente, </J= funcion potencial). De esta manera se asegura la ortogonal-
idad de la ma.lla. En este caso esto no es posible ya que el potencial es multivaluado y las mallas
asi generadas no satisfacen periodicidad. Las equipotenciales son reemplazadas por lineas de la
forma v=P</J - v:Pt/J =cte. Estas lineas son para.lelas al eje 'II en el infinito aguas arriba de casca.das
axiales 0 circunferencias centradas en el origen en el caso de flujo radial. Obviamente se pierde
el caracter de ortogomalidad de la malla pero, por el caracter de preservacion de los angulos ante
transformaciones conformes, el m8.xi.moangulo interior de los elementos es, en ellimite de mallas
infinita.mente finas, costante e igual a 90 deg + arctan( -v;P /v=P). Las coordenadas de los nodos se
obtienen invirtiendo 180 expresion del potencial complejo, si es necesario en forma numenca. Una
vez obtenida la ma.lla primaria, alrededor de la placa plana, las Coordenadas de los nodos van
siendo antitransformados hasta llegar al plano original z.
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NACA TR 452, 1933.
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