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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho o implementacdo de um programa pera estimar o erro de
aprozimagio ¢ preparar dados para geragdo adaptativa de malhas em estados planos de
elasticidade linear, quando sdo utilizados elementos triangulares isoparamétricos de 3 ¢ 6
nds. Mostra-se a teoria associada d estimativa de erro e & previsdo das caracteristicas da
nova malha. Também se mostram os principios bdsicos do gerador automdtico, a jungdo
deste com o estimador de erro e, finalmente, algumes malhas como ezemplo do processo
adaptativo.

1. INTRODUCAO

Muitos esforgos tém sido dedicados & automatizagio de processos de projeto envolvedo
andlise numérica’ por elementos finitos, com o objetivo final de-diminuir as exigéncias
de conhecimentos prévios sobre o problema analisado e de experiéncia do analisador ou
projetista. O grau de automatizagio destes processos foi aumentando progressivamente na
medida em que foi evoluindo o desenvolvimento em 4reas tais como teoria de otimizagio
, andlise de sensibilidade, geracdo automatica de malhas, estimativa de erro, visualizagio
de resultados, etc. O assunto que aqui tratamos corresponde 3 juncdo de dois dos itens
acima mencionados: Estimativa de erro e geragio automética de malhas, ambos orientados
3 geragdo adaptativa. : :

' Mediante geragio adaptativa pretende-se fornecer malhas de elementos finitos ade-
quadas ao problema em estudo, no sentido que o erro cometido na aproximacio seja uni-
forme € n3o superior a um valor solicitado. Este tipo de adaptagio compreende processos
conhecidos na literatura como tipo “h”, nos quais, a partir de uma analise e, mediante a
estimativa do erro cometido na aproximagio , se faz uma previsio do novo tamanho de
elemento a ser utilizado para ajustar a solugio a um valor admissivel.

~ Seguindo a linha proposta por Zienkiewickz e Zhu, (1987) foi implementado neste
trabalho um programa para estimar o erro de aproximagio e predizer um novo formato da
malha de forma a obter uniformidade do erro. '
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Esto novo formato da malha previsto & fornecida pelo programa mediante valores
- (novo tamanho de elemento) associados aos nés da malha analisada.

A partir desta informagio e da definigio da geometria do problema, gera-se uma nova
malha utilizando o gerador automatico ARANHA (Fancello et.al., 1990, 1991).

O cédigo implementado, denominado ADAPTE, permite a estimativa do erro de prob-
lemas planos em elasticidade, utilizando elementos isoparamétricos triangulares de 3 e 6
nés. Foi programado de forma tal que seu uso seja independiente do analizador utilizado,
sendo fornecidos através de arquivo em formato livre, coordenadas, incidéncia e tensdes
elementares, além de alguns parametros como tipo de elemento, tipo de problema (tensio
plana, deformagéo plana, axisimétrico), etc.

+ A seguir mostraremos a técnica utilizada para estimar o erro e os critérios de previsio
das caracteristicas da nova malha. -

Mostraremos também de forma suscinta os principios no qual se baseia o gerador
automético utilizado e como se efetua a jungdo entre este e o estimador de erro.

2. ESTIMATIVA DE ERRO

2.1. Teoria de aproximacgido em problemas planos em elasticidade linear.
Os problemas aqui tratados correspondem a equagdes variacionais do tipo

uey

a(u,w) = l(w) VYwe, (1)

onde a é uma forma bilinear e coerciva (V-eliptica), propriedades que aseguram existéncia
e unicidade da solug8o u (teorema de Lax-Milgram). A solugio aproximada obtida pelo
método dos Elementos Finitos cumpre a igualdade ’

up €V,
a(up,wp) = l(wy) Yy €Wy,

)

onde V3, € o espaco das fungdes base da discretizagio adotada. Considerando que o dominio
do problema exato e do problema aproximado coincidem e assumindo que YV, C V aequagio
(1) é vilida para todo v € V. Assim, da diferenca entre (1) e (2) temos

a(u—up,wy) =0 Vuw, € V,. 3)
Denominando e = u — u o erro cometido pela aproximagio , vemos que este valor &

ortogonal & aproximacio efetuada.
No caso de elasticidade, a forma bilinear a corresponde & operagio

| a(u, w) =/ DVy' . Vw*dQ, ' : (4)
Q

onde D ¢ o tensor de elasticidade de Green e Vu® é o tensor de deformacdo associado ao
problema. -
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Se considerarmos que devido & relagio constitutiva

T(u) = DV, | ()

podemos reescrever (4) como segue:
a(ww) = [ DVI(w)- T(w)e, (6)
n

As propriedades da forma a permitem utilizd-la como uma norma, denominada norma
energia:
lull = (a(ww)”? = (] DV’ - Vurda)
‘ ™
=( D'T(w) - T(w)d)”*
a

Desta forma, dada a solugio exata u, a solugéio aproximada uj, e as respectivas tensoes
T e T, temos que:

ol = (ofa, )/ = ([ DT -Tam), ®
sl = (alon,wn))? = (DT - Taamy, ©)
el = (a(u — s = ) = ([ DIT-T0)- (LT (0)

Naturalmente, a solucio exata (u,T) nao é conhecida.. Por esta razéo, calcula-se
uma estimativa do erro cometido mediante a utilizagio de uma tensio T* que, sob algum
critério, produz uma aproximagio melhor de T que o valor T,. Este critério serd discutido
posteriormente. . :

’ Assim, a norma estimada do erro cometido estd dada por

el = () DT - T)- (@ - TR} ay

Para adimensionalizar os valores das normas, calcula-se o quociente do erro sobre a
- norma de energia:
el .
S | — 12
onl? + PP (12)
Este valor indica o erto percentual em termos globais. Porém, um dos objetivos da
adaptatividade é garantir uniformidade do erro, isto ¢, pretende-se que em todo elemento da

malha o erro ndo supere um valor pre-estabelecido. Este erro elementar solicitado calcula-
se da seguinte forma. Seja 1,4 a percentagem de erro méxima solicitada (admissivel) e €4
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o erro elementar méximo admissivel. Se todos os elementos da malha posuissem este erro
. teremos que

Nad = — (m"e:d"2)1/2
7 (luall® + Jlef?)i2
L Vel
(unll? + Jlelf2)272

(uall® + llef?) 72

- (13)

llezall = 7aa (14)

onde m é o nimero de elementos da malha,
Assim, para cada elemento calcula-se a diferenca entre o valor de erro estimado na
anilise e o desejado: o

golel (15)

B "3:4 I

No trabalho de Zienkiewicz and Zhu, (1987), inclui-se um fator empirico de corregio
do erro estimado que depende do tipo de elemento. Este fator vale f = 1.3 para tridngulos
lineares e f = 1.4 para trisngulos quadraticos. Assim,

e=e-f, : (16)

Antes de apresentar a maneira em que este valor é utilizado para prever uma nova
malha, retornamos a uma aspecto importante j4 mencionado. Um dos pontos chave na
estimativa de erro reside no critério utilizado para estabelecer um novo valor de tensio
que melhore, em alguma medida, o valor obtido pela aproximacio , sem que este cilculo
implique un custo equivalente & propria anilise. :

Um tratamento usual consiste em assumir um campo de tensdes proveniente da uti-
lizagdo das mesmas fungdes de interpolagio que as utilizadas para os deslocamentos:

T = NT". , 17

Assim, determinam-se valores nodais T* tais que produzam o menor valor do seguinte
funcional (mfnimos quadrados): .

F(T) = [ (T —Ti)an. ' (18)
SR )
A condigio de minimo é&:
_/(T‘—T,.)-N’i‘dﬂ:O vl e r°, . (19)
n
ou, equivalentemente a resolucio do sistema

o MT" =F, (20)




—

Eduardo Fancello; Raul Feijoo ‘ 37

onde n é o niimero de nds e )
M=[ NTNdo ; F= [ N0 (21)
o 2 :

Resolver o sistema assim como apresentado significa violar a restrigio sobre o custo
numérico do estimador de erro. Uma forma de enfrentar este problema consiste em tormar
algum critério para trabalhar com uma mairiz de massa diagonal ao invés da matriz
consistente M. Varios destes critérios podem ser vistos em Hughes, (1987). No presente
trabalho é adotada a diagonalizagio por quadratura nodal, isto &, os pontos de integragdo
gio tomados acima dos nés. Desta maneira se produz uma diagonalizagio automitica da
matriz de massa no momento que a Gnica fungdo de forma com valor diferente de zero é
a propria fungdo do'né em questio, com valor igual & unidade. Assim, temos para cada

elemento:

My = [ gwsan

Np (22)
=2 ¢i(p)p;i(P)W(p) det J.
p=1
dado que o ponto de integragio p é um 16 do elemento temos que: -
Mg =) W(i)detJ
; 2::1 (#) (23)
M; =0 i # 73

onde nn é o nimero de nés do elemento. Analogamente, as forcas equivalentes podem ser
escritas comno:

nn *
Fe =3, Ty(i)W(i)det J. : (24)
§=1
No caso dos elementos triangulares lineares, o determinante do Jacobiano é igual
a duas vezes a 4rea do elemento. Assim, os elementos da matriz diagonal M séo, em
cada grau de liberdade correspondente a um né, proporcionais ao somatério das 4reas dos
elementos a este n6 relacionados. Da mesma forma, os elementos do termo independiente
s30, em cada grau de liberdade de um né, proporcionais ao somatério do produto da area
pela tensio nodal de cada elemento convergente ao nd. -
No caso de elementos triangulares quadriticos, o determinante do Jacobiano ndo é
mais constante no elemento. Porém, se considerarmos que trabalhamos com elementos de
boa qualidadade em relagio & forma, o mesmo critério de aproximagdo pode ser adotado.

2.2. Previsio das caracteristicas do nova malha. Malha de Parimetros.

Através da equagdo (15) obteve-se um valor ., isto é, uma medida da relagdo entre
a exatidio requerida e a obtida no elemento que pe itir4 estimar uma nova distribuigo
de tamanhos na malha, necesséria para obter um erro uniforme.
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Da teoria de erro em elementos finitos é bem conhecido que o erro da aproximagio

.» admitindo auséncia de discontinuidades na solugio , esti acotado segundo a seguinte

expressao: .
llell < ah? (25)

onde h é o tamanho do elemento e p a ordem das funcées de interpolagdo . Caso o problema
analisado possua singularidades ou discontinuidades, o expoente p varia (Zienkiewicz e
Zhu, 1991). Desta forma, escrevemos a expressio elementar da equagio (15) como:

~ alhe)
- a(h’;ew )P

he
— h:ew = {'17 ’ (27)

¢ (26)

Destas duas iiltimas expressdes podemos notar que para valores £ > 1, o novo tamanho
de elemento previsto k,,, serd menor que o anterior. O contririo acontecers para valores
de £ < 1. '

Com o intuito de evitar crescimentos exessivos nos elementos, o que pode ocasionar
malhas de baixa qualidade e favorecer a obtengio de valores de erro sempre nienores que
o admissivel, foi introduzido um “amortecimento” no crescimento dos elementos, isto é
quando o valor de ¢ é menor que 1. Neste caso se faz: '

s 020 o
O elemento, portanto, nio crescera mais que 2P vezes o seu tamanho por iteracio .
Resumindo, cada elemento da malha analisada possui um novo valor de tamanho
de elemento previsto, fungio do erro cometido no mesmo. Transladando estes valores ele-
mentares aos nés, mediante uma técnica ansloga ao caso das tensdes, obtem-se uma funcio
continua no dominio de anilise, definido por valores nodais na malha. Dado um ponto qual-
quer no dominio, é possivel determinar o tamanho tedrico previsto de um elemento nesse
ponto, através de interpolacio dos valores nodais do elemento que contém o ponto. Esta
fungio , que denominamos Malha de Parimetros, é de fundamental importancia para a
geragdo da nova malha. Este é.0 assunto do item a seguir.

3. DA ESTIMATIVA DO ERRO A NOVA MALHA. GERAGAO AU-
TOMATICA. -

Na atualidade, abundante é & literatura ¢ os métodos relacionados a geragio au-
tomndtica de malhas planas. As técnicas que alcangaram um maior grau de desenvolvimento
sio as denominadas técnicas de geragio nio estruturada, devido  facilidade de geragio
em geometrias complexas. No caso de malhas planas isto consegue-se principalmente uti-
lizando elementos de formato triangular, porém ja se conhecem técnicas néo estruturadas
com elementos de formato quadrangular (Zhu et.al., 1990). Dentro destes métodos, um
deles, proposto inicialmente por Peraire (1987), é particularmente interesante para os fins
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de geragio adaptiva, devido que as informagdes bésicas que esta técnica precisa sdo as
seguintes: .

a) Definigio da geometria.
b) Definigio das caracteristicas de forma dos elementos dentro do dominio.

O gerador automaticao ARANHA emprega esta técnica que consiste basicamente nas
seguintes operagdes :

Partindo de entidades geométricas (pontos, retas, arcos de circulo, curvas B-Spline)
define-se matematicamente a geometria do dominio de forma tal a tornar esta independente
do tipo de discretizagio em elementos finitos efetuado.

Por outro lado, a informagio sobre as caracteristicas da malha é dada através da
demominada Malha de Parametros (M.P.) isto é, uma malha de elementos triangulares
lineares que cobre o dominio a discretizar. Sobre os nés desta malha associa-se a informagao
sobre forma dos elementos a gerar: tamanho propriamente dito e mais dois parametros
utilizados para obter elementos deformados segundo uma direcio dada. Assim, em cada
ponto do domfnio pode-se obter esta informagio mediante interpolagio .

Com estes dados, a geragio se produz da seguinte maneira: De acordo com a in-
formagio da M.P., discretiza-se o contorno do dominio, formando o que se denomina um
“front” de geracdo : conjunto de segmentos orientados (né inicial - né final). A partis
deste momento, escolhe-se um destes segmentos e, gera-se um triangulo com tamanho e
forma segundo os valores da M.P. no lugar. Gerado o tridangulo, se atualiza o “front”,
e se escolhe outro segmento deste para repetir o ciclo. Este processo finaliza quando o
“front” (que separa a parte j& triangularizada da ndo triangularizada), transforma-se num
conjunto vazio. '

No item anterior foi obtida justamente a funcdo que o gerador precisa, a M.P., cu-
jos valores nodais foram calculados de forma a obter uma malha adequada ao problema
analizado.

O processo adaptativo entéo, consiste nos seguintes passos:

0. Definigio de geometria e Malha de Parimetros inicial (geralmente com tamanho de
elementos uniforme). ' -

1. Geragio da malha segundo a M. de P.

2. Anélise do problema. Obtengdo das tensbes aproximadas.

3. Estimativa do erro. ’

4. Caso o erro estimado seja inferior ao erro admissivel, fim do processo. Caso contririo,

5. Atribui¢io dos valores de tamanho de elemento previsto nos nés da malha analizada
e definicio desta matha como nova M. de P. -

6. Retornaal

O critério de fim de processo variard segundo as exigéncias do usudrio em relagio ao
valor do erro. A seguir motramos alguns exemplos numéricos.
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4. EXEMPLOS

Tem-se no primeiro exemplo, uma placa de espessura unitiria com um furo no meio
submetida a tragio . Por condigio de simetria, analisa-se 56 a metade da pega. Devido a
sua geometria, admite-sc a hipétese de estado plano de tensdes. Foram utilizados elementos
isoparamétricos de trés nés. . B

Apresentamos dois ciclos de adaptatividade:a partir de uma malha inicial. Para a
anélise, utiliza-se o analisador de estados planos do SDP (Sistema para Desenvolvimento
de Programas em Elementos Finitos) (SDP, 1991). O programa ADAPTE avalia o erro ¢
fornece ao gerador ARANHA uma nova malha de parametros utilizando a malha analisada
como base. O erro admissivel foi de 15%. Os valores obtidos sio sempre inferiores, devido
a0 limite imposto ac crescimento comentado anteriormente.

/ EXEMPLO 1: 5,4 = 0.15; E =1000.0; y=0.3 ;Espessura=1.0; P=1.0

B S

10 T

30

MALHA 0: 5 =0.196 MALHA 1: p =0.129 MALHA 2: 5 =0.123
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se tém um tubo de paredes grossas, submetido a pressdo

Neste segundo exemplo,
O erro admissivel solicitado

interna. A hipétese de analise é estado plane de deformagdes .
foi de 15%.

EXEMPLO 2: 150 = 0.15; E =10000; v=03; P=10
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Neste terceiro exemplo se apresenta um semi-cilindro submetido a um carregamento
distribuiido na sua face superior e apoiado sobre uma superficic rigida. Neste exemplo foi
necessirio uma anélise de contato utilizando elcmentos para estado plano de deformagoes
{Fancello el.al, 1990). O crro solicitado fo' de 8%.

s V-

-

MALBA 0: 5 =0.129

S uvAYAV
o VA
SRR A
SRR
KK K>
DOSBIRREII NS>
RSP 'MALHA 1: 5 = 0.072

EXEMPLO 2: 5,4 = 0.08; E = 1000.0; y=0.3; P = 30
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5. CONCLUSOES

O tipo de adaptativide implementada foi a continuagio e a0 mesmo tempo con-
sequéncia das ferramentas de geracio automatica ja desenvolvidas. Este método possui
algumas vantages e desvantagens em relagdo a outras técnicas adaptativas tipo “h” como
a insercio de elementos nas regides onde o erro supera o valor solicitado (Venere, 1989).

Como desvantagens temos que o custo de uma geragio completa é bem superior a0
custo de densificacio por “divisio” dos elementos. A divisio da malha original também
facilita a utilizagio de técnicas “multigrid”, por nio modificar a posigdo dos nés antigos
na nova malha.

Dentre as vantagens, as duas maiores s&o per um lado, a possibilidade de manter rel-
ativamente constante quantidade de graus de liberdade, problema grave na outra técnica
onde este ntimero tende a crescer rapidamente. Por outro lado, a aproximagio da geome-
tria, no caso de densificagdo por divisdo de elementos, fica sempre vinculada a primeira
malha gerada, contririo ao que acontece com a utilizagio de geradores onde a geometria
& uma entidade desvinculada da malha. Esta diferéncia pode ser decisoria, se tomamos
como exemplo qualquer um dos trés problemas apresentados. ’

Também devemos ressaltar que o custo relativo da geragdo dependerd do tipo de
andliserealizada. A resolucio de um sistema néo linear como o do Gltimo exemplo mostrado
justifica amplamente a geragdo de uma malha completa. ,

Problemas envolvendo no linearidade material como plasticidade, viscoplasticidade,
analise limite, etc., possuem uma relagdo (Custo Analise / Custo Geragio ) suficienternente

elevada como para estimular o desenvolvimento de estimadores ‘de érro e procedimentos

adaptativos segundo a diregso apresentada.
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