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Apresenta-se neste trabalho a implementa~ao de um progmma pam eatimar 0 erro de
apro:dma~ao e preparar dados pam gem~ao adaptativa de malhas em eatados pIanos de
elasticidade linear, quando saD utilizados elementos triangulares isopammetricos de :1 e 6
n6s. Mostra-se a teoria associada Ii estimativa de erro e a previslio das caractensticas da
nova malha. Tambim se mostram os princapios btisicos do gemdor- automatico, a junfao
deate com 0 estimador de erro e, finalmente, algumas malhas como exemplo do processo
adaptativo.

Muitos esfor~s tem sido dedicados a. automatizac;io de processos de projeto envolvedo
an8.lise nurnerica'por elementos finitos, com 0 objetivo final de-diminuir as exigencias
de conhecimentos previos sobre 0 problema analisado e de experiencia do analisador ou
projetista. 0 grau de automatiza"ao destes llrocessos foi aumentando progressivamente na
medida em que foi evoluindo 0 desenvolvimento em areas tais como teoria de otimiza~
, an8.lise de sensibilidade, gera~ automatica de malhas, estimativa de erro, visualiz~
de resultados, etc. 0 assunto que &qui tratamos corresponde a jun~ de dois dos itens
a.cima mencionados: Estimativa de erro e gera~ automatica de malhas, ambos orientados
a. gera~ adaptativa.
, Mediante gera~ adaptativa pretende-se fumeeer malhas de elementos finitos ade-
quadas a.o problema em estudo, no sentido que 0 erro cometido na aproxima.l;ao seja uni-
forme e nao superior a urn valor solicitado. Este tipo de adapt~ compreende processos
conhecidos naliteratura como tipo "h", nos quais, a partir de uma an8.lise e, mediante a
estimativa do erro cometido na aproxi~ , se faz uma previsoo do novo ta.ma.nho de
elemento a ser utilizado para ajustar a solu~o a um valor admissivel. .

. Seguindo alinha proposta por Zienkiewickz e Zhu, (1987) foi implementado neste
traba.lho um programa. para estimar 0 erro de aproxim8.'<ooe predizer urn novo formato da
malha de forma a obter uniformidade do, erro.



Esto novo forma.to da malha previsto e fornecida pelo programa mediante valores
. (novo tamanho de elemento) associados aos nos da malha analisada.

A partir desta informa~iio e da defini~iio da geometria do problema, gera-se uma nova
malha utilizando 0 gerador automatico ARANHA (Fancello et.al., 1990, 1991).

o cOdigo implement ado, denominado ADAPTE, permite a estimativa do erro de prob-
lemas pIanos em elasticidade, utilizando elementos isoparametricos triangulares de 3 e 6
nos. Foi programado de forma tal que seu uso seja independiente do analizador utilizado,
sendo forneddos atraves de arquivo em formato livre, coordenadas, incidencia e tensOes
elementares, alem de alguns parametros como tipo de elemento, tipo de problema (tensiio
plana, deformac;iio plana, axisimetrico), etc .

• A seguir mostraremos a tecnica utilizada para estimar 0 erro e os criterios de previsiio
das caracteristicas aa nova malha.

Mostraremos tam.oom de forma. susclnta os prindpios no qual se baseia 0 gerador
automatico utilizado e como se efetua a jun<;ii.oentre este e 0 estimador de erro.

2.1. Teoria de aproxima<;ao em problemas pIanos em elasticidade linear.
Os problemas aqui tratados correspondem a equa¢es variacionais do tipo

uEV
a(u,w) = l(w) 'r/w E V,

nnde a e uma forma bilinear e coerciva (V-eliptica), propriedades que aseguram existencia
e unicidade da solu~ao u (teorema de Lax-Milgram). A solu<;ii.oaproximada obtida pelo
metodo dos Elementos Finitos cumpre a igualdade

u" EV"
a(u""w,,) = l(w,,) Vw" E V",

onde V" e 0 espaco das fun¢es base da discretiza<;ii.oadotada. Considerando que 0 dominio
do proJ;>lemaexato e do problema aproximado coincidem e assumindo que V" C V a equa<;ii.o
(1) e vaIida para todo v" E V". Assim, da diferen~a entre (1) e (2) temos

Denominando e = u - Uh 0 erro cometido pela aproxi~ , vemos que' este valor e
ortogonal a. aproximac;ao efetuada.

No caso de elasticidade, a forma bilinear a corresponde a. opera.<;ao

a(u,w) = J DVu·· Vw'dfl,
II

ond.e De 0 tensor d.e elasticidade de Green e Vu' eo tensor de deformac;ao associado ao
problema.



a(u,w) = J D-1T(u). T(w)dO,
a

As propriedades da. forma. a permitem utiliza.-la. como uma. norma., denominada. norma.
energia.:

lIull::; (a(u,u»1/2 = (j DVu·. VU'dO)1/2
a

= (j D-1T(u). T(u)dO)1/2
a

Desta. forma., dada. a. solu~ exata. u,a solu~io a.proximada. Uh e as respectivas tensOes
T e Th, temos que:

lIull = (a{u,u))1/2 = (J D-1T. TdO)1/2, (8)
. a

lIuh II = (a(uh, Uh))1/2 = (J D-1Th . T"dO)1/2, (9)
a

lIeU= (a(u -Uh,U- Uh))1/2 ::= <fa D-1(T -Th)· (T:-Th)dO)1/2. (10)

Na.turalmente, a. solu~ exa.ta (u, T) nao e conhecida. Por esta. razio, calcula.-se
uma. estimativa do erro cometido mediante a. utiliza~ de urna tensio T* que, sob algum
criterio, produz uma. aproxi~ melhor de T que 0 valor Th. Este criterio sera. discutido
posteriormente.

Assim, a norma. estimada do erro cometido esta. dada. por

Para. adimensionalizar os valores das normas, calcula-se 0 quociente do erro sobre a
norma. de energia:

Este valor indica 0 erro percentual em termos globais. Porem, urn d08 ~bjetivos da
adaptatividade e garantir uni£ormidade do erro, isto e, pretende-se que em todo elemento da
mallia 0 erro nio supere um valor pre-estabelecido. Este erro elementar solicitado calcula-
se da seguinte forma. Seja fJ,id a percentagem de erro maxima solicitada (admissivel) e e:d
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o"eero elementar maximo admissivcI. Se todos os elementos da malha posuissem este erro
teremos que

(mllee 112)1/2
T/BJ = (/lUll 112~ lIe/l2 )1/2

.;mlle:JII
= (IIUIl 112 + lIell2 )1/2 '

II • II _ (IIU1l1l2 + IIell2)1/2
eBJ - T/Bd ..;m

onde m e 0 numero de elementos da malha.
Assim, para cada elemento calcula-se a diferen!<aentre 0 valor de eero estimado na

analise e 0 desejado:

No trabalho de Zienkiewicz and Zhu, (1987), inclui-se urn fator empirico de corre~ao
do erro estimado que depende do tipo de eler.:tento. Este fator vale f = 1.3 para triangulos
lineares e f = 1.4 para triangulos quadraticos. Assim,

Antes de apresentar a maneira em que este valor e utilizado para prever uma nova
malha, retornamos a uma aspecto importante ja menclOnado. Urn dos pontos chave na
estimativa de erro reside no criMr.o utilizado para estabelecer urn novo valor de tensao
que melhore, em alguma medida, 0 valor obtido pela aproxima~o , sem que este calculo
implique un custo equivalente a. propria analise.

Urn tratamento usual consiste em assumir urn campo de tensoes proveniente da uti-
liza!<aodas mesmas fun~s de interpola~ que as utilizadas para os deslocamentos:

Assim, determinam-se valores nodais 'l'* tais que produzam 0 menor valor do seguinte
funcional (m,Jnimosquadrados):

.r('l'.) = J (T· - Th)2dQ .. , () .

J (T· - Th) . NTdfl = 0 vi' E R" ,
()

ou, equivalentemente a resolu~ do sistema



M= J NTNdf1.
o

Resolver 0 sistema assim como apresenta.do significa violar a restri~ sobre 0 custo
numerico do estima.dor de erro. Uma forma de enfrentar este problema consiste em tomar
algurn criterio para trabalhar com uma matriz de massa diagonal ao inves da matriz
consistente M. Varios destes criterios podem ser vistos em Hughes, (1987). No presente
traba.Jho e a.dotada a diagonaliza~ por quadratura nodal, isto e, os pontos de integra<;aa
saa tornados a.cirna. dos nos. Desta ma.neira se produz urna. diagonaliza<;ao automatica da
matriz de ma.ssa no momento que a unica fun~ de forma com valor diferente de zero e
a propria fun<;il.odo- no em questaa, com valor igual a. unida.de. Assim, temos para cada
elemento:

Mil = J Cf'iCf'jdf1.o.
N1'

=L Cf'i (p)Cf'j(p)W(p) det J.
1'=1

dado que 0 ponto de integra~ p e um no do elernento temos que:

nn

M~ = L W(i)detJ

! M;e. = 0 i:F j.
! •

onde nn e 0 numero de nos do elemento. Analoga.rnente, as for~ equiva.lentes podem ser
escritas como:

nn

Pi =L T,,(i)W(i)det J.

No ca.so dos elementos triangulares linea.res, 0 determinante do Jacobiano e igual
a duas vezes a area do elemento. Assim, os elementos da matriz diagonal M saa, em
ca.da grau de liberda.de correspondente a um no, proporcionais ao somatorio das areas dos
elementos a este no rela.cionados. Da mesma forma, os elementos do termo independiente
saa, em cada grau de liberdade de urn no, proporcionais a.o somat6rio do produto da. area
pela tensaa nodal de cada elemento convergente a.o no.

No caso de elementos triangulares quadraticos, 0 determina.nte do Jacobiano naa e
mais constante no elernento. Porem, se considerarmos que trabalhamos com elementos de
boa. qualidadade em rela.<;il.oa. forma., 0 mesmo criterio de aproxirna.(jaa pode ser adotado.

2.2. Previsao das caractedsticas do nova malha. Mallia de parametros.

Atraves da equa<;aa (15) obteve-se urn valor ee, isto e, uma medida da rela¢<> entre
a. exatidao requerida e a obtida no elemento que permitira estimar uma nova. distribui~
de tama.nhos na malha, necessaria para 'Obter urn erro uniforme.
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Da teoria de erro em elementos finitos e bem conhecido que 0 erro da aproxima<;3:o
.' admitindo ausencia de discontinuidades na solu~ao , esta. acotado segundo a seguinte
expressao:

onde h eo tamauho do elemento e p a ordem das funcoes de interpola~. Caso 0 problema
analisado possua singularidades ou discontinuidades, 0 expoente p varia (Zienkiewicz e
Zhu, 1991). Desta forma, escrevemos a expressao elementar da equa<;3:o(15) como:

a(h·)Pe·~----a(h~.w)p

h·
-+ h:.w = e~/p (27)

Destas duas ultimas expressoes podemos notar que para valores e > 1, 0 novo tamanho
de elemento previsto hn•UJ sera menor que 0 anterior. 0 contrario acontecera para valores
de e < 1. .

Com 0 intuito de evitar crescimentos exessivos nos elementos, 0 que pode ocasionar
malhas de baixa qualidade e favorecer a obtenl;ao de valores de erro sempre menores que
o admissfvel, foi introduzido urn "amortecimento" no crescimento dos elementos, isto e
quando 0 valor de e e menor que 1. Neste caso se faz:

o elemento, portanto, nao crescera. mais que 21/p vezes 0 seu tamanho por iteia~o .
Resumindo, cada elemento da malha analisada possui urn novo valor de tamanho

de elemento previsto, funl;aO do eno cometido no mesmo. Transladando estes valores ele-
mentares aos nos, mediante uma tecnica anaIoga ao caso das tensoes, obtem-se uma funl;ao
continua no dominio de analise, definido por valores nodais na mallia. Dado urn ponto qual-
quer no dominic, e posslvel determinar 0 tamanho te6rico previsto de urn elemento nesse
ponto, atraves de interpola¢o dos valores nodais do elemento que con tern 0 PI;>ntO.Esta
funl;ao , que denominamos Malha de Parametros, e de fu.ndamental importancia para a
geraliao da nova malha. Este e.o assunto do item a seguir.

3. DA ESTIMATIVA DO ERRO A NOVA MALHA. GERA<;.AO AU-
TOMATICA.

Na atualidade, abundante e a literatura e os metodos r.elacionados a. gera.~ao au-
tomatica de malhas planas. As tecnicasque alcan~ram urn maior grau de desenvolvimento
sac as denorninadas tecnicas de gera<;3:onao estruturada, devido a. facilidade de gera~ao
em geometrias complexas. No caso de malhas planas isto consegue-se principalmente uti-
lizando elementos de formato triangular, porem j~ se cOllhecem tecnicas nao estruturadas
com elementos de formato quadrangular (Zhu et.al., 1990). Dentro destes metodos, urn
deles, proposto inicialmente por Peraire (1987), e particularmente interesante para os fins



de gera~ adaptiva, devido que as informa¢es'pasicas que esta tecnica precisa. sac as
seguintes:

a) Defini~ da geometria.
b) Definie<aodas ca.racteristicas de forma dos elementos dentro do dominio.

o gerador automa.ticao ARANHA ernprega esta tecnica que consiste basicamente nas
seguintes operae<Oes:

Partindo de entidades geometricas (pontos, retas, arcos de circulo, curvas B-Spline)
define-se matema.ticamente a geometria. do dominio de forma tal a tornar esta independente
do tipo de discretiza~ao ern elementos finitos efetuado.

Por outro lado, a inform~o sobre as caracteristicas da malha e da.da atraves da
demominada Malha de Parametros (M.P.) isto e, uma. malha de elementos triangulares
linea.res que cobre 0 dominio a discretizar. Sobre os nos desta. malha associa.-se a informa.~ao
sobre forma. dos elementos a gerar: tamanho propriamente dito e mais dois parametros
utilizados para obter elementos deformados segundo uma dire~ao dada. Assim, em cada
ponto do dominio pode-se obter esta infomla¢o mediante interpola~ .

Com estes da.dos, a gera~ se produz da seguinte maneira: De acordo com a in-
forma~ da M.P., diseretiza.-se 0 contorno do dominio, formando 0 que se denomina. urn
"front" de gera~ : conjunto de segmentos orientados (no inicial - no final). A partir
deste momento, escolhe-se urn destes segmentos e, gera-se urn triangulo com ta.ma.nho e
forma. segundo os valores da. M.P. no lugar. Gerado 0 triangulo, se a.tua.liza. 0 "front",
e se escolhe outro segmento deste para. repetir 0 cielo. Este processo finaliza. quando 0

"front" (que separa a parte ja. triangularizada da nao triangulariza.da), transforma.-se nurn
conjunto vazio.

No item anterior foi obtida justamente a. fun~ao que 0 gerador precisa, a M.P., cu-
jos valores nodais foram calcula.dos de forma. a. obter uma malha adequada ao problema
ana.liza.do.

o processo adaptativo entao, consiste nos seguintes passos:

O. Defini~ de geometria. e Ma.lha. de Parametros inicia.l (gera.lrnente com ta.ma.nho de
elementos uniforme).

1. Ger~ da malha segundo a M. de P.
2. Analise do problema. Obten~ das tensOes aproximadas.
3. Estima.tiva do erro.
4. Caso 0 erro estimado seja inferior a.oerro admissivel, fim do processo. Caso contrario,
5. Atribui~ dos va-Iores de tamanho de elemento previsto nos nOs da malha analizada.

e defini~ desta malha como nova. M. de P.
6. Retoma a 1

o criterio de fim de processo variara..segundo as exigencias do usua.no em rela~ a.o
valor do erro. A seguir motramos alguns exemplos nurnericos.
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Tem-se no primeiro exemplo, uma placa de cspcssura unitaria com um furo no meio
submetida a tra~iio. Por condil;a.o de simctria, analisa-se so a mctadc da pc~a. O('vido a
sua geometrfa, admite-se a hipotese de estadoplano,detens5cs. Foram utilizados elementos
isoparametricos de trcs nos. ...

Apresentamos dois ciclos deadapta.tividadca partir de uma. malha initial. Para a
analise, utiliza-se 0 analisador de estados pianos do SOP (Sistcma para Desenvolvimcnto
de Programas em Elementos Finitos) (SDP, 1991). 0 programa AOAPTE avalia 0 erro e
fornece ao gerador ARANHA uma nova malha de parametros utilizando a malha analisada
como base. 0 erro admissivel foi de 15%.· Os valores obtidos sao sempre inferiores, devido
ao limite imposto ao' crescimento comentado anteriormente.

*I

t p



Eduardo Fancello; Raul Feij60

Neste segundo exernplo, se tern urn tubo de paredes grossas, subrnetido a pressii.o
interna. A hipotese de analise e estado plane de deforrna~Oes. 0 erro adrnissive1 solidtado

foi de 15%.

EXEMPLO 2: fJ •.d = 0.15 ; E = 1000.0; ~ = 0.3 ; P = 1.0

2~J11
MALHA 0 : lJ = 0.352
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Neste terceiro exernplo se apresenta urn semi-cilindro submetido a um carregamento
distribuiido na sua face superior e apoiado sobre uma supcrficie r{gida. Neste excmplo foi
necessario uma analise de contato utilizando elemcntos para estado plano de deforma~oCl;
(Fancello et.al, 1990). 0 erro solicitado fo de 8%.
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o tipo de adaptativide implementada foi a continuac;ao e ao mesmo tempo con-
sequencia das ferramentas de. gera¢<> automa.tica ja. desenvolvidas. Este metodo possui
algumas vantages e desvantagens em rela¢<> a outras tecnicas adaptativas tipo "h" como
a inserc;ao de elementos nas regiOes onde 0 erro supera 0 valor 5Olicitado (Venere, 1989).

Como desvantagens tenlOs que 0 custo de uma gera¢<> completa e bem superior ao
custo de densifica¢<> por "divisao" dos elementos. A divisao da malha original tambem
facilita a utiliza¢<> de tecnicas "multigrid", por nao modificar a posi¢<> dos nos antigos
na nova malha.

Dentre as vantagens, as duas maiores sao por um lado, a possibilidade de manter rel-
ativamente constante quantidade de graus de liberdade, problema grave na outra tecnica
onde este numero tende a crescer rapidamente. Por outro lado, a aproxima¢<> da geome-
tria, no caso de densifica¢<> por divisao de elementos, fica sempre vinculada a primeira
malha gerada, contrario ao que acontece corn a utilizac;ao de geradores onde a geometria
e uma entidade desvinculada da mallia. Esta diferencia pode ser decisoria, se tomamos
como exemplo qualquer urn dos tres problemas apresentados. .

Tambem devemos ressaltar que 0 custo relativo da gera¢<> dependera do tipo de
ana.lise realizada. A resolu¢o de urn sistema nao linear como 0 do Ultimo exemplo mostrado
justifica amplamente a gera¢<> de urna malha completa.

Problemas envolvendo nao linearidade material como plasticidade, viscoplasticidade,
analise limite, etc., possuem uma relac;ao (Custo Analise I Custo Gera ••ao ) suficientemente
elevada como para estimular 0 desenvolvimento de estiIIiadores "de {irro e procedimentos
adaptativos segundo a dir.e¢<> apresentada.
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