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RESUMEN

En este trabajo se aplica un algoritmo de refinamiento de mallas
interactivo, en la solucién de problemas de concentracién de esfuerzos.
En particular se aplica al problema de contacto sin roce entre cuerpos
elasticos. La solucién de este problema se basa en una formulacidén de
penalidad, que consiste en minimizar un funcional de contacto, el cual se
construye en base a la energia potencial total del sistema y a una
energia ficticia que toma en cuenta las condiciones de contacto.

ABSTRACT

In this work an interactive mesh refinement algorithm is applicated to
the solution of stress concentration problems. In particular, it’s
applicated to the problenm of contact without friction between elastic
pbodies. The solution-6f this problem is based on a formulation of
penalty, which consists in minimizing a funtional of contact, which is
made with the total potential energy of the system and a fictitious

energy taking into account the conditions of contact.

INTRODUCCION

En problemas de disefio mecanico, especialmente en el caso de elementos
mecanicos sometidos a cargas variables en el tiempo, es fundamental
conocer la distribucién de esfuerzos en torno..a discontinuidades
geométricas o'én torno a las zonas de contacto entre cuerpos elasticos..
En el caso de cuerpos de geometrias sencillas y sometidos a cargas
simples estos esfuerzos pueden ser calculados analiticamente [1]; sin
embargo, para configuraciones més complicadas deben, inevitablemente,
emplearse métodos numérices [2,3].

En éste trabajo se emplea el método de los elementos finitos, en un
contexto bidimensional, para encontrar una solucién numérica tanto del
problema de concentracién de esfuerzos como del problema de contacto sin
roce entre dos cuerpos elasticos.

En los problemas mencionados, la seleccién de una malla de elementos
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finitos es una de las decisiones mas importantes en la aplicacién y
confiabilidad del método, especialmente en el caso en que el gradiente de
los esfuerzos sea elevado. En este trabajo se utiliza un ambiente
interactivo [4] que permite al usuario emplear su experiencia para
construir una malla adecuada y obtener asi una solucién numérica
confiable del problema. En este ambiente se genera una malla inicial la
que se refina interactivamente, local y selectivamente, a medida que el
usuario se lo solicita al sistema. El refinamiento es entonces dinamico,
al contrario de lo que sucede en los sistemas convencionales, donde la
discretizacidn es estatica, es decir, gque no puede ser modificada una vez

construida.

En el caso del problema de contacto, la solucién se basa en una
formulacién de penalidad, que consiste en minimizar un funcional de
contacto, el cual se construye en base a la energia potencial total del
sistema y a una energia ficticia de contacto.

REFINAMIENTO INTERACTIVO

El método de los elementos finitos ha llegado a ser una de las técnicas
mas usadas en la resolucién numérica de problemas de la mas diversa
indole. Sin embargo, la definicién de una discretizacién adecuada del
dominio del problema, especialmente en zonas donde se necesita obtener
una discretizacién mas fina, constituye adn un trabajo inicial muy
loborioso. Es deseable entonces contar con una herramienta eficaz, que
facilite esta labor.

Con este propésito se desarrollé un algoritmo de refinamiento para mallas
de tridngulos. Este algoritmo se basa en dividir 1los tridngulos en
cuatro partes, partiendo del lado mas largo, como se indica en la figura
1(a). Con el objeto de obtener una triangulacién valida, el refinamiento
se propaga dividiendo algunos triangulos vecinos, como se muestra en la
figura 1(b), donde, al refinar el triangulo inferior, también se refina
el triangulo superior.

P
(a) (b)

Figura 1. Refinamientoc de tridngulos

Se demuestra que todas las triangulaciones construidas de esta manera son
triangulaciones validas y suaves (la transicién entre tridngulos pequefios
y grandes no es abrupta) y que los angulos no degeheran a través del
proceso [4].

CONTACTO SIN FRICCION

Se consideran dos cuerpos de volumenes V, and V,, sometidos a fuerzas de

volumen F y de superficie t en una zona 5.. El estado de esfuerzos 6 y
de deformaciones € es el que minimiza el tuncional [5]:
J = 1/2 J o € AV - I F u dav - I tu dSt (1)
v v v
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donde u es el desplazamiento. Al considerar el contacto entre dos
cuerpos, la siguiente restriccioén debe ser satisfecha:

(w,~w, ) - n+820 (2)

donde u, y u, son los desplazamientos en los cuerpos 1 y 2
respectivamente, n es el vector normal unitario sobre la superficie de
contacto y B es la separacién inicial entre los dos cuerpos en la
direccidén de n.

La aplicacién del procedimiento esténdar del método de los elementos
finitos conduce a colocar la ecuacién (1) de la siguiente manera:

Ju) = 1/2 4" (K] u-u £ (3)

donde u es el vector de incrementos de los desplazamientos ncdales; [K]
es la matriz de rigidez y f es el vector de fuerzas nodales obtenido a
partir de las dos Gltimas integrales de (1).

Para representar las restricciones de contacto dadas por la relacion (2),
se consideran dos superficies discretizadas préximas a entrar en
contacto, como se muestra en la figura 2.

Figura 2. Superficies discretizadas.

Si una de estas superficies se toma como superficie de referencia 5.R, se
definen las siguientes variables relativas al nodo i.

n, = vector unitario normal a la S.R. en el nodo i.

g, = separacién inicial entre el nodo i y la S.R. medida en la
direccién de n,.

u, = desplazamiento del nodo i.

u; = desplazamiento del nodo j.

w = desplazamiento del nodo k.

P = punto de la S.R. mas cercano al nodo i.

a, = parametro posicional adimensional del punto P.

El desplazamiento del punto P es interpolado linealmente en funcidén de
los desplazamientos de los nodos i y j, mediante la expresién

u, = (1~ a; ) u; - oo (4)

si inicialmente el nodo i se encuentra a una distancia 8, de la S.R., 1la
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relacién (2) puede expresarse mediante

§. = (u -1 ) n, + B, 20 (5)

i i P i

donde §, es la separacién final del nodo i.

Con el objetivo de desarrollar expresiones adecuadas para una formulacién
mediante elementos finitos, es conveniente escribir la restriccidén de
contacto (5) en forma vectorial

§ =B, +cil uz o (6)

donde u representa el vector de todos los incrementos de los
desplazamientos nodales del sistema. El vector ¢;, denominado vector de
contacto en el punto i, se define como

¢,/ = (0,..., 1n;,0..,-(1- e;)n;,0..,-an;,0,..,0) (7)

Extendiendo la relacién (6) para todos los nodos de contacto y empleando
(7) se obtiene la expresioén matricial

§=8 +C uzx2 o0 (8)

donde los vectores § y 8 representan las separaciones finales e
iniciales de todos los nodos de contacto, respectivamente. La matriz C
denominada "Matriz de Contacto", es de orden n x c, donde "n" son todos
los grados de libertad del problema y "c" son los nodos de contacto. De
esta manera C se encuentra constituida por los vectores ¢, mediante la
relacién:

C=1[¢Cy, Cy Cgrevens c.) (9)
Para resolver el problema planteado se emplea un método de penalidad, que
consiste en satisfacer las condiciones de contacto en forma aproximada,

minimizando el cuadrado de las separaciones finales de los nodos de
contaco. Esta expresidn se escribe,

I=1/2%k, (6§68 =172k, (¢ +u )’ (C +u (10)

donde k, es un parametro de penalidad. Fisicamente, k representa la
constante de un resorte ficticio, ubicado entre el nodo i y el punto p de
la figura 2, gue actda como un mecanismo de transferencia de energia
entre ambas superficies; de este modo la relacién (10) puede ser
considerada como un término de energia ficticia

Si se considera el funcional (3), al agregar el término energético (10),
el funcional a minimizar estara dado por

T=J+1 (11)

Una variacién de m con respecto a u conduce a la relacidén

{R+k,ccC Ju+f+k ¢c8=0 (12)
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APLICACIONES

Placa perforada sometida a traccidén. Un primer ejemplo, relacionado con
concentracién de esfuerzos, consiste en traccionar una placa que tiene
una perforacién de 50 mm de radio, como se muestra en la figura 3. La
fuerza_ aplicada es de 400 kg y la seccidén transversal de la placa es de

400 mm?.
§

F < 400 mm ﬁ-—-——;—»Fzmox«;

R = 50 mm

l._-4oo nm—»'

Figura 3. Placa perforada.

Inicialmente se construyd una malla de elementos finitos de 16 nodos. La
zona de refinamiento consistid en un cuadrado de 70 mm x 70 mm, como se
muestra en la figura 4(a). Después de tres refinamientos sucesivos se
obtuvo una malla de 181 nodos. Esta malla se muestra en la figura 4(b).
Se observa un refinamiento refinado localizado regular y un paso suave
desde los triangulos pequefios a los mds grandes.

(a) (b)

Figura 4 (a) Malla inicial de la placa perforada
(b) Malla final de la placa perforada.
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Con la ultima malla se calcularon numéricamente los esfuerzos. En la
figura 5 se muestra el esfuerzo normal o, sobre el eje y, en funcidn de
la distancia al borde de la perforacidn. Se observa una exelente
correlacidén entre los valores numéricos y los analiticos. Estos udltimos
se calculan mediante la relacidén [1]

0y = S/2 (1 + (R/r)?) - S/2 (1 + 3 (R/r)* ) cos 20

donde S es el esfuerzo nominal y R el radio de la perforacidén. Para la
curva mostrada en la figura 5, € vale 90°.

o, [kg/mm? ]

"Analitico
3 Numérico ™
2
1
T T T T ] T y [mm]
1 2 3 4 5

Figura 5. Esfuerzo tangencial.

Contacto entre cilindro y plano. Un segundo ejemplo se relaciona con un
problema de contacto. Consiste en un cilindro de 70 mm de radio, cargado
con una fuerza de 5000 kg sobre un bloque plano rigido, como se
esquematiza en la figura 6.

F = 5000 Kg

Cilindro eléstico

Blogue rigido

Figura 6. Contacto entre cilindro y plano.

Se construyé una malla inicial de 26 nodos, la que se muestra en la
figura 7(a). En la figura 7(b) se muestra una malla obtenida después de
tres refinamientos sucesivos. En este caso la zona de refinamiento
consistié en un circulo de 30 mm de diametro con su centro ubicado a 10
mm sobre el punto de contacto. En la figura 7(c) se muestra una malla
obtenida con cuatro refinamientos sucesivos a partir de la malla inicial
de la figura 7(a), perc con una zona de refinamiento mAs pequena.
Claramente se observa, en esta ultima malla, un refinamiento mas
concentrado.
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o, [kg/mm* ]
Analitico
30 Numérico .
20
10
T T T T T T y [mm]
1 2 3 4 5

Figura 8. Esfuerzo de compresién

CONCLUSIONES

Este trabajo muestra que el refinamiento interactivoe de mallas
constituye una herramienta de apoyo de enorme utilidad para definir la
discretizacién a utilizar en la resolucién de un problema numérico. Esta
herramienta permite transformar un trabajo laboriosc, como es el de
definir la discretizacién en una zona que requiere un elevado grado de
refinamiento, en una tarea muy simple. En general, los pasos que se deben
seguir son los que se indican a continuacioén:

- construir una malla inicial basta

- definir la zona que se desea refinar

- refinar hasta obtener una malla adecuada. En esta etapa se puede
tanto refinar como desrefinar.

- ejecutar el programa de calculo

- si el resultado no es satisfactorio se pueden repetir las etapas
anteriores.
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