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ABSTRACT

This paper presents a pertubation approach for the first and second order sensitivity of
eigenvalue problems, as they arise in buckling and vibration of structural systems. A particular
feature introduced in the formulation is the dependence of all matrices defining the problem, not
only on the design parameter, birt also on the precritical state. This means that the displacement
sensitivity of the fundamental path (in buckling problems) or a prestressed state (in vibration
problems) are introduced in the analysis. Two techniques are considered in this work: first, the
direct method; and second, the adjoint method. First and second order sensitivity equations
for eigenvalues and eigenvectors are derived, and it is shown that second order semsitivity of
eigenvalue does not require of a new adjoint problem to be solved.

RESUMEN

Se presenta un procedimiento de perturbacién para sensibilidad de primer y segundo orden
en problemas de valores propios, tal como aparecen en inestabilidad y vibraciones de sistemas
estructurales. Un aspecto particular introducido en la formulacién es la dependencia de todas las
matrices que definen el problema, no sélo con el parametro de disefio, sino también con el estado
precritico. Esto implica introducir 1a sensibilidad de la trayectoria fundamental en problemas de
pandeo; o un estado de pretensién en problemas de vibraciones. Se han considerado dos técnicas:
el método directo y el adjunto. Se derivan las ecuaciones de sensibilidad de primero y segundo
orden para valores y vectores propios, y se muestra que para encontrar sensibilidad de segundo
orden del valor propio no se requiere resolver un problema adjunto nuevo.

INTRODUCCION

En un analisis de sensibilidad se estudia de qué manera cambia la respuesta de un sistema
cuando se modifican pardmetros que definen caracteristicas del sistema. En el caso de estructuras,
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la respuesta del sistema puede estar caracterizada por desplazamientos, tensiones, frecuencias
naturales, cargas‘criticas, et¢.! Los pardmétros: considerados son variables de disefio, como el
espesor de una lamina, la forma, ete; Un estado del arte de andlisis de sensibilidad en estructuras,
puede encontrarse en el texto de Haug, Choi y Komkov (1986) [1). En el presente trabajo se
consideran respuestas expresadas a través de cargas criticas de inestabilidad, o eventualmente
frecuencias naturales. La forma matemdtica que permite modelar estos problemas son ecuaciones
de vectores y valores propios.

La sensibilidad de cargas criticas ante cambios en parametros de disefio ha sido estudiada
por Mroz y colaboradores (2] en una serie de trabajos. Un avance importante en esta érea ha
sido la formulacién del método adjunto (Dems y Mroz, 1983) [3]. El método ha sido extendido
a variaciones en la forma y en las condiciones de contorno (Mroz, 1987) [4] y problemas ter-
moelasticos (Dems, 1987) [5]. Un resumen de las contribuciones de este grupo puede encontrarse
en el trabajo de Mroz (1991) [6]. El anélisis de sensibilidad tiene muchas aplicaciones; entre
ellas, estd siendo usado en el contexto de mecénica de fracturas (Taroco, 1990) [7] y modelado
de imperfecciones (Godoy, 1990) [8].

Este trabajo se refiere a sensibilidad de primero y segundo orden de problemas de valores
propios, como los que surgen en determinacion de cargas criticas y frecuencias naturales. Se usa
la técnica. de perturbaciones de sistemas discretos (Godoy et. al, 1990) [9] para explicitar la
dependencia de las variables de respuesta con el parametro del sistema con respecto al cual se
busca la sensibilidad. Dos técnicas se han considerado: el método directo y el metodo adjunto,
con el objeto de comparar las posibilidades de ambos en el andlisis.

DEFINICION DEL PROBLEMA ESTUDIADO

Consideraremos un si_stemé. en estado critico, dado por la condicién
K + XM Kg)lX =0 : ‘ (1)

donde K y K¢ son matrices simétricas, A es el autovalor y X es el autovector. El vector X se
supone que esta normalizado en la forma

XT Keg X = 1. (2)

Previo el estado critico, las variables de respuesta se designan a traves de un vector a, que
cumple con la condicién

La - f=0 v (3

donde L es una matriz simétrica. Para dis,tinguif entre el estado critico (1) y estados no criticos

del sistema, hemos distinguido entre los vectores a y X.

Estudiaremos la sensibilidad del problema (1) frente a cambios en un parametro 7 del sistema.
En particular, supondremos las dependencias seguientes:

K = K la(7),7]
K¢ = Kgla(r), 7] » 4
L = L [a{7),7]

f=fn




Luis Godoy; Edgardo Taroco; Raul Feijoo. 97

Por ejemplo, en un problema de mecénica de sélidos, la ec.(3) puede representar la condicién
de equilibrio del sistema, que se satisface sobre la trayectoria fundamental que parte desde el
origen, siendo f un vector de cargas; a los desplazamientos y L la matriz de rigidez. La condicién
(1) representa el estado critico, karacterizado por la carga critica de pandeo, A, y €l modo critico
de inestabilidad, X. Kg es la denominada matriz de carga-geometria; y K es la matriz de rigidez.
En general, K coincide con L, pero en este trabajo se distinguird entre ambas por motivos de
generalidad. El pardmetro 7 puede ser alguna propiedad con respecto a la cual interesa la
sensibilidad del estado critico; por ejemplo, médulos del material, espesor de una estructura
delgada, etc.

Interesa encontrar la sensibilidad de X y X frente a cambios en 7.

FORMULACION DEL PROBLEMA
USANDO LA TECNICA DE PERTURBACIONES

La solucién del problema serd parametrizada a traves de una expansion de a, X, A en funcién
de 7. Para ello, expresamos

a = a(r) = a® 4 ra® + 1r2® 4 ...
X = X(r) = X® $7Xx® 4 Lr2x@ 4 (5)
A= Ar) = MO 4 a0 4 L2\@

donde ( )Y = -"’-}En—)

Substituyendo las (5) en las ec. (1-3) se obtienen las ecuaciones en funcién de , 72, 73,
etc. Agrupando términos con iguales exponentes de 7, surgen las ecuaciones de perturbacién de
orden cero, 1, 2, 3, etc, que son evaluadas en 7 = 0.

Ecuaciones de Perturbacién de Orden Cero
Los términos independientes de 7 dan origen a las tres ecuaciones siguientes, evaluadas en
T=0 '
(Ko + 2® KgolX® = ¢
X(O)T KGO X(O) = 1 (6)
Lya® — f, =0

donde las matrices Lo, Ko, Kgo ¥ fo surgen de la expansién de las matrices L, K, Kg, f en la
forma

L =L + (%a™+L)r+--.

K =Ky + (%a®+K)7r+-- (7
Kg= Kgo+ (%Lea®) + Kgi) 7+ -+
fo=f + fr+-

donde
L, = % 3 Ky = %l:' (8
Kg = 2 h =8
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Ecuaciones de Perturbacién de Primer Orden

Los términos asociados a 7 conducen a:

(Ko + A0 Kol XV + A K o X©

+ [[%’%ﬂ.a(l)] +,\(0)[8_la<aqna(l)]] X0 — _ [K1 + /\(O)Km] X = _®
2X O Koo X1 4 x@F [2K506(D] XO) = — X O kg X0 = 300

Loa® 4 [2L261)] 6@ = _L140) 4 f, = —4©

®

En el segundo miembro de cada ecuacién se han agrupado los terminos que dependen de
incdgnitas del sistema de orden cero; mientras que el primer miembro tiene las incégnitas de
orden 1, o sea a, XM A1), En un problema en el que existen n componentes de los vectores

a, X, el nimero de incégnitas de las (9) es (2n + 1).

Ecuaciénes de Perturbacién de Segundo Orden

Las ecuaciénes de perturbacién de orden dos resultan similares a las (9) en su forma, y son:

[Ko + MO Kgo)] X P 4+ A Ko X )4
+ “9_31?(,(2)] + A(O)[Q%mam]] X0 = (1)
2X O Koo X@ 4 x0T [2Ka0 o] X () = (D)
{Lo + L§]a® = —y@
donde
v =2 [K; + MO K| XD 4 [K, + MO K] X©®
A2 Ko XD + K1 X© + Kgpa®)
+ [[é‘%ﬂamam} + ,\(m[%{%mamau)]] xX©
+2 [[QEIZ_'Qau) + %a(x)] + ,\(o)[ﬁ_laffna(x) + B_I;G_La(l)]] X
w® = X7 [Kg, +22Ka1 )] x(©)
+4X O [Kg + 2Kaa )] X 4 9x O Ko x (1)
uwh) = Lya® 4 (2L, 4 28%e40) 4 8Lig0)] 40)

+ [%&a(nam] a® _ g,

En las (10) hemos usado la notacién
Ls
K =%ax©

Kao = alga X(O)

8Ly ,(0)
pet )
da LL(

il

Ecuaciones de Perturbacién de Orden Superior

(10)

(11)

(12)

Siguiendo el procedimiento de esta seccién es posible expresar las ecuaciones de perturbacién

de orden r como
[Ko + ,\(O)KGO] X4 [{%@a(r)] + A(o)[%fﬂa(’)]] X©
FAM Ko X0 = _p(r-1)
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2XOT Koo X 4 xOF [2Kg04(M] X(O) = —p(=D)
[Lo + L] a" = —ulmD) (13)

donde w1 (1) son vectores, y w("~1) es un escalar, que dependen de la solucién de los
sistemas de perturbacién de orden igual o menor a (r - 1).

SOLUCION POR EL METODO DIRECTO

Primeramente se resuelven las (6), para encontrar la solucién X(®, a(®, A\ correspondien-
tes a 7 = 0. Veremos la solucién para las ecuaciones de perturbacion siguientes.

Solucién de las Ecuaciones de Primer Orden
La tercera de las ecuaciones (9) sélo depende de a*), y puede ser reescrita como
[Lo + L3]a®) = ~ {L1a! ~ f1} (14)
Dado que Lo y L} son no singulares, puedo evaluar a‘V).
La primera de las (9) depende de X1, A1), Ademis, la matriz [Ky + A(®) Kgq] es singular.

Se puede emplear el mecanismo de contraccién (ver, por ejemplo, Thompson y Hunt, 1973)
premultiplicando por X 7 Resulta asi:

XOT[Ky + AOK o) X 4 XOT A\ K 5, X(©) =

=0 .
= =X [K) + XOKg, | XO - XO [2Kag) 4 3(0)2Kg0 ()] X(© (15)

Siendo [Ky 4+ A®) K] una matriz simétrica, el primer término puede escribir-se como la {(6.a) y
se anula. Despejando A1) queda:

x@T [K,+,\<°)Ka‘l]x(°>+x(°)r [K3 42O kg Ja™)
- T
XO Koo X©®
N s’
=1 (16)

A =

Resta encontrar X (), para lo cual se dispone de la ecuacién sin contraer, ec. (9.b). En
forma compacta, éstas pueden escribirse como

[Ko + A(O)Kco] X = g = 4 [Kg + ,\(O)Kao] aM
+ [K1 + A9 K + AV K] X© (17)
XOT Koo XM = p) = +%X(0)T K X©®
+1XO7 Kga
donde gtV es un vector de dimensién n; y b1 es un escalar.
Se expresa la solucién X como
X = X 4 oM x© (18)

o sea, la suma de una solucién particular X ma4s la solucién del sistema homogeneo, X(),
multiplicada por una constante a determinarse. Reemplazando la (18) en la (17.a) se tiene:
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[Ko 4+ MO Kg] X = o) (19)

Como éste es un sistema de rango deficiente, debe elegirse una condicién de normalizacién para
XM que puede ser

XOTREL XD =1 : (20)

o bien elegir una componente de xwm y eliminar la ecuacién correspondiente en (19).

Calenlado X, se reemplaza la (18) en 1a ( 17.b):
XOT Ko XM 4 oW XO7 Ko x O = _p1)
\___:,1._,
De aqui es posible encontrar la constante o) como

a(l) = —b(l) - X(O)TKG(;)?(I) (21)
Solucién de las Ecuaciones de Segundo Orden

Consideraremos ahora la solucién de lés ec. (10), de segundo orden. De la tercera de las
(10} es posible obtener

a® = — Lo+ Lg™" u® (22)

Nuevamente es necesario recurrir al mecanismo de contraccién para la solucién de la ecuacién
.o T . ..

de autovalores (10.a). Para ello se premultiplica la (10.a) por X" | obteniendose la signiente

condicién escalar:

x(©7F [Ko + 2@ Kco] X® 4 XOT DKo XO =

”

=0
= —X©OT,( _ x0T {[2£2a®] 4 2O [2Kaa ()]} x @
de donde

3@ = _X(o)T,,(t)+x(o)T[K“,\(O)Kau]a(z)
- x @ KgoX©®
N, e’

=1 (23)

que es la sensibilidad de segundo orden del autovalor.

Para la sensibilidad de segundo orden del autovector se disponde de la ecuacién sin contraer
(10.a) y de la condicién de normalizacién (10.b). En forma compacta, pueden escribirse en la
forma:

[Ko + AO Kg) X = g (24)
XOT KX @ = _p@)
donde
g@ = v 4 [KE + /\(O)Kéoj a®
FAD KRG X ; (25)
b® = 1,0 4 1 xor Ka® :
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Notese que ¢(® es un vector, y b un escalar.

Se escribe el vector X2 en la forma

X@ = X@ 4 4@ x @ (26)
similar a la ec. (18). Reemplazando la (26) en la (24.a) se tiene v
[Ko + MO Kg) X = —g» (27)

que es un sistema de rango deficiente. Puede elegirse la condicién

XOTK K@ =1 (28)

Calculado X®), se reemplaza. la (26) en la (24.b) y resulta:
XOT Ko X 4 o® = _p®
de donde
a® = _p2) _ xOT g x@ (29)

Usando un procedimiento similar, es posible calcular sensibilidades de orden superior.

En el procedimiento directo, la solucién de A) requiere previamente haber calculado a(V.
De la misma manera, para encontrar A(®) se necesita contar con a(®). En casos que slo se requiera
la sensibilidad del autovalor ), serfa deseable contar con un método que no requiera la solucién de
a y a® como paso previo; el método adjunto logra ese objetivo y serd discutido en la seccién
siguiente.

SOLUCION POR EL METODO ADJUNTO

Esta técnica ha sido desarrollada para problemas de sensibilidad de primer orden por Mroz
¥ colaboradores [2), y trata de evitar el célculo de a{!) en la determinacién de A, o sea,
intenta evitar calcular la sensibilidad de la trayectoria fundamental como paso previo a analizar
la sensibilidad del estado critico.

Consideremos multiplicadores de Lagrange u sobre la condicién de equilibrio (3), a fin de
incluirla en las ecuaciones contraidas. Se tiene asi

pi{l a—f}=0 (30)
Se expandiré el vector de multiplicadores de Lagrange en funciéon de 7, en la forma de series

de potenciales (5):
p= [J(T) - “(0) 4 T[l(l) + %7-2#(2) KR » (31)

Substituyendo las (5), (7) y (31) en 1a (30) se llega a ecuaciones escalares de perturbacién.
La ecuacién de orden cero resulta

l"(o){Loa(o) - fo} =0
P ———
=0

que 1o provee ninguna informacién acerca de (%),
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Solucién de las Ecuaciones de Primer Orden

La ecuacién de perturbacion de primer orden que surge de la (30) es
#(I)T{ Loa® — f(o)} + uOT (£, 4 Lea® — £}
——_— ———

=0
+uOTL2aM) =0

Aumentamos la ecuacién contraida de primer orden (15), ya vista en el método directo, para
obtener
x© (K1 + XOKgy + AV Kgo] X© 4 5OT {1,640 — 1
+aOT {[Zo + 5] 1 + [KG + XOKgo] X9} = 0 (32)
Las incdgnitas de la (32) son (2n + 1): los valores de A1), ¢ y 4 Pero buscaremos

que los multiplicadores de Lagrange u!®) sean tales que verifiquen la nulidad del término que
multiplica a a{!). Para ello, se determinan los multiplicadores u(® de modo de satisfacer

[Lo + L3) p® = - [K} + AOKE, ] X©

(33)

Se denomina sistema adjunto al de la ecuacidén (33), en el que la matriz [Lo + L] coincide
con la de la ecuacién (14), y es una modificacién de la matriz de rigidez lineal en un problema
de mecanica de solidos. El miembro de la derecha es un vector que se calcula con la solucién del
problema de orden cero. Como se ha supuesto anteriormente, es posible encontrar la solucién de
la (33) para obtener u(”,

La ecuacién (32) se reduce ahora a sus dos primeros miembros, y tiene por incégnita a A1),
Se obtiene asi

A = -_X(o)T[K1+/\(°)K¢;1}X(°)+p(°)r{L;a(o)——fl}
X(O)rKcox(ﬂ)
DOy w-—

= (34)

que es la correspondiente a la ec. {16) en el método directo.

Ambas expresiones, la (16) y la (34), s6lo se diferencian en el segundo término del numerador.
Es facil demostrar que las dos ecuaciones son equivalentes.

Noétese que en el método adjunio no se ha precisado, hasta el momento, del cilculo de la
sensibilidad de la respuesta de la trayectoria fundamental, al¥). Pero para calcular la sensibilidad
del autovector, se debe se§uir el procedimiento indicado por las ec. (17) a (21), y para ello
e8 necesario contar con ¢V y 81, que dependen de a¥). Por lo tanto, el procedimiento sigue
calculando aft) de la (14), y X1 como en el metodo directo.

Solucidn de las Ecuaciones de Segundo Orden
De la condicién (30), se obtiene la ecuacién de perturbacién de segundo orden y se aumenta

con ella la ecuacién contraida de segundo orden que se obtuvo en el método directo. Se Hega
asi a la ecuacién escalar seguiente:




Luis Godoy; Edgardo Taroco; Raul Feijoo. 103

XOTADEG X + a®T{[Lo + L5 4 + [K; + ,\<°>K;,.0] x®}

—

=0

= —X©O7ym _ 7 (35)

7Y = yOT {L,a® 4 L3a® + Loa® - f,}
+pOT {La® + 2L,a® - f,}
+2uO7 {[Fa® + GaaM] o}

+uOT { [853 au)am] a(m} (36)

Para eliminar el cdlculo de 4/ de 1a (35) es necesario anular el término que multiplica a a(®,
definiendo-lo como un problema adjunto. Lo notable es que dicho problema adjunto es el mismo
que se calculS en sensibilidad de primer orden, y por lo tanto el multiplicador de a/® se anula
automaticamente. De modo que el cilculo de A no requiere la solucién de un nuevo problema
adjunto. Resulta asi :

A = X0y 0T 1)
- x( KGUX(O)
D e

=t (37)

donde
ZW) = L[,a(®) 42,6 — f2+2 [%;‘.G(O) + %%na(l)] at
+ [%ﬁla(‘)a(”] a® (38)
Nétese que en la ec. (31) se expandié el vector de multiplicadores de Lagrange p teniendo
en cuenta que podria ser necesario mas de un sistema adjunto en la solucién de problemas
de sensibilidad de orden superior. Pero el presente andlisis ha mostrado que basta resolver el
problema adjunto de sensibilidad de primer orden, dado que en el de segundo orden se llega al

mismo sistema adjunto. Algo similar ocurre con sistemas de orden superior. La expansién (31)
no es, por lo tanto, necesaria, y puede considerarse

WO =p o =@ o (39)

que justifica la simplificacién de AREWALS

CONCLUSIONES

Se ha estudiado la sensbilidad frente a variaciones en el parametro r de disefio, de sistemas
caracterizados por la forma discreta

(K(a(r),7) + X(7)Ke(a(r), T X(r) = 0 (a)
donde X es normalizado de la forma
XT(T)KG(Q(T), T)X(T) =1 (b)

y a cumple con la condicién
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L(a(7),7) - a(r) — f(r) = 0. : (c)

Este problema difiere del tratado en (Godoy et. al., 1990) [9] debido a la presencia de la solucién
a(T) en las matrices que definen el problema. La solucién difiere de las encontradas por Mroz
(1891) [6] debido que se ha avanzado para obtener sensibilidad de orden superior a la primera.

Mediante la técnica de perturbaciones se han expandido las ecuaciones anteriores en funcién

de 7, y se han resuelto usando técnicas directas y adjuntas. Algunas observaciones que se derivan
de la formulacién son las siguientes:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

Por el método directo es necesario comenzar el calculo por la condicién (c) de equilibrio. La
matriz asociada al sistema es una modificacién de la de equilibrio lineal, y es de la forma
[L + L*] para la solucién de primero, segundo orden o superiores ordenes de perturbacién.

En el método directo, la sensibilidad del autovalor depende de la sensibilidad de la solukién
del estado de equilibrio. Por lo tanto, si se busca la sensibilidad del autovalor con respecto
a varios parametros de disefio, 7i(i = 1,-.-N), serd necesario resolver N problemas de
sensibilidad de la ecuacién de equilibrio antes de encontrar la sensibilidad del autovalor.

Por el método adjunto se resuelve primeramente el problema adjunto, cuya matriz asociada es
nuevamente [Lg + Lg]. Se trata de un sistema independientemente del niimero de pardmetros
de disefio, 7;, o del orden de perturbacién deseado.

La sensibilidad del autovalor no depende, en el método adjunto, de la sensibilidad de la
condicién de equilibrio. Si depende del multiplicador de Lagrange que surge del problema
adjunto. Por lo tanto, si se busca la sensibilidad del autovalor con respecto a varios paramet-
ros de diseflo, serd necesario resolver un sélo problema adjunto previamente.

La sensibilidad del autovector requiere en ambos métodos de un procedimiento similar, y
requiere calcular la sensibilidad de la respuesta de equilibrio {c) previamente.

En resumen: si se busca sensibilidad de primer orden, en autovalor y autovector, el método
directo aparece como més conveniente.

Si s6lo se busca sensibilidad del autovalor, el metodo adjunto parece ser més conveniente.
Esta conveniencia también aparece cuando se busca sensibilidad con respecto a més de un
parametro de disefio.
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