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This paper presents a pertubation approach for the first and second order sensitivity of
eigenvalue problems, Il.S they arise in buckling and vibration of structural systems. A particular
feature introduced in the formulation is the dependence of all matrices defining the problem, not
only on the design parameter, but also on the precritical state. This means that the displacement
sensitivity of the fundamental path (in buckling problems) or a prestressed state (in vibration
problems) are introduced in the analysis. Two techniques are considered in this work: first, the
direct method; and second, the adjoint method. First and second order sensitivity equations
for eigenvalues and eigenvectors are derived, and it is shown that second order sensitivity of
eigenvalue does not require of a new adjoint problem to be solved.

Se presenta un procedimiento de perturbaci6n para sensibilidad de primer y segundo orden
en problemas de valores propios, tal como aparecen en inestabilidad y vibraciones de sistemas
estrueturales. Un aspeeto particular introducido en la fonllulaci6n es la dependencia de todas las
matrices que definen el problema, no sOlocon el parametro de diseiio, sino tambien con el estado
precrltico. Esto implica introducir lasensibilidad de Ia traycctoria fundamental en problemas de
pandeoj 0 un l'.stado de pretension en problemas de vibraciones. Se han considerado dos teenieas:
el metodo directo y el adjunto. Se derivan las eeuaciones de sensibilidad de primero y segundo
orden para valores y vectores propios, y se muestraque para. ellcontrar sensibilidad de segundo
orden del valor propio no se requiere resolver un problema adjunto nuevo.

En un analisis de sensibilidad se estudia de que manera cambia la respuesta de un sistema
cuando se modifican panimetros que definen caractensticas del sistema. En el caso de estructuras,
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la respuesta del sistema puede estar caracterizada por desplazamientos, tensiones, frecuencias
naturales, cargas'.ctiticas, ek; 'Los pa.ramettos c6nsideradas son variables de diseno, como el
espesor de una l8.mina, la rorma.;etc; Un est ado delarte de an8.lisisde sensibilidad en estructuras,
puede encontrarse en el texto de Haug, Choi y Komkov (1986) [1]. En el presente trabajo se
consideran respuestas expresadas a traves de cargas criticas de inestabilidad, 0 eventualmente
frecuencias naturales. La forma matematica que permite modelar estos problemas son ecuaciones
de vectores y valores propios.

La sensibilidad de cargas criticas ante cambios en parametros de disefio ha sido estudiada
por Mroz y colaboradores [2] en una serle de trabajos. Un avance import ante en esta area ha
sido la formulacion del metodo adjunto (Dems y Mroz, 1983) [3]. El metodo ha sido extendido
a variaciones en la forma y en las condiciones de contorno (Mroz, 1987) [4] y problemas ter-
moelasticos (Dems, 1987) [5J. Un resumen de las contribuciones de este grupo puede encontrarse
en el trabajo de Mroz (1991) [6].El an8lisis de sensibilidad tiene muchas aplicaciones; entre
elIas, esta siendo usado en el contexto de mecamca de fracturas (Throco, 1990) [7] y modelado
de imperfecciones (Godoy, 1990) [8].

Este trabajo se refiere a sensibilidad de primero y segundo orden de problemas de valores
propios, como los que surgert en determinacion de cargas criticas y frecuencias naturales. Se usa
la tecnica de perturbaciones de sistemas discretos (Godoy et. al., 1990) [9] para explicitar la
dependencia de las variables de respuesta con el parametro del sistema con respecto al cual se
busca la sensibilidad. Dos tecnicas se han considerado: el metodo dirccto y el metodo adjunto,
con el objeto de comparar las posibilidades de ambos en el an8.lisis.

donde K Y KG son matrices simetricas, ,\ es el autovalor y X es el autovector. El vector X se
supone que esta normalizado en la forma

Previo el est ado critico, lasvariables de respuesta se designan a traves de un vector a, que
cumple con la condicion

donde L es una matriz simetrica. F'ara distinguir entre el estado critico (1) y estados no criticos
del sistema, hemos distinguido entre los vectores a y X.

Estudiaremos la sensibilidad del problema (1) frente a cambios en un parametro r del sistema.
En particular, supondremos las dependencias seguientes:

K = K [a(r),r]

KG = KG[a(r),r]
L L [a(r),r]

f = f (r)



Por ejemplo, en un problema de mec8.nicade s6lidos, Ill. ec.(3) puede representar Ill. condici6n
de equilibrio del sistema, que se satisface sobre Ill. trayectoria fundamental que parte desde el
origen, siendo 1un vector de carga.s; a los desplazamientos y L Ill. matriz de rigidez. La condici6n
(1) representa el estado critico, karacterizado por Ill. carga critica de pandeo, A, y el modo critico
de inestabilidad, X. KG es Ill. denominada matriz de carga-geometria; y K es la matriz de rigidez.
En general, K coincide con L, pero en este trabajo se distinguira entre ambas por motivOBde
generalidad. El parametro T puede ser alguna propiedad con respecto a la cual interesa Ill.
sensibilidad del estado criticoj por ejemplo, mOdulos del material, espesor de una estructura
delgada, etc.

FORMULACION DEL PROBLEMA
USANDO LA TECNICA DE PERTURBACIONES

La soluci6n del problema sera parametrizada a traves de una expansion de a, X, A en funci6n
de r. Para ella, expresamos

a = a(r) = a(O) + ra(l) + tr2a(2) + ...
X = X(r) = X(O) +rX(l) + tr2X(2) +
A = A(r) = A(O) + r,\(l) + tr2A(2) + ...

)(n) = ~
- OT"

Substituyendo las (5) en las ec. (1-3) se obtienen las ecuaciones en funcion de r, r2, r3,

etc. Agrupando terminos con iguales exponentes de r, surgen las ecuaciones de perturbaci6n de
orden cero, 1, 2, 3, etc, que son evaluadas en r = O.

Los terminos independientes de r dan origen a las tres ecuaciones siguientes, evaluadas en
T = 0:

[Ko + A(O) KGo]X(O) = 0

X(O)T KGO X(O) = 1

Lo a(O) - 10 = 0

donde las matrices Lo, Ko, Kao y 10 surgen de Ill. expansiOn de las matrices L, K, KG, 1 en Ill.
forma

L = Lo + (~~a(l)+Ll)T+'"

K = Ko + (~~a(l)+Kdr+'"

KG = KGO + (~a(l) +Kal) r+ ...

f = 10 + f T + ...

L1 - ~~

KG! - ~



[Ko + ,\(0) Kao]X(1) + ,\(1) KGoX(O)

+ [[~a(1)] + ,\(0)[8~:Qa(1)J] X(O) = - [K1 + ,\(O)KGl] X(O) = _v(O)

2X(0)T KaoX(1) + X(O)T [8!§;oa(1)] X(O) = _X(O)T KGlX(O) = _w(O)

LOa(l) + [~a(l)] a(O)= -L1a(0) + II= _U(O)

En el segundo miembro de cada ecuacion Behan agrupado los terminos que dependen de
incognitas del sistema de orden cero; mientras que el primer miembro tiene las inc6gnitas de
orden 1, 0 sea a(l), X(l), ,\(1). En un problema en el que existen n componentes de los veetores
a, X, el nllinero de incognitas de las (9) es (2n + 1).

Las ecuaciones de perturbaci6n de orden dos resultan similares alas (9) en su forma, y son:
[Ko + ,\(0) Kao]X(2) + ,\(2) Kao.x(O)+

+ [[~a(2)] + ,\(0)[a~~iQa(2)J] X(O) = -v(1)

2X(O)T KaoX(2) + X(O)T [8~:Oa(2)] X(O) = -w(1)

[Lo + Lo]a(2) = -u(1)

v(l) = 2 [K1 + ,\(0) Kad X(l) + [K2 + ,\(0) KG2] X(O)

+2,\(1) {KaoX(1) + KGlX(O) + Kaoa(l)}

+ [[8;~oa(1)a(1)J + ,\(0)[8~~a(1)a(1)]] X(O)

+2 [[£fu.a(l) + !llit.a(l)] + ,\(O)[~a(1) + ~a(1)]] X(l)
80 ao 80 80

W(l) = X(O)" [K + 28Ka! a(l)] X(O)
G2 80

+4X(0)" [KGl + 8~:Qa(l)] X(l) + 2X(1)T KGoX(1)

u(l) = L2a(O) + [2L] + 2fua(1) + llia(O)] a(l)
80 ao

+ [8;::1 a(l)a(l)] a(O)- 12

En las (10) hemos usado la notaci6n

Lo == ~a(O)

K; ==~X(O)

Kao == a~:oX(o)

Siguiendo el procedimiento de esta secci6n es posible expresar !as ecuaciones de perturbaci6n
de orden r como

[Ko + ,\(O)Kao] x(r) + [[~a(r)] + ,\(0)(8~:oa(r)J] X(O)

+,\(r) KaoX(O) = _v(r-1)



2X(O)T KGox(r) + X(O)T [81f~iOa(r)] X(O) = _W(r-I)

[Lo + Lii] aIr) = _u(r-l) (13)

donde u(r-l), v(r-l) son vectores, y w(r-l) es un escalar, que dependen de la solucion de los
sistemas de perturbaci6n de orden igual 0 menor a (r - 1). .

Primeramente se resuelven las (6), para eneontrar la solueion X(O), a(O), A (0), eorrespondien-
tes a T = O. Veremos la solncion para las ecuaciones de perturbacion siguientes.

La tercera de las eenaciones (9) solo depende de a(l), y puede ser reescrita como

[Lo + Lo] all) = - {L10(0) - II}
Dado que Lo y Lo son no singulares, puedo evaluar a(1).

La primera de las (9) depende de X(I), A(l). Ademas, la matriz [Ko + A(O) KGo] es singular.
Se puede emplear el mecanismo de contracei6n (ver, por ejemplo, Thompson y Hunt, 1973)
premultiplieando por X(O)T. Resulta aSl:

X(O)T[Ko + A(O)KGo] X(1) + X(O)T A(1)KGoX(O) =
" .J...

=0

= _XIO)T [K1 + AIO)KGd X(O) _ X(O)T [8t;0 a(l) I A(O)8~:Q all)] X(O) (15)

Siendo [Ko + A(O)KGo] una matriz sim6trica, el primer t6rmino puede eseribir-se como la (6.a) y
se anula. Despejando A(l) queda:

(16)

(9.b). EnResta encontrar X(l), para 10 eual se dispone de la eeuacion sin contraer, ee.
forma compacta, estas pueden escribirse como

[Ko + A(O)KGo] X(l) = _g(1) = + [K; + A(O)Kao] all)

+ [K1 + A(O)KGI + A(l) KGo] X(O)

X(O)T KGOX(I) = _bIll = +~X(O)T KGlX(O)

+~X(O)T KGOa(l)

donde g(1) es un vector de dimension ni YbIll es un esealar.

Se expresa la soluci6n X(J) como

X(1) = X(l) + a(l)X(O)

o sea, la suma de una solucion particular XO) mas la solueion del sistema homogeneo, X(O),

multiplicada por una eonstante a determinarse. Reemplazando la (18) en la (17.a) se tiene:
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Como este es un sistema de rango deficiente, debe elegirse una. condicion de normalizacion para
X(l), que puede ser

X(l)T KaoX(l) = 1 (20)

o bien elegir una componente de XCI) y elirninar la ecuacion correspondiente en (19).

Calculado X(l), se reemplaza la (18) enla (17.b):

X(O)T KaoX(l) + a(l)X(O)T KaoX(O) = _M1)-----------
=1

De aqui es posible encontrar la constante all) como

all) = -b(l) _ X(O)T KaoX(I)

Consideraremos ahora la solucion de las ec. (10), de segundo orden. De la tercera de las
(10) es posible obtener

a(2) = - [Lo + LO)-l u(l) (22)

Nuevament.e es necesario recurrir al mecanismo de contraccion para la solucion de la ecuacion
de autovalores (lO.a). Para elio se premultiplica la (10.a) por X(O)T, obteniendose la siguiente
condici6n escalar:

X(O)T [Ko + A(0)Kao]X(2) + X(O)T A(2)KaoX(0) =
.. •... "

=0
= _X(O)T vel) _ X(O)T {[~a(2)] + A(O) [a~~oa(2)]} X(O)

de donde

Para la sensibilidad de segundo orden del autovector se disponde de la ecua.ci6n sin contraer
(1O.a) y de la condici6n de normalizaci6n (10.b). En forma compacta, pueden escribirse en la
forma:

[Ko + A(O) Kao] X(2) = _g(2)

X(O)T KaoX(2) = _b(2)

g(2) = vel) + [KO' + A(O) Kaol a(2)

+..\(2)KaoX(0)

b(2) - lW(l) + lX<O)T K* a(2)- 2 2 ao



Se escribe el vector X(2) en la forma

X(2) = X(2) + 0'(2) X(O)

similw ala ec. (18). Reemplazando 180(26) en la (24.a) se tiene

[Ko + A(O) Kao] X(2) = _g(2)

que es un sistema de rango deficiente. Puede elegirse la condicion

X(2)T KaoX(2) = 1

Calculado X(2), se reemp1aza la (26) en la (24.b) Y resulta:

X(O)T KaoX(2) + a(2) = _b(2)

de donde
a(2) = _b(2) _ X(O)·· KaoX(2)

En el procedimiento directo, la soluci6n de .A(1) requiere previamente haber calculado a(l).

De la misma manera, para encontrar A(2) se necesita contar con a(2). En casos que 8610se requiera
la sensibilidad del autovalor A, sena deseable contar con un metodo que no requiera la soluci6n de
all) y a(2) como paso previo; e1metodo adjunto logra ese objetivo y sera discutido en la secci6n
siguiente.

Esta tecnica ha sido desarrollada para problemas de sensibilidad de primer orden por Mroz
y colaboradores [2], y trata: de evitar e1 c&culo de a(l) en 1a determinacion de .A(l), 0 sea,
intenta evitar calcular 1a sensibilidad de 1a trayectoria fundamental como paso previo a analizar
la sensibilidad del estado cntico.

Consideremos multiplicadores de Lagrange /-l sobre la condicion de equilibrio (3), a fin de
incluirla en las ecuaciones contraidas. Se tiene as!

Se expandira el vector de multiplicadores de Lagrange en funcion de T, en la forma de series
de potenciales (5):

/-l = /-leT) = /-l(0) + T/-l(l) + !T2/-l(2) +... (31)

Substituyendo las (5), (7) y (31) en 1a (30) se llega a. ecuaciones escalare~de perturbacion.
La ecua.cion de orden cero result a

/-l(0) { Loa(O) - fo} = 0
~

=0

que no provee ninguna informacion acerca de /-l(0).



La ecuacion de peliurbacion de primer orden que surge de la (30) es

p(I)T {Loa(O) - i(O)} + p(O)T {L1a(0) + Loa(l) - fr}
--.....--..-

=0

Aumentamos la ecuacion contraida de primer orden (15), ya vista en el metodo directo, para
obtener

X(O)T [K1 + A(O)KGI + A(1)Kao] X(O) + p(O)T {L1a(O) - id
+a(I)T {[Lo + L~l p(O) + [KO' + A(O)Kao] X(O)} = 0

Las incognitas de la (32) son (2n + 1): los valores de A(1), a(1) y p(O). Pero buscaremos
que los multiplicadores de Lagrange p(O) sean tales que verifiquen la nulidad del termino que
multi plica a a(1). Para ello, se determinan los multiplicadores p(O) de modo de satisfacer

Se denomina sistema adjunto al de la ecuacion (33), en el que la matriz [Lo + L~l coincide
con la de la ecuacion (14), y es una modificacion de la matriz de rigidez lineal en un problema
de mecanica de solidos. El miembro de la derecha es un vector que se calcula con la soluci6n del
problema de orden cero. Como se ha supuesto anteriormente, es posible encontrar la soluci6n de
la (33) para obtener p(O).

La ecuacion (32) se reduce ahora a sus dos primeros miembros, y tiene por incognita a A(1).

Se obtiene as!

A(I) __ X(O)T [Kl+A(O)KG~X(O)+I'(O)T {L,a(O)-f,}

- X(O)' KaoX(O)-----
Ambas expresiones, la (16) y la (34), solo se diferencian en el segundo termino del numerador.

Es flicil demostrar que las dos ecuaciones son equivalentes.

Notese que en el metodo adjunto no se ha precisado, hasta el momento, del c&culo de la
sensibilidad de la respuesta de la trayectoria fundamental, a(I). Pero para calcular la sensibilidad
del autovector, se debe seguir el procedimiento indicado por las ec. (17) a (21), y para elio
e8 necesario contar con g(l) y b(I), que dependen de a(l). Por 10 tanto, el procedimiento sigue
caIculando a(l) de la (14), y X(l) como en el metodo directo.

De la condicion (30), se obtiene la ecuacion de perturbacion de segundo orden y se aurnenta
con ella la ec.uacion contraida de segundo orden que se obtuvo en el metodo direeto. Se llega
as! a la ecuacion escalar seguiente:



X(O)T A (2)KGO X(O) + a(2)T {[Lo + L~] J.L(O)+ [K; + A (0)Kao] X(O) }

\" .... ~
=0

z<1) = J.L(I)T {L1 a(O) + L~a(l) + Loa(l) - II}
+J.L(O)T {L2a(0) + 2L1 a(l) - 12}
+2J.L(0)T {[~a(O) + ~a(I)] a(l)}

+IL(O)T { [8;1'1 aO) a(1)] a(O) }

Para eliminar el caIculo de a(2) de la (35) es necesario anular el termino que multiplics a a(2),

definiendo-Io como un problema adjunto. Lo notable es que dicho problema adjunto es el mismo
que se calcul6 en sensibilidad de primer orden, y por 10 tanto el multiplicador de a(2) se anula
automaticamente. De modo que el calculo de A(2) no requiere la solucion de un nuevo problema
adjunto. Resulta asi :

X(O)T v(1)+e(O)T Z(I)

X(O)7' KGoX(O)'----v-----'
=1

Notese que en la ec. (31) se expandio el vector de multiplicadores de Lagrange IL teniendo
en cuenta que podria ser necesario mas de un sistema adjunto en la so1uci6n de problemas
de sensibilidad de orden superior. Pero el presente awilisis ha mostrado que basta resolver el
problema adjunto de sensibilidad de primer orden, dado que en el de segImdo orden se !lega al
mismo sistema adjunto. Algo similar ocurre con sistemas de orden superior. La expansion (31)
no es, por 10 tanto, necesaria, y puede considerarse

Se ha estudiado la sensbilidad frente a variaciones en eI parametro T de diseiio, de sistemas
caracterizados por la forma discreta



Este problema difiere del tratado en (Godoy et. al., 1990) [9] debido a 1110presencia de 1110saludon
a( T) en las matrices que definen el problema. La solucion difiere de las encontradas par Mroz
(1991) [6] debido que se ha avanzado para obtener sensibilidad de orden superior a la primera.

Mediante 1110tecnica de perturbaciones se han expandido las ecuaciones anteriores en funcion
de T, Y se han resuelto usando tecnicas directas y adjuntas. Algunas observadones que se derivan
de 1110formulaci6n son las siguientes:

1) Por el metodo directo es necesario comenzar el caIculo por 1110condicion (c) de equilibrio. La
matriz asociada al sistema es una modificacion de 1110de equilibrio lineal, y es de la forma
[L + L 0] para 1110saludon de primero, segundo orden 0 superiores ordenes de perturbaci6n.

2) En el metodo directo, 1110sensibilidad del autovalor depende de 1110sensibilidad de 1110solukiOn
del estado de equilibrio. Por 10 tanto, si se bUBca 1110sensibilidad del autovalor con respecto
a varios parametros de diseiio, Ti(i = 1,··· N), sera. necesano resolver N problemas de
sensibilidad de 1110ecuacion de equilibrio antes de encontrar 1110sensibilidad del autovalor.

3) Por e1metodo adjunto se resuelve primeramente el problexna adjunto, cuya matriz asociada es
nuevamente [Lo +L~]. Se trata de ill! sistema independientemente del numero de parametros
de diseiio, Ti, 0 del orden de perturbacion deseado.

4) La sensibilidad del autovalor no depende, en el metoda adjunto, de 1110sensibilidad de 1110
condidon de equilibrio. S{ depende del multiplicador de Lagrange que surge del problema
adjunto. Por 10 tanto, si se busca 1110sensibilidad del autovalor con respecto a vanos paramet-
ros de diseiio, sera necesario resolver un 8610problema adjunto previamente.

5) La sensibilidad del autovector requiere en ambos metodos de un procedimiento sixnilar, y
requiere calcular 1110sensibilidad de 1110respuesta de equilibrio (c) previamente.

6) En resumen: si se busca sensibilidad de primer orden, en autovalor y autovector, el metodo
directo aparece como mas conveniente.

7) Si 8610 se busca sensibilidad del autovalor, el metodo adjunto parece ser mas conveniente.
Esta conveniencia tambien aparece cuando se busca sensibilidad con respecto a mas de un
parametro de diseiio.

EI presente trabajo se realizo dentro del marco de un convenio binacional entre LNCC/CNPq
(Brasil) y CAB/CONICET (Argentina).
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