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Apresent.a-se nest.. t.rabalho procedimentos para a analise de easeas
laminadas em regime pr6 e p6s-critieo utilizandQ-se 0 m6t.qdo dos
element.os t'initos. A t'ormulatr&oempregaclat.emcomoballS. uma,descritrl:o
Lagrangeana Tot.al. Colllparam-se os deselllp8nhos de duas est.rat.6gias
("Work Cont.rol Met.hod"e "Generalized Displacement.Control Method") na
solurrSo das equatresetsn&olin_res de equilibrio. At.rav6s da solutrl:o de
varios exemplos num6rieos demonst.ra-se a et'iei6ncia dos procediment.os
apresentados.

Finit.e element. procedures t'or t.he analysis ot' laminat.ed shells in t.he
pre and post.-critical st.ages using a Tot.al Lagrangian t'ormulat.ion are
presented in t.Ms work. The per1'ormaneeot' t.wost.rategies eWorleControl
Met.hodand Generalized Displacement Control Met.hod)1'or t.he solut.ionot'
t.he nonlinear equilibrium equations are eOlllpared. Numerical examples
are present.ed t.o illustrat.e the et't'ieieney ot' t.he proposed t.echniques.

Placas e easeas laminadas sl:o estruturas ~s quais sl:o dest.inadas
import.ant.es e dJ.versit'ieadas aplieatrees. Por exemplo. a eada dia cresee
a utilizatrl:o destas est.rut.uras como part.e int.egrant.e de autom6veis.
aviesets. veieulos espaeiais e vasos de pressl:o. ent.re out.ras.
Tal t'at.o t.emmot.ivadoumgrande int.eresse na descritrl:o do eOlllportament.o
das mesmassob eargas est.At.ieas e em est.Agio pr6 e p6s-cr1t.ico t'ace aos
Important.es resultados prAt.lcos que do conheciment.odest.e comport.ament.o
podemadvir.
Dada a complexi dade do ass unt.o• a ut.i1i zatrSo de metodos nUm6ri eos
t'az-se indispensAvel. e 0 met.ododos element.os t'lnit.os tem se mostrado
muit.oot.ll para t.al t'im.

Varios modelos de elementos t'initos deduzidos com base em di1'erentes
tearias de easeas t.emsido empregados na anAlise nl:o linear des~as
eslruluras e. allernallvamenle. 0 uso dos ehamados ".lementos
t.ri di~si onals degenerados de easeas" [1 J tem si do llIuit.o di t'undJ.do par
varlas razes&s. ent.re as quais destacam-se a slmplicldade e generalidade
por eles apresent.adas.
No cont.exto do estabel eclment.o das equatres&snl:o li neares de equili bri o.
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t.emsido muit.oempregadas as formular;&s incr_nt.ais Lagrangeana Tot.a!
e Lagrangeana At.ua!izada.
Diferent.es procedimentos num6ricos para a solur;So dest.as equar;&s
encont.ram-se di vulgados na li t.erat.ura [2]. Ent.re est.es 0 met.odo do
compriment.ode arco const.ant.. £3] t.emrecebido relevant.e dest.aque.
Nopresente trabalho, utilizando-se element.os finit.os t.ridimensionais
degenerados de cascas junt.o com uma formular;So Lagrangeana Tot.al
invest.iga-se 0 comportament.opre e p6s- flambagemde placas e cascas
1aminadas. Utilizando-se ainda est.. mesmot.ipo de elemento e adequadas
t.ransformar;e&sde coordenadas. 0 comportament.ode estruturas dot.adas de
enrijecedores excent.ricos e t.ambeminvest.igado.
S&oempregadas duas est.rat.egias. 0 Met.ododo Controle pol' Trabalho [4]
e 0 Net.ododo Cont.role pol' Deslocament.esGeneralizades [5]. para obter
a sol ur;Sodas equar;&s nllo 1i neares de equili bri o. 0 desempenho dest.es
algorit.mas e verificado at.ra"*s de alguns examplos nUllll6ricos que
apresentam diferent.es t.ipos de comportamentodando-se especial dest.aque
a problemas nos quais ocorrem "snap-t.hrough" e "snap-back".

Adotando-se umsistema de eixes cart.esianos como referencia e uma
descrir;l[o Lagrangeana Tot.al 0 principio des deslocamentos virtuais pode
ser escrit.o na forma
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v
na qual ·S.. e ·e.. represent.am. respectivament.e. component.es
cartesiana~ d6 segun80'tensor tensl[o de Piola-Kirchhoff e do tensor
deformar;l[o de Gr_n-Lagrange corr8Jpondent.es ao t.empo t.+l.t.Cto e
referidas • configurar;l[o dg t.empoO. 3t.. 0 t.rabalho virtual ext.erno
relative ao t.empot.+l.t•. e v • 0 velume do corpo na configura.;:l[o
ini'cial, ou seja. no t.empoO.

A part.ir da equa.;:aoC1) pode-se cleduzir umaforma linearizada para a
equa.;:aode equilibrio increment.al de umcorpo [6l

Cia)

Nest.a equar;l[ooC~ .•••• 0 t.ensor const.it.utive incremental • ou seja. que
relaciona os increment.os das componentesdo segundo t.ensor t.ensllo de
Piola-Kirchhoff CoS~.) comos increment.os das component.es do t.ensor
deforma';:llode Green-r.agrange Co&'.). refer-ides. configura.;:llo intci&!.
e .~ j _ n.. s.o. respect.ivament•• part.es linear _ n.o linear destes
in8r.menn~~Jde deformaySo.

A equa.;:l[ode equilibrio de um element.o finito pod_ ser deduzida a
part.ir da equa!;llo(2), e result.a



sendo <U> umvet-or cont-endo increment-os dos deslocament-os nodais do
element.o e
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Nest-as equaortses t[B ] e t[B 1 sSo as mat-rizes def'ormaorSo-deslocament-o
linear e nSo pn&ar~ res~~vament.e. O[C] " a mat.riz const.it-ut.iva
incr_nt-al. [S]" uma JIlat.riZAcont-endocOlllponent.esdo segundo t.ensor
t.ensSo de Piofa-Kirchhof'f' e <S> " um vet-or cont.endo est.as mesmas
component.es de t.ensSo. eo&o °no est.udo considerado cada element.o "
const.it.u1do pol' UIDnOmeroarbit.rario de lAminas de dif'erent.es mat.eriais
as i nt.egrai s que const.am nas equaortses(4' sSo desenvol vi das em uma soma
de i nt.egrai!O;!!:obre 0 volume de cada t1JI!& das ref'eridas laminas.
Os deslocament.os dos el ement-os 1" i ni t.os t.ri di mensionai s degener ados [1]
sSo est.abelecidos com a ilDpasiorSo das seguint.es rest-riore$es sobre 0

campo de deslocament.os dos element.os isopara~t-ricos t.ridimensionais:
(1) linhas ret-as normais • superf'icie m6dia da casca em sua geomet.ria
inicial permanecelDret-as. por"m nSo necessariament.e normais. ap6s a
def'ormaorSo;e (2:> sSo consideradas nulas as component.es de t.ensl:o e de
def'ormaorl:onormais t.ransversais.
Apesar da equaorl:o(2:> nSo cont.er qualquer rest-riorl:o no que diz respeit.o
as grandezas de deslocament-os e def'ormaorl5es nela envolvidos. as
hip6t-eses acima mencionadas rest-ringem 0 uso dest-a f'ormulaorSo• analise
de est.rut.uras em cascas sujeit.as • pequenas def'orma'Ytses. Maiores
det.alhes sl:o dados em [el.

As est.rut.uras a serem analisadas sl:o const.it.u1das. em sua f'orma mais
geral. pol' lA.minas conf'eccionadas com dif'erent-es mat-eriais ort-6t.ropas
superpast-as e ligadas ent-re si. As dirB'rtses principais dest-es mat-eriais
precisam, port.ant-o. ser def'inidas COlDrela'Yl:o a eixos locais escolhidos
convenient-ement-e. adot-ando-se nest-e t.rabalho t-ai'Sieixos conf'orme most-ra
a Fig. 1.

Para cada lamina. supost.ament.e const-it.u1da de mat.erial elast.ico linear.
os increment-os de t-enstses de Piola-Kirchhof'f' ( S.) relacionam-se com
os increment-os de def'orma'Ytsesde Gr_n-Lagrang& t~ei. '=-0"'" segundo as
dirB'rtses principais do mat-erial, pela equa'YSo J J
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onde OS coef'icient.es c sSo as rigidezes elast.icas do mat.erial.
At.rav6sda nulidade dasmCerceiras linha e coluna dest.a mat.riz t.em-se
est.abelecidas as hip6t.eses de serem nulas as component.esde t.ensKoe de
de1'ormat;:Sonormais t.ransversais. Para 1'ins de resolut;:So nUlDl6ricadas
int.egrais cont.idas nas equat;:CSes(4). a part.ir da mat.riz da equat;:Ko(8)
e usando t.ransformat;:CSesusuais de coordenadas. s&oobt.idas as mat.rizes
const.it.ut.ivas segundo as diret;:CSeslocais e globais most.radas na Fig. 1.

. E-ixos GloDai.: XI' Xe,X3

Eixo. Locai.: X;. X~.X~

~ire ••oes principais

X~.L Superf(cie Media

Xe: y X;J..X'3 e X2
x~.lx; e X~

Fig. 1 - &xos globais. eixos locais e d!ret;:eIesprincipals
das lAminas

Emdiferent.es procediment.osnUlDl6ricos.do t.ipo incre_nt.al/it.erat.ivo.
propost.os para a solut;:Ko das equat;:CSesnKo lineares de equilibrio.
ut.iliza-se a est.rat.6gia de considerar 0 increment.o de carga relat.ivo a
cada passe ou i t.erat;:Koda anAli se como uma i nc6gn1t.a ad!ci onal do
problema. Tal est.rat.6gia cons1st.e em. assumindo que 0 carregament.oseJa
proPorc10nal. escrever a equat;:Ko(3) na forma



onde -[K ](~-t) 6 a mat.J:'izde rigidez t.angent.e referent.e ao passe t.+At.
e A i~erI~l.o (i-1). <u>\ • 0 vet.or de increment.os de deslocament.os
nodais correspondent.es A it.era~l.o i. f:i)..\ define 0 increment.o de carga
iest.a.it.rra~l.o. <R>. um vet.or de cargas nodais de refer6ncia e
<",>(\-t • umvet.or de for~as desequilibradas correpondent.es ao t.empo

t.+At.e A i t.era~.o (i -1) dado pol'

o vet.or de increment.os de deslocament.os nodais • obt.ido pela soma de
dois vet.ores

Umaequat;l.o adicional •• ent.l.o. est.abelecida para que possam ser
-det.erminadasas N+1inc6gnit.as do problema. Sl.o dadas a seguir est.as
equa~oes adicionais referent.es aos m6t.odosnum6ricos empregados nest.e
t.rabalho. Os fundament.osnos quais os mesmossl.o baseados e os det.alhes
para implement.a~l.ocomput.acional sl.o dados nas refer6ncias [4] e [6].

M6t.ododo Controle par Trabalho
Nest.e m6t.ododefine-se a eriori umt.rabalho de cont.role AWe um vet.or
de cargas de refer6ncia <10. Na primeira it.era~l.o de umpasse qualquer
i da anAlise det.ermina-se 0 increment.o do fat.or de carga pelaequa~l.o

AW
<R> <u >~

t J

<R>

<R>

M6tododo Controle par Desloca_nt.os Generalizados
Est.e met.odout.iliza como cont.role um parAmet.ro denominado "general
st.iffness paramet.er" (GSF'). 0 qual. numpasse gen6rico J. da analise. 6
definido POI'



<u )f. <u )f.
f. f. f. f.

<u)~ <u)~f. J-f. f. J

Ha primeira itera.;:l!lodo passe i 0 increment.o do f'ator de car-ga e obtido
por

sendo A)..f.0 incremento de carga adotado de inlcio. ou seja. na primeira
itera.;:aof.do primeiro passo. Has itera.;:tses seguintes (i;;::2) tem-se

Criterio de ConvergOneia
Os procedimentos acima referidos f'oram implementados em UIII programa
comput.acional no qual sllo utilizados elementos retangulares quadraticos
de 6. 8 e 9 n6s. Admite"1e nest.e programa que cada passe da analise e
concluldo quando numaitera.;:lIo ~ cumpre-se a condi.;:lIo

I-<'I' ) ~1
H· ,-X ~"I<R> 1

onde p e umatolerAncia prescri ta adot.ada como 10-4 nos exemplos
numltricos apresentados a sequir. I 1 desigi"la a norma euclidiana de um
vet.or e H e 0 nt'Jmerode graus de fiberdad. da est.rutura.

Casca ci11ndrica abatida co. carga no centro
Est.e exemplo consiste de uma casca cillndrica de mat.erial is6tropo
solicitada por umacarga concentrada conf'orme mostra a Fig. 2. As
bordas transversais (cur-vas) da casca sao livres e as longit.udinais sao
rotuladas (u = v = w = 9z= 0). Hest.e e nos demais exemplos u. v e w
representam translat;:es&ssegundo as dire.;:ees x. y e z e 9 e 9 sllo
rota.;:eses em torno de eixes locais x' e x'. respectivamente. def'fnidos
comose mostra na Fig. 1. Umquart.~ da clsca f'oi modelado com quatro
elementos de nove n6s. Ha Fig. 2 sao mostrados os resultados obtidos
com 0 MlIfttododo Controle por Deslocament.os Generali zados. os quais
est.ao em concord&ncia COlD os resul tados obti dos em [7J . Este exemplo
apresenta os f'en6menos ditos "snap-through" e "snap-back", Houve
problemas de divergOncia coma utilizat;:lIo do M6t.odo do Controle por
Trabalho na regillo do ••snap-back.••.Uma int.egrat;:l!lo reduzida seletiva
nos t.ermos de cisalhamento da matriz de rigidez f'oi adot.ada.



Casca esf6rica la_nada sob carga unitor_
Nest.e .-plo. umquart.o de uma casca es:f"rica laminada const.it.uida
por duas laminas de material compost.o re:foro;:adocom :fibras. "cross-ply"
(0/90). solicit.ada por uma carga uni:forme :foi modelada com quat.ro
elementos de nove n6s. A gee_t.ria da casca " lIlOSt.rada na Fig. 3.
Di:ferent.es condit;&t5 de cont.orno BC1e 9C2. abaixo especi:ficadas, foram
adot.adas e os result.ados obt.idos com 0 N6t.ododo Cont.role por Trabalho
sAo. na U1C~/"'" l'igura. comparados com os result.ados apresent.ados em [7].
Const.at.ou-se ser necessArio um nQmeromator de passos para a analise
dest.e exemplo com 0 N6t.ododo Cont.role por Deslocament.os Generalizados.
Foi adot.ada uma int.egrao;:llot.ot.al (3x3) no plano da estrut.ura enquant.o
que ao longo da espessura subdividiu-se cada l&mina em duas camadas e
um pont.o de int.egrat;ao (Jemcada uma delas :foi t.omado. Propriedades das
1&minas: EvEz=25; Ez"10 psi; Gt2/Ez=O.!5;Gt8=Gt2;Ga/Ez=O.2; vu=O.25.

BCt: v w 9 .. 0 em x .. a/2; u w .. 9 = 0 em y •• &/2
Z :l

u .. 9 .. 0 em x .. 0- v 9 .. 0 em y = 0
:l . Z

BC2: u w •• 9 .. 0 em x &/2; v w •• 9 .. 0 em y .. a/2
Z :l

v 9 .. o em x :a 0; U 9 .. o em y .. 0
:l Z
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lL 0.0

~-Q1
ao -0.2
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-0.4
-0.5



Placa engast.ada co•• enriJecedores lat.erais excOnt.ricos
Nest.e exemplo analisa-se a placa engast.ada e dot.ada de enrijecedores
excOnt.ricos nas bordas lat.erais. most.rada na Fig. 4. const.it.uida de
mat.erial homogOneoe is6t.ropo. Foram ut.ilizados dois element.os de nove
n6s para modelar a placa e quat.ro element.os de seis n6s para modelar os
enrijecedores. As mat.rizes de rigidez de t.odos os element.os 1'oram
obt.idas 1'azendo uso de uma int.egralFSo recluzida selet.iva no plano da
est.rutura • de dois pont.os de int.egralFAo ao longo da espessura. Os
result.ados obt.idos at.rav6s do MIIt.ode do Cont.role por Deslocament.os
Generalizados. para a est.rutura com. sem os enriJecedores saD dados na
Fig. 4. e est.So em boa concord&ncia comaqueles encont.rados em [7].
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casca es1'6rica const.it.u1da de nove ca•• das (O,go~ •••)
Umacasca es1'6r1ca const.it.uida de nove camadas de gra1'it.e-ep6xi e cuja
geemet.ria 6 most.rada na Fig. 6. 6 nest.e exemplo anal 1sada. Para 1'ins de
comparac;&ocom os result.ados obt.idos em [7] soment.e umquart.o da casca
1'oi modelado comquat.ro element.os de nove n6s. admit.iu-se at.uar sobre a
mesmaumacarga vert.ical uni1'ormee cond1c;~ de cent.orno BC1 1'oram
adot.adas. A curva carga x desloca.ment.oobt.1da com 0 Mlitot.ododo Cont.role
por Deslocament.osGeneralizados 6 t.amb6mmost.rada na Fig. 6. Observe-se
que a mesmanao apresent.a pont.os limit.es t.al comoa curva obt.ida para a
easea do segundo examplo com ld.nt,lcas condlc;esesde cont-orno. Tamb6m
nest.e exemplo 1'oi const.at.ado que 0 nOmerode passos requer1do para se
at.ingir det.erminado nivel de carga 6 menor para 0 met.odo do cont.role
por t.rabalho. se uma mesmacarga inicial 6 admit.ida. A mesma regra de

~;::4~S~~~O~=~l~-:-;.~ ~~7t.~:;ieed~~. ~~s Uminas:
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No present.e t.rabalho foram apresent.ados proced1ment.ospara a ani.lise de
pr4rte p6s-flambagem de placas e cascas laminadas usando element.os
f'init.os t.ridimensionais degenerados. 0 emprego dest.es mesmas element.os
na analise de est.rut.uras dot.adas de enrijecedores excent.ricos foi
t.ambeminvest.igado. Dais m6t.odosnum6ricos para "a solu.;:So das equa.;:(Ses
nao lineares de equilibrio foram t.est.ados. 0 M*t.odo do Cont.role par
Trabalho e 0 Net.ododo Cont.role pol'" Deslocament.os Generali zados. Nos
exemplos de est.rut.uras que sofrem "snap-t.hrough" foi requerido um
numero menor de passos para a realiza.;:So cia ani.lise pelo met.odo do
cont.role POl'"t.rabalho. para iguais cargas de part.ida. e nos exemplos em
que houve enrijeciment.o da est.rut.ura 1'oi const.at.ado exat.ament.e 0 caso
cont.rArio. POde-se ainda verificar uma maior facilidade de uso do
segundo ~odo. pelo fat.o de que 0 exit.o da solu.;:ao depende apanas do
valor da carga inicial. enquant.o que no primeiro m6t.odo t.al exi t.o
depende das escolhas arbit.rArias do valor de AW. nem sempre razoavel
para a anAlise complet.a da est.rut.ura. e do vetor de cargas db. Os dois
met.odos. contudo. mostraram-se eficient.es na solu.;:ao de diversos
exemplos. dos quais alguns foram aqui apresent.ados.
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