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SUMARIO

Apresenta-se neste trabalho procedimentos para a anilise de cascas
laminadas em regime pré e poés—critico utilizandg—se o método  dos
elementos finitos. A formulacfc empregada tem como base uma ~descrigio
Lagrangeana Total. Comparam-se os desempenhos de duas estratégias
C*“Work Control Method" e “Generalized Displacement Control Method”2> na
solucfio das equagSes nSo lineares de equilibrioc. Através da solugfc de
vaArios exemplos numéricos demonstra-se a eficiéncia dos procedimentos
apresentados. )

ABSTRACT

Finite element procedures for the analysis of laminated shells in the
pre and post-critical stages using a Total Lagrangian formulation are
presented in this work. The performance of two strategies CWork Control
Method and Generalized Displacement Control Methodd for the salution of
the nonlinear equilibrium equations are compared. Numerical examples
are presented to illustrate the efficiency of the proposed techniques.

INTRODUGCXO

Placas e cascas laminadas sSo estruturas 2as quais s¥o destinadas
importantes e diversificadas aplicagBies. Por exemplo, a cada dia cresce
a utilizac%oc destas estruturas como parte integrante de automdveis,
avi®es, veiculos espaciais e vasos de press¥o, entre outras.

Tal fato tem motivado um grande interesse na descrig¢fo do comportamento
das mesmas sob cargas estaiticas e em estagio pré e pés—critico face aos
importantes resultados praticos que do conhecimento deste compor tamento
podem advir.

Dada a complexidade do assunto, a utiliza¢ko de métodos numéricos
faz—-se indispensaivel, e o método dos elementos finitos tem se mostrado
muito Gtil para tal fim.

Virios modelos de elementos finitos deduzidos com base em diferentes
teorias de cascas tem sido empregades na anadlise nZo linear destas
estruturas e, alternativamente, o uso dos chamados “elementos
tridimensionais degenerados de cascas" (1] tem sido muito difundido por
varias raz¥es, entre as quais destacam—se a simplicidade e generalidade
por eles apresentadas.

No contexto do estabelecimento das equagSes nic lineares de equilibrio,
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e

tem sido muito empregadas as formulacgles incrementais Lagrangeana Total
e Lagrangeana Atualizada.

Diferentes procedimentos numéricos para a solugsio destas equaglSes
encontram-se divulgados na literatura [2]. Entre estes o método do
comprimento de arco constante {3) tem recebido relevante destaque.

No presente trabalho, utilizando-se elementos finitos tridi mensionais
degenerados de cascas Jjunto com uma formulag3io Lagrangeana Total
investiga-se o comportamento pré e pés— flambagem de placas e cascas
laminadas. Utilizando-se ainda este mesmo tipo de elemento e adequadas
transformacfes de coordenadas, o comportamentc de estruturas dotadas de
enri jecedores excéntricos é também investigado.

S%o empregadas duas estratégias, o Métode do Controle por Trabalho (431
e o Método do Controle por Deslocamentos Generalizados {81, para obter
a solugSc das equacdes nXo lineares de equilibrioc. O desempenho destes
algoritimos é verificadoc atraves de alguns exemplos numéricos que
apresentam diferentes tipos de comportamento dando-se especial destaque
a problemas nos quais ocorrem "snap-through” e “snap-back®.

EQUACXO INCREMENTAL DE EQUILIBRIO

Adotando-se um sistema de eixos cartesianos como referéncia e uma
descrigfo Lagrangeana Total o principioc dos deslocamentos virtuais pode
ser escrito na forma

s %, 8% %ar= "= €1
o, 07 o i}
na qual ‘S__ e ‘c.~. representam, respectivamente, componentes
cartesianal ad segunaotﬂensor tensSo de Piola-Kirchhoff e do tensor
deformagic de Green-Lagrange correipondentes ao tempo t+AL(O [
referidas A configurag3o dg tempo O, R é& o trabalho virtual externo
relativo ao tempo t+At, ¢ v é& o volume  do -corpo na configuragio

inicial, ou seja, no tempoc O.

A partir da equagXfo (1) pode-se deduzir uma forma linearizada para a
equagloc de equilibric incremental de um corpo [8]

t

o o - t o
fovocijr. o’r-éoetj dy + Iovosij éonij dV = R - fovosijéoeij av
cad
Nesta equaglo C. . é o tensor constitutivo incremental , ou seja, que

relaciona os iRcrdmdntos das componentes do segundo tensor tens%o de

Picla-Kirchhoff ¢ £ ) com os incrementos das componentes do tensor
deformagZo de Groentﬂagrange Cos_.). referidos A configurag¥%o inicial,
N e n . skKo, respectivampnt&, partes linear e n¥o linear destes
1ncr3&enngo§‘do deformagXo.

FORMULAGCAO DO ELEMENTO FINITO

A equacZc de equilibrioc de um elemento finito pode ser deduzida a
partir da equacfio (2>, e resulta

t t L] t
COIKL] +°[KNLJ 3 LW\ <R> o{F} [§<»)
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sendo {U> um vetor contendo incrementos dos deslocamentos nodais do
elemento e

ik 1 = o (B 31
o L
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Nestas equagles '“[BLJ e ;[8 ]l s¥%c as matrizes deformagfc-deslocamento
linear e nZc linear, respectivamente, o(C] é a matriz constitutiva
incremental, [S) & uma m’or*z,contendo componentes do segundo tensor
tensXo de Piofa—Kirchhoff e "< & um vetor contendo estas mesmas
componentes de tensSo. Comeo no estudo considerade cada elemento é
constituido por um nimerc arbitrario de laminas de diferentes materiais
as integrais que constam nas equagBes (4 sfic desenvolvidas em uma soma
de integrais sobre o volume de cada uma das referidas laminas.

Os deslocamentos dos elementos finitos tridimensionais degenerados [11
s¥o estabelecidos com a imposig¥o das seguintes restrigSes sobre o
campo de deslocamentos dos elementos isoparamétricos tridimensionais:
(1) linhas retas normais A superficie média da casca em sua geometria
inicial permanecem retas, porém nfco necessariamente normais, apés a
deformagfio; e (2 s%o consideradas nulas as componentes de tensfio e de
deformagi%o normais transversais.

Apesar da equagfo (20 nio conter qualquer restrigfo no que diz respeito
as grandezas de deslocamentos e deformag®es nela envolvidos, as
hipéteses acima mencionadas restringem ¢ uso desta formulagXo A anilise
de estruturas em cascas sujeitas A pequenas deformagBes. Maicres
detalhes s3o dados em [8].

RELACXO CONSTITUTIVA DE UMA LAMINA

As estruturas a serem analisadas sfo constitulidas, em sua forma mais
geral, por laminas confeccionadas com diferentes materiais ortétropos
superpostas e ligadas entre si. As diregSes principais destes materiais
precisam, portanto, ser definidas com relagSic a eixos locais escolhidos
convenientemente, adotando-se neste trabalho tais eixos conforme mostra
a Fig. 1.

Para cada lamina, supostamente constituida de material elastico linear,
os incrementos de tensSes de Piola-Kirchhoff ¢ $ D relacionam—se com
os incrementos de deformagSes de Green-Lagrang ;s, 2, .2 segundo as
diregBes principais do material, pela equaglio v :

o(S} = o[C] o(s} (@3]
sendo
T
o<s‘> = {osaa 0822 osss os1z osas oSza > e
r &p)

0<s} = (0511 0622 oesa aosgz 20‘;1: ao‘zs *
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onde os coeficientes ¢ sfo as rigidezes elasticas do material.

Através da nulidade das"lerceiras linha e coluna desta matriz tem-se
estabelecidas as hipoteses de serem nulas as componentes de tensfo e de
deformag8io normais transversais. Para fins de resclugcfco numérica das
integrais contidas nas equagles (4D, a partir da matriz da equac%o (&8
e usando transformacSes usuais de coordenadas, s%oc obtidas as matrizes
constitutivas segundo as diregSes locais e globais mostradas na Fig. 1.

X3 % /0

X - Eixos Globais: X, Xg:Xg

Eixos Locais: X|, X5,X3

Xg=2 ‘7L:ir99303 principais

x;J_ Superficie Me&dia
XXy e Xp
XodX, o X§

X=X

Fig. 1 - Eixos globais, eixos locais e diregdes principais
das laminas

PROCEDIMENTOS NUMERICOS DA ANALISE

Em diferentes procedimentos numéricos, do tipo incremental iterativo,
propostos para a solugZo das equagles n%c lineares de equilibrio,
utiliza-se a estratégia de considerar o incremento de carga relative a
cada passo ou iteragfio da anadlise como uma incégnita adicional do
problema. Tal estratégia consiste em, assumindo que o carregamentoc seja
proporcional, escrever a equagfo (30 na forma

L] » Ci~2) i . (i-1) i » Ci~2)
CLIK 1 + 1K 1D Cur't= CA + AADY <Ry o<F?

ou
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*»

ti-4)> i i,z - (i-2)
otKTJ u>r "= AN"{R> + o{v}

(4>

onde .IK ]‘t"’ ¢ a matriz de rigidez tangente referente aoc passc tL+At
e A igergqxo €i-13, <uw' é o vetor de incrementos de deslocamentos
nodais correspondentes A iteragfo i, AM\' define o incremento de carga
gest?tékfraqao. {R>» é um vetor de cargas nodais de referéncia e

<y> é um vetor de forgas desequilibradas correpondentes ac tempo
t+At e A iterag¥o (i-1D dado por

- (i-4) ® o (i-2)
=

-1y
o<y A

R - :<F>‘ 10D

O vetor de incrementos de deslocamentos nodais € obtido pela soma de
dois vetores

wta Ax"cu1>"+ (uz)i' C11)
tal que
"k 1P Vot (B a2
[+ ] T 4
e
IU3 S DARRAF<TID T 2™ S Q=
] T 2 [+]

Uma equaglc adicional ¢, ent3o, estabelecida para que possam ser
determinadas as N+l incédgnitas do problema. SXo dadas a seguir estas
equagties adicionais referentes acs métodos numéricos empregados neste
trabalho. Os fundamentos nos quais os mesmos sXo baseados e os detalhes
para implementag8oc computacicnal sfo dados nas referéncias [4]) e [S5].

Método do Controle por Trabalho

Neste método define~se a priori um trabalho de controle AW e um vetor
de cargas de referéncia (K. Na primeira itera¢3oc de um passo qualquer
j da anAlise determina-se o incremento do fator de carga pela equagio

1 AV 12
AN = 2 C —_— 14D
) <B® ¢u >t
1
e nas demails itera¢gles (122D
5 i
. <R> <uz),
AN = - —Z_ s
3 < {u‘}‘j

nas quais < > designa < >T

Método do Controle por Deslocamentos Generalizados

Este método utiliza como controle um parametro denominadeo ‘'general
stiffness parameter" (GSP), © qual, num passo genérico ] da analise, é
definido por
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171 <u‘}:
GSP = - 18D
1 1 }
<1.1">j__’{u’).i

Na primeira iteragio do passo | © incremento do fator de carga é obtido
por

Ax: =% A)\: cespyt’? ks

sendo A\ o incremento de carga adotado de inicio, ou seja, na primeira
iteragxo‘do primeiro passo. Nas iteragSes seguintes (i22> tem-se

<u >t <udt
1 -2 2§ 18

Cu >

427 j

Mt o= -
1 <u >
E 3

£ S
j.—
LS
j-
sendo que para j=i, faz-se (u‘); = (u‘}:

Critério de Convergéncia

Os procedimentos acima referidos foram implementados em wum programa
computacional no qual sfo utilizados elementos retangulares quadraticos
de 8, 8 e O nés. Admite—se neste programa que cada passo da analise ¢
concluido quando numa iterag3oc i cumpre-se a condig&o :

1" >'

LR RSN 2] |

< p c1ed

onde p ¢ uma tolerancia prescrita adotada como 107* nos exemplos
numéricos apresentados a seguir, J designa a2 norma euclidiana de um
vetor e N é o nimero de graus de 1bordad*e_f da estrutura.

EXEMPLOS NUMERICOS

Casca cilindrica abatida com carga no centro

Este exemplo consiste de uma casca cilindrica de material isétropo
solicitada por uma carga concentrada conforme mostra a Fig. 2. As
bordas transversais Ccurvas) da casca sfo livres e as longitudinais s#o
rotuladas (u = v = w = 9z-= 0). Neste e nos demais exemplos u, v e Ww
representam translagBes Segundo as diregles x, y e z e 8 e © s3o
rotacSes em torno de eixos locais x) e x, respectivamente. deffnidos
como se mostra na Fig. 1. Um quartg da casca fol modelado com quatro
elementos de nove nés. Na Fig. 2 sfo mostrados os resultados obtidos
com o Método do Controle por Deslcoccamentos Generalizados, os quais
estfo em concordincia com os resultados obtidos em [7]. Este exemplo
apresenta os fendmenos ditos ‘“snap-through"” e "snap—back". Houve
problemas de divergéncia com a utilizagfo do Método do Controle por
Trabalho na regifioc do “snap-back™. Uma integragloc reduzida seletiva
nos termos de cisalhamento da matriz de rigidez foi adotada.
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Casca esférica laminada sob carga uniforme

Neste exemplo, um quarto de uma casca esférica laminada constituida
por duas laminas de material composto reforgado com fibras, “cross-ply"
CO/00>, solicitada por uma carga uniforme foi modelada com quatro
elementos de nove nés. A geometria da casca é mostrada na Fig. 3.
Diferentes condi¢Ses de contorno BCl e BCZ2, abaixo especificadas, foram
adotadas e os resultados obtidos com o Método do Controle por Trabalho
s80, na mesma figura, comparados com os resultados apresentados em £713.
Constatou—se ser necessaric um nGmero maior de passos para a analise
deste exemplo com o Método do Controle por Deslocamentos Generalizados.
Foi adotada uma integracX¥o total (3x3) no planc da estrutura enquanto
que ac longo da espessura subdividiu-se cada lamina em duas camadas e
um ponto de integragSo em cada uma delas foi tomado. Propriedades das
1aminas: Es/E2=28; E2=10°psi; G12/E2=0,5; G18=Gs2; Gze Ez2=0,2; wv42=0,23.

BC1:v=w=az=0 em X = a/&; u=w=9‘=0 em y = a2

u=9’=0 em x = O; v=62=0 emy = QO

Bca:u=w==e:=o em X = as2; v=w=91=o em y = as2

<
1]

6‘=Oemx=0; u=ez=Oemy=0

L =254 mm
R=2540 mm
h= 635 mm

(KN)

Carga P
2

——formulagdo presente .
-04 1+ , (iso ond Reddy ‘

o 5 10 15 20 25 30
Deslocamento Vertical (mm)

Fig. 2 — Casca cilindrica abatida sob carga concentrada
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Placa engastada com enri jecedores latoerais excéntricos

Neste exemplo analisa-se a placa engastada e dotada de enrijecedores
excéntricos nas bordas laterais, mostrada na Fig. 4, constituida de
material homogéneo e isétropo. Foram utilizados dois elementos de nove
nds para modelar a placa e quatro elementos de seis nés para modelar os
enri jecedores. As matrizes de rigidez de todos os elementos foram
obtidas fazendo uso de uma integracfo reduzida seletiva no plano da
estrutura e de dois pontos de integraglo ac longo da espessura. Os
resultados obtidos através do Método do Controle por Deslocamentos
Generalizados, para a estrutura com e sem oS enri jecedores sio dados na
Fig. 4, e estfo em boa concordancia com aqueles encontrados em [71.

r X 2 2a
7> 7 R= 1000 in
'0 h={in
2e a=50in
R ~Y h ’g'
< x =
4.0 -
« BC3 BCl
E
-~ 307t .
° ® % °
E -
B
=
5 20+ "
> X s
&
3 .
104 =2 ,
—— formulagSo presente
. Lioo ond Reddy
Q.0 + u t +
‘0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
Desiocamento Central {in)

Fig. 3 - Casca esférica laminada sob carga uniforme

Casca esférica constituida de nove camadas (0,90/0-80...)

Uma casca esférica constituida de nove camadas de grafite-epdxi e cuja
gecmetria é mostrada na Fig. 8. & neste exemplo analisada. Para fins de
comparacgfo com os resultados obtidos em [7] somente um quarto da casca
foi modelado com quatro elementos de nove nés, admitiu-se atuar sobre a
mesma uma carga vertical uniforme e condi¢Ses de contorno BC1i foram
adotadas. A curva carga x deslocamento obtida com o Método do Controle
por Deslocamentos Generalizados é também mostrada na Fig. 5. Observe-se
que 2 mesma n¥o apresenta pontos limites tal como a curva cobtida para a
casca do segundo exemplo com idénticas condigSes de contorno. Também
neste exemplo fol constatado que © numero de passos requerido para se
atingir determinado nivel de carga é menor para o método do controle
por trabalho, se uma mesma carga inicial é admitida. A mesma regra de
integra¢%o do %xemplo anterior fol adotada. Propriedades das laminas:
Es/E2=40; E2=10°psi; G12/E2=0,8; Gi8=C1z; Gzs/E2=0,5 e v12=0, 28.
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Z//Y ‘514ﬁ§
AZ L=120 in
q P Q=41 in
2 4" b=z 1in
e c=7in
LEY]
T in
6000
S ; PLACA
~— 5000 ENRIJECIDA
o o/ PLACA NAO
4000 + ENRIJECIDA
o
g .
o 3000 -+,
2000 {1
1000 -  tormulaglic preseste
. Lieo and Reddy
(o] 2 4 6 8 10 12 14 16
Deslocamento Vertical no Extremo (in)
Fig. 4 - Placa engastada enrijecida
2/4 2q
R = 1000 in
47’0
"0 % h=1in
/ a= 50in
— R Y
“e <y o]
o'y 2
™3 ;
® .
w 104
-]
8. 8C}
9
S
e G -t
®
|3
v 44
b4
o
2+ ——— tormulagic presente
- Lico ond Reddy
o}

1.0 2.0 3.0 4.0

Desiocamento Central/Espessura

Fig. 5 - Casca esférica com nove camadas C0.90.0.00...5
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CONCLUSUES

No presente trabalho foram apresentados procedimentos para a anAlise de
pré e pés-flambagem de placas e cascas laminadas wusando elementos
finitos tridimensionais degenerados. O emprego destes mesmos elementos
na analise de estruturas dotadas de enrijecedores excéntricos fol
também investigado. Dois métodos numéricos para *a soluglic das equagles
n%c lineares de equilibrio foram testados, © Método do Controle por
Trabalho e o Método do Controle per Deslocamentos Generalizados. Nos
exemplos de estruturas que sofrem “snap-through" foli requerido um
namerc mencor de passos para a realizagSo da anélise pelo método do
controle por trabalho, para iguais cargas de partida, e nos exemplos em
que houve enrijecimentc da estrutura foi constatado exatamente o caso
contrario. Péde-se ainda verificar uma maior facilidade de uso do
segundo método, pelo fato de que o éxito da soclug3o depende apenas do
valor da carga inicial, enquanto que no primeiro método tal éxito
depende das escolhas arbitrarias do valor de AW, nem sempre razoavel
para a analise completa da estrutura, e do vetor de cargas <R>. Os dois
métodos, contudo, mostraram-se eficientes na solug3o de diversos
exemplos, dos quais alguns foram aqui apresentados.

AGRADECIMENTOS

Os autores agradecem o apoio financeiro prestado pelo CNPq.

REFERENCIAS

{1] Ahmad, S., Irons, B.M. and Zienkiewicz, 0.C., Analysis of Thick and
Thin Shell Structures by Curved Finite Elements, International
Journal for Numerical Methods in Efigineering, 2, 1870, pp. 418-481.

2] Ramm, E., Strategies for Tracing tM Nonlinear Response Near Limit
Points, Nonlinear Finite Element Analysis in Structural Mechanics
CEds. Wunderlich, Stein, Bathed, 1881, pp. 63-88, Spring-Verlag.

[31 Riks, E., 4An Incremental Approach to the Solution of Snapping and
Buckling Problem, International Journal Of Solids and Structures,
18, 1979, pp. 520-081.

{4] Yang, Y.B., Linear and Nonlinear Analysis of Space Frames with
Nonuni form Torsion using Interactive Computer Graphics, Depariment
of Structural Engineering Report, Cornell University, 1©84.

{S] Yang, Y.B. and Shieh, M.S., Solution Method for Nonlinear Problems
with Multiple Critical Points, AIAA Journal, 28, 12, 1960,
pp. 2110-21186.

{61 Bathe, K.J., Finite Element Procedures in Engineering Analystis,
Prentice-Hall, inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1982.

[7) Liao, C. ~L. and Reddy, J.N., 4n Incremental 7Total Lagrangian
Formulation for General Anisotropic Shell-Type Structures, Virginia
Polytechnic Institute and State University, Blacksburg, Virginia,
24061, 1987.




