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RESUMEN
En aste trabajo se analiza el problema de juegos diferenciales de suma nula con tiempos de detencion sin
descuento y las propiedades de regularidad de la funcién valor del juago. Discretizando la inecuacion
bilatera de I[saacs asociada al problama, se obtieme un problema discreto del cual se caracteriza
totalmente el conjunto de soluciones y se presentan algoritmos pricticos de computo.

ABSTRACT
In this paper we analize a zerc sum differential game problem with stopping times without discount and
the regularity properties of its value function. We discretise the Isaacs bilateral inequalities unsing finite
elements and we obtain a discrete problem. We totally caracterize the set of discrete solutions and we
present practical algorithms to compute them.

1. INTRODUCCION

Cuando se considera el problema de juegos diferenciales con tiempos de detencién sin descuento (ss
decir, cuando el coeficiente de actualizacién X es cero) se pierde en general las propisdades de
regularidad de la funcion valor del juego. Mientras que para el caso ) > 0 se prueba la holderianidad de
la funcién valor {ver {131}, en este caso, an con condiciones de regularidad de los datos, se demuesira
que aunque la funcidn valor es Gnica puede ser discontinua. Estudios relacionades sobre sste problema
puede verse en {1). Ademais se caracteriza el conjunto de discontinnidades de la misma.

Esta funcion valor verifica un sistema de inecuaciones integrales de tipo Isaacs (ver [4], [6], [11],
{15]) que puede ser discretizado utilizando el método de los elementos finitos [12]. El problema discreto
no tiene en general solucién dmica. Dentro del conjunto de soluciones existe una que esti naturalmente
asociada a la definicion del problema original. Ademis de caracterizar completamenta el conjunto de
soluciones presentamos en este trabajo un procedimiento para identificar a esa solucién espacial. Las
implementacicnes computacionales aceleradas de este procedimiento estin basadas en las técmicas
estudiadas en [3] y [14].

Se estudian casos especiales donde la solucion del problema continuo es regnlar y anica (ver [5]), la
discretizacion del problema tiene solncién finica y estas soluciones son convergentes a la fmncion valor

del juego.

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA
2.1 El problema de juegos
En este juego diferencial, las variables de decision de los jugadores son los tiempos de parada del

sistema controlado. La evolucion dindmica del sistema esti deseripta por la siguiente ecuacion
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diferencial ordinaria:

%ym =gyt yl =z (1)

T € Q Q dominio abierto y acotado de RP

Como &l juego es de suma nula, ¢l cbjetivo del primer jugador es maximizar un funcional J, y el
objetivo del segundo jugador es minimizarlo.

5i llamamos con Ty YT, los tiempos de detencién de los jugadores 1 y 2 respectivamente, entonces el
funcional J tiene Ja signiente estructura:

. _71 AToAThAE .
Ty Todtim g f(y(S).\ds+w1(y<r1))x.,1 < ,2+¢2(y(72)>x,2 < .,1+¢'u\y«6‘))x, <y A, @)

donde: #=8(x) es el primer instante en donde la trayectoria con condicién inicial x sale de @ (d=+00
cuando al trayectoria permanece siempre en ). Es decir:

#{x)= inf {t: y{1) £ B
7, 1=1,2 son los tiempos de detencion utilizados por lns jusadores; £(y) es s costo instantinao, Yyesel
costo a pagar si el sistema sale de Q y 1111, wz son los costos finales que tienen que pagar los jugadores

1y 2 respectivamente; y que en general verifican la siguiente condicidn:
Yylx) 2 D +x ¥ € Qa>d (3)

Nota 1: Puede observarse que debido a 1a condicidn (3) el funcional (2) esti bien definido ya que el casc

Ty=Ty (finito) no corresponde a ninguna estratesia realista de ambos jngadores.

Nuestro objetive es e‘ncontrar ?1 ¥ ?2 tales que: V(x) = sap 1}1&‘ Jx, Ty 72)

donde V (si existe) es la funcion valor del juego y ’?1 ¥ ?2 las estrategias optimales de equilibrio o
punto de ensilladura del funcional J.

Suponemos:

(H) g, & ¥y 1=0,1,2 son funciones lipschitzianas acotadas en Q Ly Lp L“'i sus constantes de Lipschitz
¥ Mg, Mf. Mwi sus cotas).

Nota 2: Es necesario considerar el limite superior (o el limite inferior, en &l caso de considerar el paor
taso para el jugador 1), como se puede observar facilmente er &l siguiente ejemplo. Sea M

suficientemente arande; aix)=M y wi (X)=—M tal que T{= Ty=+00, f(x):xi, Q={~-2, 2) ¥ sea

11"(2) = x,{t)
12'(t) = -—zz(t)

o
en este caso J F(y(s))ds no existe.
1}
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2.2 Propiedades de la funcién valor

e 221 Exirtencia de l& funcion velor

8i (H) es vilida entonces existe la funcién valor del jnego ya que podemos definir los valores inferior y
saperior del jueso ¥ y V respectivamente, por:

¥ex) = sap inf Jx, 7y, 7)) ¥(x) = inf sup Jx, 7y, 7))
12 211
y puede probarse (ver [4]y [11]) gque: V(x) = V(x) = Vi
Nota 3: En términos de la funcidn valor del juego podemos encontrar e-estrategias optimales de
equilibrio, tales que:
Xx, Ty ?2)— € £ Xz, ?1, ?2) £ Xz, 71, 'rz)+ € ¥ Ty Ty
Las e-gstrategias optimales de equilibrio estin definidas de la signiente manera:
'1'-1= inf {sf Viy(s)) & wliy(s)H-e} ?2= inf {s/ Viy(s)) 2 wg(v(S))—f)
® 222 Ejemplo ée V dizrcontimue.
Rjemplo: Sea Q@ = [-1, 1} ¥ la dinimica del sistema dada por: g—z-(t) = y(t), ¥(0) = x, f(x)=0, wﬂ(x)=ﬁ,
(=131}, vy(m="13x+1); entonces:
1 fb¢xg1
Vix)= { 0 if x=0
-1 if-14{x<0
2.3 Inecuacidn variacional de Issacs
V verifica la siguiente inecuacion de Isaacs:

wix) £ VI £ wp(x) VIEQ

g
V(D) € @p(x) = 38, / Vi <3 VD 2 [ Fy(shds + V()
]

o

Vix) > ¥y(x) =3 i, PV, WS [ Hy(shds + VIy()

o

2.4 Propiedades de los pmhluas con frontera
Si suponemos que 4{x) < ©0 Vx (es decir todas las trayectorias finalizan en ) ¥ que atraviesan 9

con una velocidad suficientemente grande; es decir: 3a >0, v > 0/

Yyls) dy(,80) £ 2 = 4 avnon) < - ()
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Se puede probar en este caso que la funcién de costo optimo V es lipschitziana y que existen las

estratesias optimales de equilibric (ver [4D. Estas propiedades surgen del hecho de que el tiempo de

salida 5 una funcidn lipschitziana de x.

25 Propiedades de alounos procesos ergidicos
Un proceso donde es posible dar mna caracterisacion mis determinada de la solucidn de nuestro
problema es aquel donde e} sistema evoluciona dentro de una variedad compacta. En sse caso la solucion
de (1} define en {) un semigrapo de traslaciones S(t). 8i suponemos que este semiarupo tieme wna énica
raedida invariante & y se verifica que:

J Hx) dum =0

entonces: s R s .
N Y A SUNNA
Th_gam J‘f(y(S))ds =00 - sxg_{ fr(x) du(z)’)

i Y3

Es inmediato ver que esta condicién implica la existencia de estrategias optimales finitas y la con-

tinuidad de la furcién valor.

2.6 Caracterizacitn del conjunto de discontinuidades de V
Supongamos que las trayectorias que finaligan en 8% es decir, las sclusiones de (1) con 8(x) <o
verifican (4). Definamos entonces:
T(x)= ?1 A"i2 4 ¢ siexisten estrategias dptimas finitas
T(X)= + o0 si nc existen estrategias dptimas.
A= { 2 €60 ¥(x) es discontinga }

Q ={ XEQ:T < r}

entonces es Ficil probar (ver [141F que:

Mas aiin si

7y 3 e AThAS
iz Ty 72)— { fy(sids + @iyt :c,,l <7, + bylylry) x,,z < 11+¢‘0(F(\9))7¢9 <A

T - . T T
Vix) ;t:p %—"f 3 (x, Ty: 73) egtonces v !ﬂ,_ =V

3. DISCRETIZACION TNPORAL Y ESPAC[AL DEI. PBOBI.EMA -
Para obtener namericamente la solucidn del problema (2) dxseretxzamos " la variable tamporal y luego
en la espacial utilizando of método de los elementos fmxtos Ver {2}, [7], 81, [9], [12] v [121

3.1 La discretizacion en tiempo

Para la discretizacion temporal, (ver [2)), consideramos h > 0 y una particién homogénea dal intervalo
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10, +co} en intervalos de igual longitud h. La eceacion de Isaacs para la discretizacion en tiempo; Vh;
es:
VB = Py B #x) + Vczahot) ) 5

donde PI denota la proyeceidn sobre el intervalo [811( x); wz(x)]

3.2 La discretizacion en espacio
o 3.2.1 Elementor éel Prodleme Discrsto
Para definir el problema discreto es necesario discretizar el conjunto {2, el espacio C((?) y el oparador
(5).
Aproximamos { con Qk= U Sg‘, donde {Sjk} es un conjunto finito de simples y por 1o tanto, Qk es un
i .
poliedro de P, max(didm Sf)=k. Notaramos con X={x!,i=1,...,N} el conjunto de vértices de Qk
3
(nodas), siendo N el cardinal de X. Llamaremos GQ;' a
{rie x/+noude nk}.
Consideramos como aproximacion del espacio C({) al conjunto Wk de funcionas w: Qk-;ﬁ, w
w

continnas en Qk’ con T constante en el interior de cada simplex de Qk {#s decir, w es nn slemento

finito lineal).

® 3.2.1. Ei problems tolalmente discreto
Utilizando la misma metodologia que la wutilizada sn [9] obtenemos una formulacior del problema
totalmente discreto; problema P’k‘; consistente en hallar un punto fijo del operador M: #N., g
asociado 2 la transformacidm: Vix)— Py ( hi(x)+V{x-+ho(x)) ) a través del isomorfismo natural
w, 8N

Mw(x) = B (Pw + Ffz)

¢s decir: Vi) = By ( PR+ F)u) (6

donde PI denota la proyeccidn sobre el intervalo Wil(i). wz(i)]; P es una matrix de componentes Pi i
dadas por: xj+bg(xi)-= % Pi jx’., cusndo x° g mi" f Pi j=° ¥isi e 3!‘:;'. F(xi)=h f(xi), cuando xt €
=17 g
30t | Fixh=,(xh) si x' € 81} Dado que i P =1 el operador M no es comtractivo y en el caso
k [

general no podemos garantizar una fnica solucion de (6).

® 3.2.3 Cadene de Mearkou esocisic sl proceso

Consideramos un proceso aleatorio de estados finitos vﬁ"), donde v es la variable discreta de tiempo, i
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el estado imicial ¥ la evolucidn de la probabilidad del estado yi(") estd dada por la matriz de transicién
P. Pi j es la probabilidad de que estando en e nodo i se pase, en el instante siguiente al nodo j.
Sokre este sistema markoviano podemos definir un problema de juegos diferenciales estocastico con

tiempos de detencion donde la funcidn de costo tiene la forma:

J(i,71,72)=
ST B T, AMAG \
EE[ 8 e, o e e ¢ g A |
Mo = T I (o TR R, < T 8<ry ATy
v donde la fuancién valor es: Vﬁ(i) =inf sup J(i,-rl,'rz) (7
f: 1'1

Teorema 1: La ecuacitn {8} tiene al meros una selucion. Vh, dada por (?) es una de las soluciones.

® 3.2.4 Ceracterizacion de las soluciones discretes

La ecmacidn (6) tiene en general multiplicidad de solucionss. Llamaremos S al conjunto de soluciones.
Caracterizaremos el conjunto S teniendo en cuenta fundamentalmente la estructura del grafo asociado a
la cadena de Markov interviniente en el problema discreto. Identificaremos dentro de este conjunto de

soluciones la que representa la formulacién probabilistica del problema original.

» 3.2.5 Clasificacion de ie cedens en elemenios irensilorios y fineles.

Diremos gque un conjunto de nodos C= {xl} es una clase final si Pi,j=0 i) / e o xgc yaue O
es una clase final minimal si dentro de todas las clases finales es un elemento minimal bajo )a relacidn
de inclusion. Designaremos con A al conjunto de elementos incluidos en slases finales minimales. Todo
elementc que no pertenezca a una clase final minimal se dice tramsitorio. Designaremos con H el
conjunto de elementos tramsitories. Llamemos Cp 2 una clase final minimal genérica, p=l,.,n, Sin
pérdida de generalidad ordenaremos las clases colocando en primera posicitn las clases correspondientes
a puntos T/ € gt (#a0F=nl).

Teorema 2 (de sendo-unicidad): Sean 7, w soluciones de (5}, si v(xi)zw(xi) vx € A entonces v=w.
Nota 4: Es inmediato qume el anilisis de (6) puede restringirse al anilisis aislado de (6) en cada clase
final minimal C y utilizar esto para determinar la variedad de soluciones teniendo en cuenta gue los
valores de la solucion en la clase transitoria H es una funcién de los valoras que toma en los elementos
de A.

Teorema 3: Exisie Q: [0, 1}n°—+ al 421 que S={ Q(k) /B E [0, 1)n°}

e 3.2.6 Estudio de I ecuscion en las clases minimeles
1) Bl caso ¥’ € ot
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¥ j=1,..., B} la soluciba es: Vﬂ(xi)=min(w2(xj), max(wl(xj), wu(xj)))

2) Elcaso @i @ 39;.
Consideramos la restriccion de la matriz P a 1a clase final minimal Cp. Por claridad de notacion
seguiremos Hamando P a esta matriz; que en virtud de la definicion de clase final minimal es una
matriz estocastica irreducible. Llamemos econ d al miximo comén divisor de las longitedes de los
cirenitos (caminos cerrados) determinados por P. Definimos 1a siguiente relacion de eanivalencia:

i relacionado ton j & 3 un camino que une i con j suya longitud es maitiplo de d

Notaremos con c; las d subclases de equivalencia. P tiene la siguiente estructura:

0 Py 0 v
8 9 Py 0
P= @
0 0 b Py 14
Pas 9 o 0

ii G;sC, . .
donde P/ = PV, PO define una cadena de markov ergédica en cada sabclase ¢, ¥ por lo tanto (ver

{10]) existe una unica medida invariante ncﬁ de (Fﬂ'jci’ci, es decir:
L2 % yimg, g
estando astas medidas invariantes ademds relacionadas por:
TP 2 yiag )

Entonces g= ——;——f,gl,. . .,gd) es la dnica medida invariante del proceso de Markov definido por P; es
decir: b= 4P
La medida » determina en gran parte la caracterizacion de las soluciones de (6). En especial es vilido el

siguiente teorema:

Teorema 4: Si <&, £> ¢ 0 entonces la solucidn de (6) es @nica y esti dada por el punto limite de la
siguiente iteracién convergente:

o M v v inicial . {10}

Nota §: Para ballar numericamente la solucion de (10) se puede utilizar los algoritmos acelerados

presentados en [3], convenientemente adaptados para tratar el caso de este operador no contractivo.
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Nota 6: Para estadiar la multiplicidad de soluciones, en virtud del teorsma 4, es necesario restringir el

andlisis al caso <&, £>= 0, hecho que supondremos vilido en el resto de este pirrafo.

Para probar la existencia de solucion de (£) (restringida a una clase minimal de cardinalidad 2)
estudiamos la solucién del sistema lineal: w(x )= F w + F}x 3.

Para ello sean F=((f1) [ ,(fd) ¥ = f % ¥ anahcemos ¢l comportamiento asintdtico de las fanciones:

P - n o
$ (1) = E { S{V—;f"‘i(m)‘ (,_E; (P”lf)(i)) {11

¥ veamos que ‘md _H.(i) -3 aj(i) cuando m—+ +00. Para ello basta demostrar ane;
’mdm = 9(1) Visi m—too {12)
Y& que en virtud de la relacion:

¢ =f+P¢

md+i md+j-1"

esta dltims serd también convergente. Para probar (12) tenemos que

fma = Py P tueng = F+ P o g (3
q=1

Comp pd es diagonal en bloques ¥ cada bioque define una cadena de markov {-‘inita ergodica se tiene que

(12} converge geomstricamente 2 un valor finite. Ademis se verifica que: #(i)=-1- H.) es solacidn

de: ¢#= Pé + f y que toda otra solucion es de la forma; 9= ¢ +ceconcER ¥ e—(l 1 L)€ ne.

Interesa calcular el ng'%o 4., que obviamente serd H(i)= ma§ nj(x).

Procedimiento para calcular §

1) Considerar op ¥ calcular n},,=#'::p y determinar p / “,3 =mitn,

2) Calcular 1a probabilidad asintotica uﬁy recarsivamente 2* ¥ p en funcién de nﬁ

3) Caleular W= #°7y determinar 3 / E W, = max Z L
r=1 # r=1

4y Calealar 1;07’3 través de la ecuzcién: nor’= (l”")"‘3 "03 + i

. S - =
donde 9= 3 Plf con condicion adicional 4 §¥ = 0

=0
5 5 £
5) Calenlar 3* = a + Z w,
=g

3.2.7 Estructure pozidie de lar soluciones
Determinaramos la estructura de las posibles soluciones de la restriceidn de la econsién {6) a Cp

Tenemos los siguientes casos:
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2) % es tal que &, <F £ &, an este caso w=F+c 4 es también solucién ¥ € [cmin,cmax). b} Si la funcién
7 no satisface la condicidn del punto a) entonces el algoritmo iterative

dHoMe; O (14)
as converaente hacia la solucién del problema (6). Sea § la solucidn de (14).
Pueden darse dos casos:
o % es soluoion del sistema lineal, con lo cual existe 23>0 / F+Ce es solucién ¥{ €[0,a] & bien
¥{ €{—a,0l

» 3 no es solucién del sistema lineal, entonces es la Gnioa solucién de (6).

5- CONVERGENCIA DE LA SOLUCION DISCRETA A LA SOLUCION DEL FROBLEMA

En el caso en que #(x) < 460 Vx (es decir cuando se puede considerar el problema con tiempo finito) y
en los casos que f tenga promedio no nulo con respecto a la dnica medida invariante 2 (es decir < g,
£> 0, y entonces existen puntos en donde el sistema se detiene) se demamestra, con las técnicas
usnales, la convergencia de la solucion discreta a la solucién real del problema. Las demostraciones de

estos resultados sstin contenidas en {14}

CONCLUSION

Se ha estudiado el problema de juegos diferenciales de suma nula con tiempos de detencién sin
descuento y se ha visio la dificultad de su resolucién, ya que an este caso se pierden las propiedades de
regularidad de la furcion valor pudiendo $sta ser discontinma, hecho que se traduce en que el problema
discretizado pueda temer multipticidad de soluciones y no ser convergents.

Se ha caracterizado totalmente el conjunto de soluciones del problema discreto y aisiado la solucion
4que representa la formulacién probabilistica equivalente del problema original.

El estudio en si de 1a inecuacion bilitera de Isaaes en el espacio de las funciones acotadas en $, serd
tratado en [14]
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