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RKSUNBK
En este trabajo se analin e1 problema de juegos direrencialu de suma nula con tiempOs de detaciOn sin
descuento 'lIas propiedades de regularidad de la tuncion valor del iuego. Diseretinndo la intencion
bilitera de Isaacs &Sociada al problema, se obtiene un problema discreto del cui se caracterila
totalmente el coniunto de soluciones 'I se presenUn algoritmos practicos de cOmputo.

ABSTRACT
In this paper we analize a zero sum differential game problem with stopping times without discount and
the regularity properties of its vallie function. We discretile the Isaacs bilateral inequalities using finite
elements and we obtain a discrete problem. We totally caracterize the set of discrete scl1ltions and we
present practical algorithms to compute them.

Clludo se cDnsidera el problema de iuegos diferenciales con tiempes de detencion sin descuento (es

decir. cuando el coeticiente de actualizacion A es cero) se pierde en general las propiedades de

regularidad de la funcion valor del juego. Mientras que para el caso A > 0 se pneba la holderianidad de

la funcion valor (ver [13]), en este cuo, aun con condiciones de regularidad de los datos, se demuutra

que aunque la funcion valor es unica puede ser discontinue. Estudios relacionados sobre este problema

puede verse en [1]. Ademas se caracteriza e1 conjunto de discontinuidades de 1&misma.

Esta funcion valor verifica un sistema de inecuaciones integralts de tipo Isaacs (var [4J, [6J, [l1J,

[15]) que puede ser discretisado utilizando el metodo de los elementos finitos [12]. EI problema discreto

no tiene en general solucion Unica. Dentro del conjunto de soluciones existe una que esta naturalmente

asociada a la definicion del problema original. Adell'las de caracterinr completamente el conjunto de

soludones presentamos en este trabaio un procedimiento para identificar a esa solucion especial. Las

implementaciones computacionales aceleradas de este procedimiento estan bandas en las tecnicas

estudiadas en [3] y [14].

5e estudian casos especiales donde la solucion del problema continuo es regular 'I unica (ver [5]), la

discretizacion del problema tiene solucion unica 'I estas soluciones son convergentes a la funcion valor

del juego.

2.1 m problema de jugos

En este ;08'10 diterencial, las nriables de decision de 105 iugadores son 105 tiempos de parada del

sistema controlado. La evolucion dinamica del sistema asta descripta por la si91liante acuacion



yEn, r; dominio abierto y acotado de <;Jl,n

Como el juego es de suma nula, el objetivo del primer jugador is maximiur un Euncional J. y el

objetivo del segundo jugador es minimizarlo.

Si llamamos con "1 y 'T ~ los tiempos de detQ1lcionde los jugadorls 1 y 2 resplctivamente, Intonces II

Euncional J tiene la siguiente estructura:

donde: 8=8(y) es el primer instante en donde la trayectoria con condicion inicial Y sale de n (8=+00

cuando al trayectoria permanece siempre en Q). Es decir:

8(x)_ inE <t: yet) i! m
Tj i=l,2 son los tiempos de detencion utilisados por los iugadores; «y) eS II costo installUneo, !POIS el

costo a pagar si el sistema sale de n y !PI' !P~son 105 costos finales que tiellen que pagar 105 jugadores

1 y ~ respectivamellte; y que en general verifican la siguiente condicion:

Nota 1: Puede observarse que debido a la condicion (3) el funciollal (~) esti bien definido fa que el caso

"1="2 (finito) no corresponde a ningulla estrategia realista de ambos jugadores.

Nuestro objetivo es encontraT '1 y T~ tales que: Vex) = sup inf J(x. "1' ,,~)
"1 'T~

donde V (5i existe) es la fun cion valor del iuego y T1 y ,~ las estrategias optimales de equilibrio a

punto de ensilladura del funcional J.

Suponemos:

(H) 9, f, !/Ii' i=0,l,2 son funciones Iipschitzianas acotadas ell n (Lg• Lf' L;p. sus constantes de Lipschib
I

y Mg, Mf, M1/!.sus cotas).
I

Nota 2: Es necesario considerar el limite superior (0 el Iimitl illferior, ell al caso de cOllsiderar el peor

caso para el jU9ador 1), como se puede observar facHmellte en el siguiente eiemplo. Sea M

suficientemente grande; !Pix)=M y !Pl(x)=-M tal que '1"1='I"~=+CQ,«x)=x1' n=(-~, ~) y sn

00
en este caso J f(y(s))ds no existe.

o

lC1'(t) = x~(t)

lCZ'(t) = -x1(t)



2.2 Propiedades tie II. hat:iOa "'ilb

• 2.2.1 i'~ uIe /lmI:tOIt Hlor

Si (H) 4!S valida entoncK exist. la iuncion valor del jue90 ya que podemos definir los valores inferior y

superior del iul90 y y V respectivamente, por:

Nota 3: In terminos de la funcion valor del jue90 podemos encontrar f-estntegias optimales de

equilibrio, tales que:

• 2.2.2 i'iefrrnDu V ~

Eiemplo: Sea n = [-1, 1] y la dinamica del sistema dada por: ~t) = Yet), 11'(0) = x, f(x)=O, rVo(x)=O,

WI (x)+3x-l), 1/12(X)+3X+l);entonces:

V(X)= {

ifO<x:O

if %=0

if -1 ~ x < 0

6J f(y(s»ds + V(Y(6»
o
6I f(y(s»ds + V(y('»
o

2.4 Propiedades de 105 PJOIIl-.s _ fnmtm:il

Si suponemos que D(J:) < co V%(es decir todas las trayectorias fiuliun en am 11' que atr.vitian an
con uni velocidad suficientlmente grand.; es decir: " i > 0, '1> 0/
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se puede prONr en este cuo que la funcion de oosto optimo V es IipschitJiana y que existen lu

estrategias optimales de equilibrio (ver [4]). Estas propiedades surgen del hecho de que el tiempo de

salida es una funcion IipschitJiana de x.

2.5 Propied&des de aItJUOS procesos ergOdicos

Un proceso donde es posible dar una caracterisacion mas determinada de II. solucion de nUlStro

problema es aquel donde el sistema evoluciona dentro de una variedad compacta. En ese caso la solucion

de (1) define en 11 un semig11lPo de traslaciones Set). Si suponemos que este semigruPO tiene lIna unica

medida invariante /I. y se verifica que: I Hx) d/l.(x) * 0
nT ,.

Iim If(Y(S»dS = 00 . sig I JHX) d/l.(x)jl
T~OO 0 \. 11

Hs inmediato ver que esta condieion implica la existeneia de estrategias optimales finitas Y la con-

tinuidad de la fUllCion valor.

SUPOMamos que las trayectoriu que finalizan en all; es decir, las solueiones de (1) con Sex) < 00

verifiean (f). Definamos entonees;

1'(x)= T1IIT 2 t. S si existen Istrategias optimas finitas

1'(x)= + 00 si no existen estrategias optimas.

A= { x Ell: Vex) es discontillua }

11,.= { x E Q : 1'(x) S; T}
entonces es facil probar (ver [14)) que:

,.. - ,

Para obtlner numerieamente II. solucion del problema (2) diseretizamos en la variable temporal y luego

en la espacial utilizando el metoda de los elementos finitos. Ver [2], [?J, [81, [9], [12J y [13J.

3.1 La disl:retiRCiOa till tieDlpo

Para la discretizacion temporal, (ver [2]), eonsideramos h > 0 y una partieion homogenta del intervalo



3.2 U disllntiRci6JI •• espacio

• 3.:1.1 EIetJtentn "' ProbHm& Disoreto

(5).

Aproximamos n con nk = U S~, donde {Sk) es un coniunto Einito de simplls y por 10 tanto, nk es un. , ,
I k .

poUedro de 'In, m1x (diam Si) = It. Notaremos oon X= { xl, i = 1, ... ,N} el ooniunto de vertices de Ok

(nodos), silndo N II cardinal de X. L1amaremos ant a

{xi E X / xi+ hg(xi) f! nk}.

Consideramos como aproximacion del espacio C(O) al coniunto W k de EuncionlS w: Ok -t iR, '"

continuas en nk, con :~ constante In el interior de cada simplex de Ok (IS decir, W IS un elemento

Einito lineal).

• 3.2.2. El ~ tlC"_Me 4i11orN

Utilisando la misma metodologia ~ae la atilisada III ['] obtenemos una Eormalacion del problema

totalmente dlscreto; problema pt; consistente en hallar an punto Eijo del operador M: ~-t iRN

ascciado a la transEormacion: V(x)-+ PI ( ht(x)+V(x+hg(x» ) a traves del isomortismo natural

Wt-til'lN

donde PI dlllota Ia proyeccion sobn II intervalo [~1(i), ~1(i)]; P u ana matrls de oomponentes Pi,j

dades por. ~+hg(xi)_ t P .. xi, c1l&ndoxi i an+t ' Pi ,.=0 Vj 5i xi E ao+lt. F(xi)=h t(xi), cuando xi i
i=1 I" ,

30t ' F(xi)=WO(Xi) si ~ e ant- Dado que R P 11=1 el operadcr M no es contractivo y en el caso

• 3.2.3 Cc4ftc Nil.,.•• uoriHc II POCHtI

Consideramos an proceso aleatoric de estados tinitos yl"), donde 1/ es la variable dlscreta de tiempo, i



el estado inieial 1/ la evolueion de Ia probabilidad del estado 1/lll) Mta dada par la matriz de transicion

P. Pi,j es la probabilidad de que estando en el nodo i St pase, en el instante siguiente al nodo i.

Sobre este sistema markoviano podemos definir un problema de inegos diferenciaies estocastico can

tiempos de deteneion donde la funcion de costo ti.ene Ia forma:

3(i,7"1,7"2)=

,.oAMA8 \

t f(1/I(V»)+lP1(1/(7"1))X" < l' +Wo('I<7",))X,. <,. +lPO(1/(8»)Xo<..- • 7" 1
11=1 '1 2 " " 2 1 • .1" 2}

La eeuacion (6) tiene en general multiplicidad de soluciones. Llamaremos S al coniunto de solaciones.

Caracterizaremos el coniunto S teniendo en cuenta fundamentalmente la eslructura del grato asociado a

Ia cadena de Markov interviniente en el problema discreto. Identificaremos dentro de este coniunto de

soluciones la que represent a la formulacion probabilistica del problema original.

• 3.2.5 ClcriIicflC'iim u Ie c&leltc l!It ~ Cr~ , /IMle ••

Diremos que un conjunto de nodo5 C= {xi} es una clase final 5i p .. =0 'I"(i,j) t xi E C, xi e C'I que C
I,)

es una clase final minimal si dentro de todes les clases finales IS un elemento minimal baio la relacion

de inclusion. Desi'Jnaremos con A al conjunto de elementos incluidos en clases finales minimales. Todo

elemento que no pertenezca a una clase final minimal se dice transitorio. Designaremos con H el

conjunto de elementos transitorios. Llamemos Cp a una clast final minimal generica, p=l, ... , nc' Sill

perdida de generalidad ordenaremos las eIase5 colocando en primera posicion Ias clases correspondientes

a punlos xi E ant (#ant=n~).

Nota 4: Es inmediato que el analisis de (6) puede restringirse al analisis aisiado de (6) en cada clase

final minimal C 11 utilizar eslo para determinar Ia variedad de soluciones teniendo en cuenta que 105

valores de Ia solucion en Ia clan lransitoria H es una funeion de 105 valoras que toma en 105 elementos

• 3.2.6 EBCu4io u Ie ecuuiGft l!It l&B clue. fIIiIrim&Iu

1) EI caso xi E <lot



2) E1caso xi ~ ant
Considenmos la restriocion de la matrill P a la clase final minimal Cpo Por claridad de notacion

se,uiremes lIamando P a esta matris; que en virtud de la definicion de clase final minimal IS una

matris estocastica irreducible. Wamemos con d al maximo comb divisor de las longitudes de los

circaitos (caminos cur ados) determillados por P. Definimos la siguiente relacion de equivaleacia:

i relacionado con j ~ 3 un camino que une i oon j OUfa longitud IS mllltiplo de d

Notaremos con ci' las d sabclases de equivalencia. P tiene la si9mente Istructura:

r P1,2 0 1I
I I
I 0 0 P2,3 Ip=1 (8)

l 0 0 Pd-1,d I
p 0 o J• d,l

cionde pi,j = PCi'\ Fd define una cadena de markov ergOdica en cada subelase e, Y por 10 tanto (ver

[lOJ) existe una linica medida Invariante /1 de (p!!)e1,\ es decir: .

La medida II determina en gnn parte la caracterizacion de las soluciones de (6). En especial os valido el

siguiente teorema:

Teoreaa 4: 5i <II, f> ¢ 0 entonces la solucion de (6) es IInica f Ista dada por el punto limite de la

siguiente iteraeion convergente:

Mob 5: Para hallar numerioamente la solucion de (10) se puede utilisar los a1goritmos aeelerados

presentados en [31, convenientemente adaptades para tratar el easo de este operador no contractivo.
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Nota 6; Para estudiar la multiplicidad de soluciones, en virtud del teorema 4, es necesario restringir el

analisis al caso (/I., f>= 0, hecho que supondremo. va.lido en el nsto de Iste parrafo.

Para probar la lxistencia de .olucion de (6) (restringida a una clue minimal de cardin~idad 11)

estudiamos Ie solucion del sistema lineal: w(xi) = (p W + F~Xi)'

Para eUo sean F=«fl)', ... ,(fd)'),; fie fOi y analicemos el comportamiento asIntotico de las fallciones:

y namos que ~md+li) -+ liP) cuando m-+ +00. Para ello basta demostrar que:

~md(i) -+ 1100) Vi si m-++oo

d q d • d
tmd = l: P f + P t(m_l)d = f + P ;(m-1)d

q=l

Como Pd es diagonal en bloques :I cada bloque define una cadena de markov finita ergOdica se tiene que

(13) converge geometricamente a un valor finito. Ademis SI verifica que: tm=.Ld t llJn IS solucion
_ j=l J

de: t= Pt + f '1/qae toda otra solucion es de la forma; t= t + ce con c E !l't '1/e=(l,1...,l) Emil.

Interesa cdcular el n!!i, tn' que obviamente sera ;;(1)= ma~ flP)·

PracediIIIieIlto pu"iI HIlraIU' ,

1) Considerar 0" y caloular np=#op '1/~eterminar P I np = mill np •

2) CalouJar la probabUidad asintotica /l.P'I/rloaninmente Ill' 't p en funoion de /1.1'
ii f)

3) Calcular Wp= ~fPy determinar ii I l: wr = max E wrr=l f) r=l

~_ p-l . _ ._
donde fP= EpJf con condicion adioiol1al IlP ff) = 0

j=O
ii

5) CalcuJar lis = 1/0· + L wrreS

3.2.7 .~ poriIle R lu~.

Oetermiunmos Ii. utructUn. l1e liS posibltS Solll.ciones de b. rutrictibn de Ie eculciol1 (6} a Cpo
Tlnemos 105 siguiel1tes cascs;



a) 1i es tal que lii :s: • :s: 1/12,en e5te easo w=.+e e es tambiin solueion 'Ie e [emin,emu). b) 5i Ia funeion

1i no sa.tisfa.ce la condicion del punta a) entonces el algoritmo iterativo

711+1= M 'I'll; vO=ii (14)

IS conver9tnte hacia la solucion del problema (6). Sea W Ia solucion de (14).

Pueden darse dos casos:

• W es solucion del sistema lineal, con 10 cual ni5te a > 0 I li+{e es Solllcion 'I { E [O,a] 6 bien

'1{ E [-a,O).

• 'ii no is solllcion del sistema lineal, entonces IS la onice solucion de (6).

En el caso en que 8(x) < +00 'Ix (es deeir cuando se puede considerar el problema con tiemPO finito) y

en los casos que f tenga promedio no nulo con respecto a la onica medida invariante p. (es deeir < p.,

f> :;t: 0, y entonces existen puntos en donde el sistema 51 detiene) se demue5tra, con las tecnleas

usuale5, la convergencia de la solucion discreta a la solueion real del problema. Las demostracionlS de

estos resultados estan contenidas en [14].

5e ha estudiado el problema de juegos diferenciales de suma nula con tiemPOs de detencion sin

descUtnto y se ha visto la dificultad de su resolucion, ya que en este caso se pierden las propiedades de

regularidad de la funcion valor pudiendo esta ser discontinua, hecho que 51 traduce en que el problema

discretizado pueda tiller multiplicidad de soluciones y no ser convergente.

5e ha caractarizado totalmente el conjunto de soluciones del problema discreto y aislado la solucion

que represenb la formulacion probabilistica equivalente del problema original.

El estudio en si de la inecuacion bilatera de Isucs en el espacio de las funciones acotadas en 0, sera

trat ••do en [14].
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