Mecénica Computacional Volimen Xill
Compilado por M. Vénere
Bariloche, setiembre de 1992

SOBRE LA RESOLUCION NUMERICA
‘DE INECUACIONES CUASI-VARIACIONALES
ASOCIADAS A OPTIMIZACIONES CON COSTO PROMEDIO

Laura S. Aragone — Roberto L. V. Qonzilex

Departamento de Matemitica
Fac. de Cs. Exactas Ing. y Aarim.
Universidad Nacional de Rosario
Avda. Pellegrini 250 ~ 2000 Rosario — Argentina

RESUMEN
En este trabajo se trata la optimizacién del proorama de produccién de una miquina multiproducto para el
problema de horizonte infinito. El criterio de optimizacidn es el de costo promedio y se estudia la
aproximacién de la inecuacidn cuasi-variacional de Bellman asociada al problema. 8e caracteriza ol
conjunto de soluciones del problema discretizado y se presenta un algoritmo implementable que converge
en un nimera finito de pasos.

ABSTRACT
We study in this paper the optimization of production systems comprising a muiti-item single machine in
the case of infinite horizon. The optimization criterium is the average cost and we study the
approximation of the Bellman Quasi-Variational-Inequalities (QVI) system associated to the problem. We
characterize the set of solutions of the discrete problem and we preseat an acoelerated algorithm which
converges in a finite number of steps. '

INTRODUCCION
En este trabajo se estudia la optimizacion del prosrama de produccién de una miquina multiprodueto. El
objetivo es encontrar para un stock inicial x y para un estado de produccién inicial d, una programacion de

produccién optimal que minimice el costo promedio para un horizonte infinito. Es decir, minimizar an criterio

de la forma:
v 0i
- T i .
Jla( -0 ‘,,l‘,mm -5: i=z1 ( ! £(yy(5), di-l) ds + “di-l'di)) (1)
i-1

donde Bi son los instantes de conmutacion de politicas (ver [1] ¥ [2], para una descripcion mis detallada Y
problemas similares).
Con el uso de tecnicas de la programacién dinimica y teniendo en cuenta los costos de conmutacion, es

posible encontrar una politica estacionaria optimal, en términos de cualquier solucién continna (en el sentido

de la viscosidad) del siguiente sisterna de inecuacione. cuasi-variacionales (QV1) degeneradas de primer orden:

S % tf-ez0 en § (2)
Uy < 8,00 Vi€ Q @)
a

(FRog+t-2)(ug - 5,0)=0 @0, “
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#d
Este sistema es obtenido considerando una sucesién de problemas de optimizacion con coeficientes no aulos de

siendo Sd(U)(x)=~min (Ua(x) +a(d, d) r€Qd=0,1,...,m (5)
d#d

indexacion, para los cuales la solucion esti dada en base a la del sistema de (QVI):

LUk gyt - 20D 2 0 et xen® ®
Ul < 84U V€ Q ™
(Ll - s;0m) (Luim 9y +#x d1- 2 Ul@)0 ' ctxen@ ®

Estrictamente, la relacién entre el problema con descuento y el problema de optimisacion con costo promedio

es la siguiente: ¥x € Q

A - #= ok Ja(-)
Para la resolucion numérica del sistema (2)-(4), se desarrolla en este trabajo un procedimiento basado
fundamentalmente en esta propiedad de convergencia, vilida tanto para el problema continuo como para la
formulacion asociadav al problema totalmente disereto. EI algoritmo obtenido cénvergo en un namero finito de
pasos. Presentamos también los resultados numeéricos obtenidos para e} caso m=2 (optimizacién de una mi-

quina con dos productos).

1. DESCRIPCION DEL SISTEMA
En cada instante la miquina esti detenida o produciendo cualquiera de m productos (items) posibles.
Notaremos con d=0 el estado de no produceidn, y d= 1,..., m cuando se produce sl item”d. .
Para d=1,..., m; definimos los datos del problema de 1a siguiente manera
LR la demanda instantinea del item d
*py la produccion instantinea del item d
* My nivel maximo del producto d
o q(d,d) costo de conmutacién del estado d al d

® f(x,d) costo instantineo combinado de almacenamiento y produccion

Supondremos vilidas las siguientes condiciones

# condicién de costo no nulo de los lazos cerrados:
P L
- Y Lt - L
iiduq(di’ di+1) 2 qD >0

Para cualquier Jazo cerrado dO' dl’"'

p 14 dpyp c0B Gg=dp ) FSE
* los tiempos de conmutacion son instantineos. .
« condicion de compatibilidad entre demanda y produccién » ) o _

d=1 "d ’ i K L

2 FORMULACION DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACION
2.1 El espacio de estado Q -
Notaremos con yd(t) el nival del item d en el tiempo ¢, con condicién inicial yd(O) =Xy - Por lo tanto en
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notacién vectorial tendremos
¥ = ¥y (s v (1) amn
(&'1 0s..cr ¥ (0) )= (11""'113) (11)

La siguiente restriccion resuita natural, ya que no son permitidas compras externas ni sobrepasar el nivel de

stock de cada item Y4

0g vdSMd Vd=1m 12)
Dividimos los valores x; en tres categorias
x‘=o. 0« x < Mi Y= Mi ) (13)
Un panto X; es especificado usando una m-upla de digitos L LI W

Pagragd = {x 1 verifioa (14)

donde: zi=0, s ai=0
x € (0, Mi) si 3;=1 (14)
xi =l4i si ai=2

El espacio de estados admisibles Q comprende soio el conjunto de puntos con a lo $umo una componente igual

3 cro, ya que a partir de otros puntos que no verifiquen esta condicion la ruptura de stock es inevitable, es

deoir:
Q= Laj {r‘(ai,..,ai,... 3y )2 lo sumo un a;= 0} ’ 15
§i notamos con Q el interior de Q
a= {x/o <3 <My, isle, m}=r(1.....1) (16)
Es claro de la definicion de Ty P4 aue es vilida la siguiente eonacién de evolucién
d, -
di¥g = 9ladt) 1
donde, ata=(g(a) . .., 3(m) (18)
siendo —Ig sia # d

gd(a) =
P4~ T4 sia=d
Nota: Dado que g es constante, la eonacién (17) tiene solucidn global para cualquier politica de control. Al

mismo tiempo supondremos siempre que la funcion { es uniformemente lirchitzsiana en Q vd

2.2 El conjunto de controles )
Un programa de produccion admisible estd dado por una sucesién de tiempos de conmutacion 01 y de estados
de produccidén di.

., 8,

El estado de produceién a es 1a constante dl en el intervalo (8l ;

_H], donde:

0= 90 < 01 oK 8 < 0i+1 <ons di € D=10,1,..., m} d; = di+1; i=0,1,.... (19)

Para cada x € Q, d € D=1, 1,..., m} definimos con. .A: al conjunto de los controles admisibles con estado

inicial x y estado inicial de produccién d:
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d ¢ _ o0 N + gy .
Ap=fat) =00y dp> I¥tERY, v € a) 20)
En otras palabras, consideraremos una sucesion <oi, di) tal que los correspondientes estados del sistema

pertenezcan a Q para todo t 2 0.

2.3 El Costo Promedio
A cada politica de control of -) le asociamos la funcién de costo (1). Para cadad € D Y x € Q, definimos el

costo promedio minimo

#yf0) = iné{Jat - ia ) € A3} @1

Proposicion 2.1: n‘(:) #s independiente de d y de x, ez decir
‘J("“) =a Vi, o (22)

Nuestro objetivo es encontrar x € Q,d € D una politica Txg € A: , tal que
' X)) = {23)

Hsta politica Optima puede ser construida en base a funciones continuas IJd que sean soluciones en el sentido
de la viscosidad del sistema QVl (2)-(4), siendo las condiciones de frontera, para x € 8Q, U aqt

Ua(x)aud(x)-*-!(d, &, Vdsd six € 4 (24)
U0 = 5,0 , size 7} @)
lim Uy x) = 400 (26)
x—an‘*' d
‘ con

U(v"'U'v") : (27

donde i=1
M= Ty 4 ag ) a=2 M= T8 3 2y W =0 28

¥
Qt= U {l"(ai,.., a;..) 3y, Mal menos dos 4= 0} (29)
F s .

Definicion 2.1: Diremos oue las funciones U son soluciones de wiscoxided de (2)-(4), (24)-(26) si:
e son funciones continuas en Q,
® satisfacen (3)
® satisfacen (24), (25) y (26)
aUd : s .
. =t f—2 20 en  en'el sentido de la viscosidad, es decir:
v € o, si Ud" ¥ tiene un miximo local en X, entonces

3
(3¢ Xxp) a4xp) + Hxp ) -2 2 0

s ¥x € Qf Uy(x) < Sy(UXx) , entonces 3 ¥(x) tal que
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u
4 . . .
Tz 9 +f-u=10 en B“I)(x) en el sentido de la viscosidad, es decir:

Yo € Cl‘as(i)(‘”' si Uy~ o tiene un miximo local en x,, entonces
(% Yz payzy) + Hxg ) —a 2 0

Y € C‘(E‘(x)(x)), si Ud—- ¥ tiene un minimo local en x, entonces
(2 kxpogizg) + Hxged) ~ 4 < 0

Proposicion 2.2: Existe & lo sumo un u tel que (2)-(4}, (24)-(26) tiene solucitn en el sentido de ls

viscosided.

Observacitn: es obvio aue si U es solucién de (2)-(4), (24)-(26), entonces U+-¢ - ¢, también es solucién ¥
¢ € %, siendo e=(1,...,1) € HH

2.4 Procedimiento de construccién de una politica dptima
Una politica éptima en realimentacién a*= 16, dp € A: puede ser obtenida en términos de U de la siguiente

manera. Definimos §,= 0 , d = d ¥ recursivamente:
fmmin {t2 0, 'Udi-l(y(mz(S“i-1(m)(y(m} €0

4 € {1eD/amd p (5 O )rie= U0 +ald g a} A

Teorema 2.1: §i U es une solucion continus de viscosidad del sistems (3), entonces ls politice construide
segin (30)-(31) satisfoce
* A ¢
Ha( - D=ind{dal - Dial -] € Ag )}

2.5 Kl problema con descuento

Una solucién lipchitziana del sistema (2)-(4), (24)-(26) puede ser obtenida considerando una sucesion de
problemas de optimizacidn con coeficientes no nulos de indexacién (Hamaremos con ) a iste coeficiente). Para
este tipo de problemas, ta solucion esti dada en base a la unica solucion en el sentido de la viscosidad del
sistema de (QVD) (6)-(8), siéndo las condiciones de frontera (24)-(26). La solucién de viscosidad se define en

forma aniloga a lo hecho para el sistema (2)-(4), (24)-(26).

Teorema 2.2: ¥ > 0 3! solucion del sisteme (£)-(8), (24)-(26). Le familia de soluciones Uﬁ setisface ¥ £, x
1dig, 8@7) > o, dtz, 80%)> 0 '

uNE) - t)=)| & Loy WE-) )

Nota: 1a condicion (32) indica que las funciones U son equilipchitzianas fuera de cualquier entorno de Q.
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2.6 Relacién entre los dos problemas

La relacion entre los dos problemas esti dada por el siguiente teorema

Teorema 2.3: En virtud de (9) g la lipschitzienided de £ las siguientes propiedades son validas:
137 €% ;fgoxvﬁ(:nﬁ YT€E QVIED.

2 ddo €, 4, € D, ol conjunto de funciones (U}( -} "”2 4 :c°)) es precompacto en u’};g"(ﬂ).
(]

vV e( N ( U -2 (m°)-e))}
¢>oe\¢>x>0 o

V es solucion de (2)-(4)y (24)-(26) cuando p=H.

3. EL PROBLEMA DISCRETO
3.1 Klementos del Problema Discreto
Para definir ol problema discreto es necesario introducir una aproximacion que comprende la discretizacion

del espacio W;'sg"’( 2) v de las condiciones (24)-(25). Utilizamos para ello las técnicas analizadas en {3]-{6].

3.1.1 Aproximacita del dominic Q
Aproximamos Q con Qk= U Sjk. (S}‘} es un conjunto finito de simplices ¥ por lo tanto, Qk es un poliedro
; .

de %Y, max(diim S¥)= k. Notaremos con sz Cxd,i=1 seves NY el conjunto  de
3

vértices de Qk (nodos), siendo N el cardinal de Vk
Trabajamos con una triangulacion especial donde \Ik c Bt y 2"»k et simplex de Qk sii sus vértices pertenecen
agkn Q, donde:
» Bks(x°+ E z4 oy 24 es entero}
L ! = (-rl’ At IR rm) hor Q = ("1; e :‘rd_ll Pd' rdr 'rd+1!- rey T rm) hd

i B1fiy 0. Py A5y
® h'= b b= 2 (i~ T )h

*I""i TR TR .‘

Nota: Si k es suficientemente pequefo, dados dos vértices cualesquiera de Vk, siempre existe un camino dado

por la trayectoria natural dal sistema que va del primero al segundo.

3.1.2 Aproximacion de la frontera
Definimos, ¥ d=1,...,m

Ra={de v daae g ) - 33

Ty o= {xie Ve ldend g g, vie d} o (34)

3.1.3 Definicion del espacio de aproximaciones Fk
Consideraremos el conjunto Fk de funclones w: kao-m, w(.,d) € W"’“’( Qk)’ FL constante en el

interior de cada simplex de Qk Es otmo que w € Fk estd completamentc caracterizado por los valores
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wzhd), P €V, i1, M € D.

- 3.1.4 Discretizacion de las inecnaciones de Bellman

Se smpleard la discretizacion de las condiciones (2), (3); las cuales toman la siguiente forma:
wixhd) ¢ DEwooteh vl € vy
wild) < iz v e,

Dg {w, 4Xx") es definido por:

@k (w, WXxh= wil+ ndoa), @)+ b9 (e, )

vxie vkﬂcytdﬂc(u 7;’,)

r#d

OF (m, a)xhy= +o0 vie vt U (ry d"’—k.r)

Nota: w(xl,d) < (DX wh)xl) es 1a discretizacion natural de (2), (24)-24).

3.1.5 Definicion del operador Pk
Definimos el operador Pk: F kx%)—MFk) de la signiente forma:

(Pt ) (x',d) = min((D (w2, Sy (xh) v € V), ¥ d=0,.om

Froblema @,: Encontrer (w,s) tal que w=F (w.x}

Proposicién 3.1: Existe ¢ lo sumo un x¥ ¢e! que {40) tiene solucién w € F*, en ese ceso también wte
solacidn ¥ c € N, siendp eK=(1,..,1) € pM+N =N

3.1.6 Definicion del operador P)
Introducimos la definicidn del operador Dﬁk:

(Dé" w)xh= (14309) whizl+ 19 o(d), d)+ 292, @)

vide(v, NetaNe(U 7))

rsd

@)*w)i)= +oo ve e (g U( U A
r#d

2. B
Definimos el operador Py (?k)—ﬂFk)
(P} whahd)= min((Dékw)‘)(xi). (sd(w*))(xi)) Vi€ v, vd<l,.,m
El siguiente problema discreto permite ancontrar gna aproximacion del problema con descuento.

Problema Qi: Encontrer el punto fijo del operador Pi

Teorema 3.1: I w? solucion de 9:

(35)

(36)

3N

(38)

39

(49)

- Qk es

(41}

(42)

(43)

R
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3.2 Relacién entre el Problema %, ¥ el Problema 93

La relacion entre los dos problemas esti dada por el siguiente teorema

Teorema 3.2: En virtud de (3) tenemos
13 T e limawNa, ) =T  veleQ,vieD
A0

2- Yuw € Z (wT) as solucibn de 2 donde, dedos i€ @ dED

3=( N ( [9 Cud — v (o, dee ) ))+<aae/aew>.
> oNes>R>e

4. ALGORITMO NUMERICO

Definimos aqui un algoritmo que ademis de ser una combinacion de los algoritmos de Picard y Newton

emplea fundamentaimente las propiedades establecidas en el Teorema 3.2 y esti basado en los métodos

detallados en {6].

Definiciones 4.1:
* Controles discretos e—suboptimales (multivalnados) asociados a w
Ag Fys(popm+HIN ’
(Am)x, d) = (Bm)zh, d) U (Cm)xh, )
donde
B,mx=, @ = {3 1 Fhoed @) +e 2 @, H+wiad, B}

(@ si e 2 Ofooxe) - ¢
(Cemyxh =
’ st (PRomXl, d) < @)Kon)e) — ¢

¢ Sistema lineal asociado a nna politica discreta en raalimentacién A¥+#: Q=D —+(P(D)
Consideramos un sistema lineal que escribimos en forma compacta:
L u =b(a)

y donde la relacién que define cada una de las ecuaciones es:
a(=!, d)= 0¥ (a, ), &) sid € (A%¥ (m)(x!, d); si mo:
axd, d)=ad, & +uxh, & cond € (AVHwNGE, d)

Para el problema con descuento ) también consideramos el sistema lineal
by = b”:ﬂ

donde similarmente la relacion que define cada una de las ecuaciones es:
a(x), d)= () u)(xl) sid € (A% ()l @) sino:
a(zd, d)= atd, B + ulxl, &) cond € (A¥Hetx, d)

(45)

(46)

47
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Algoritmo

Paso 1: dard> 0,0 < <L, w € Fe>0,7>0,
Paso 2: Seaval, =0 A= @)lm+DxN
Paso 3: n=1n41,  caleular AT = A (W¥R)

Wt = P (w1

- Paso 4: si AV %= AY, sea 1 = r+1, e ir a Paso §

sino, sear = 0, AY = AV, e ir a Paso 3
Paso 6: S r2» T, ¥V (xd) elesir cualquier At d) tal que (AYMyxld) C (a¥hz,d) v

card ((AV"M(x}, d)) = 1, formar el sistema LV*?

si no, ir a Paso 3
Paso 6: Si det(LY?) = 0, caleular la solucion u del sistema L¥*7 = b¥'%,
sino, 1 =0, AV = DN, ¢ iy 3 Pago 3
Paso?.  Siu=P}u iraPaso8
sing, siv=00u £ W',
seaw il cn vyl g 1 =0,
AY = {.}(m-}-l}xN eir a Paso 3;
sino, ¢ = 7¢ ir & Paso 3
Paso 8: Formar el sistema L asociado a A¥'?
Paso 9: Testear si L tiene al menos una solucién y caleularla
si 80, ir a paso 11
Paso 10:  Si TEST(w, &, A)= 1, Fin.

Paso 11: w™° = % u, M=M7eir a paso2

Definicién de la funcion TEST
Definicion 4.2: Controles optimos discretos asociados a w
Ay Qk:cD —(P(D))
Age, 0 = i/ (Fhomiad, @) = wiad, B + at@ B} v B0
donde
@y si B @) = ofnah o
B, ) =
’ si (P el ) # (D!, )

La funcién TEST se calcula por medio del signiente algoritmo:
Paol:  vsl, wi=w
Paso2:  Siw’=P (w2 TEST:=1
Paso 3: wtl = Pk(w", )
calcalar A‘J y elegir cualquier A tal aque card Az}, d)) =1

Paso 4: determinar si existen ciclos nuevos
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en ese caso YEST: =0

si no v=v+1 e ir a Paso 3

Teorema 4.1: E! algoritmo que permite construir los valores de la funcion TEST converge en un nimere

#inito de pasos.

4.1 Convergencia del Algoritmeo Al

Teorema 4.2: El elgoritmo converge en un numero finito de pesos.

5. APLICACIONES
Hemos aplicado el procedimiento presentado para un ejemplo con m=2 items y una discretizacion de Q de

30 %30 nodos. En la Figura 1 se muestra la trayectoria optima obtenida.
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