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RlISUMKH
En este trabalo se trata la optimizacion del programa de produccion de una maquina multiproducto pera el
problema de horizonte infinito. EI criterio de optimizaciones .1 de costo promedio 'I se •• tudia. la
aproximacion de la Inecuacion cull-variacional de Sillman uociada al problema. Se caract.rin el
conlunto de soluciones del problema discretisado 'I se presnta un algoritmo Implemelltable que converge
en un numero finito de puos.

ABSTRACT
We study in this paper the optimization of production sntems comprising a multi-item single machine in
the case of infinite horizon. The optimization criterium is the average cost ind we study the
approximation of the Bellman Quasi-Variational-Inequalities (QV!) system associated to the problem. We
characterize the set of solutions of the discrete problem and we present an accelerated algorithm which
converges in a finite number of steps.

En este trabalo Sl estudia la optimizacion del programa de produccion de una m.iquina multiprodacto. EI

obJetivo es encontrar para un stock inlcial x 'I para an estado de produccion Inicial d. una programacion de

produccion optimal qUI minimlce .1 costo promedio para un horizontl infinito. Hs decir, minimizer an criterio

de la forma:

'1
J(/I('»=II~'to-J- t( J f(yx(S),di_1)dS+q(di_l'di») (1)

II 1=1 ,
1-1

dondl 'i son los instantu de conmutaclon de politicas (ver [1) 'I [21, para una descripcion mas detallada 'I

problemiS similares).

Con el uso de ticnicas de la programaclon dlnamica 'I teniendo In cuenta 105 costos de conmutacion, IS

posibll Incontrar una politica estacionuia optimal. In termlnos de cualquier solation continua (en el sentido

de la viscosidad) del siguilnte sistema de inecuacione" cuasi-variacionales (QVI) degenendas de primer orden:

aUd ~ 0 en Q (2)-axgd + f - II

Ud(x) ~ Sd(U)(x) I/x e Q (3)

(~ gd + f - /I) (Ud - Sd(U»)= 0 en Q. (4)



iiendo SiUXx)= min (lUx) + q (d, d» J: E Q, d= 0, 1, ... , m (5)
d;oloo;l. d

Este sistema es obtenido considerando una sucesion de problemas de optimizacion con coeEicientes no nulos de

indexacion, para los cules la solucion esta dada en base a la del sistema de (QVI):

Estrictamente, la relacion entre el problema con descaento 'Yel problema de optimizacion con costo promedlo

IS la sigaien tr. 'fx e Q

}, U
d

},~ 11.= inE J(a(·»
a( .)

Para la resolucion numerica del sistema (2)-(4), se desarrolla en este trabaio an proctdimiento basado

fundamentalmente en esta propiedad de convergencia, valida tanto para el problema continao como para la

formalaclon asociada al problema total mente discreto. EI algoritmo obtenido converge en un nvmero finito de

pasos. Presentamos tambiin los resultados numericos obtenidos para e1 caso -m=2 (optlmizacion de ana ma-

quina con dos productos).

1. DB9C!UPCION DKL SISTKMA

En cada lnstante la maquina esta detenida 0 produciendo cualquiera de m prodactos (Items) posibles.

Notaremos con d=O el estado de no prodaccion, 'Yd= 1,... , m caando se produce ,I item d.

Para d=l •... , m; definimos los datos del problema de la sigaiente manera

la demanda- Instantanea del item d
• rd

• Pd

• Md
• q(d, d)

la produccion instantanea del item d

nivel maximo del producto d

costo de conmatacion del estado d al Ii

SuPOndremos validas las siguientes condiciones

* condicion de costo no nulo de los lazos cerrados:
p

_Eq(di,di+i) ~qo> 1)
1=0

para cualquier lazo cenado do' d1,······.;;:,dr1,,; dp+l' con~O.\~p+l: ~_:s:m.
* los tiempos de conmutacion son instantaneos." - --

" 1';')* condicion de compatibilidad entre demanda y produccion
m rd1:

Pd
(l.

d=l

2 FORMULACION DEL PROBLEMA DB OPTIMIZACION

U BI espacio dl estado Q

Notaremos con yd (t) el nivel del item d In el tiempo t, con condicion inicial yd (0) = J:d . Por 10 tanto en



yet) 5 (Y1m •...• Ym(t» (10)

(Y1(D)•..••Ym (0) )=(xl' ••••xm) (11)

La siguilnt. restriccion renlta aatural. ya qUI no son permitidas compus exteraas ni sobrepasar el nivel de

stock de cada ihm Yd

o :s: Yd :s: Md V d = 1.m

Dividimos los valores xI en tres catl90rias

xl= D. 0 < xi < Mj Y xi = MI
Un punto xI es ISpeclflcado usando una m-upla de digltos a1•...• am:

r< a1•...• am) 5 {x / XI verlfica (4)}

%1=0.

xi e (0. Mi)

xi=Mi

;1 al=O

si ai=l

si aj=2

EI espacio de estado. admi.lbles Q comprende .010 el coniunto de pUDtos con a 10 sumo una compOnlnt! igual

a cero• .va que a partir de otro. puntos que no verifiquen esta condidon la ruptura de stock es inevitable. IS

dlcir:

Q = U {na1.··.ai•··• am )/a 10 sumo un ai= o}
a

5i notamos oon Q II intlrior de Q

115 {XI 0 < Xi < Mi' i=I •...• m}=ro •...• 1)

Es olaro de la definicion de rd' I'd que es valida la siguilnte louacion de evoluoion

~Yd = g(a(t»

9(a)=(91«I)······9m«I»)

Nota: Dado que 9 es oonstante. la eoaacion (17) tiene solucion global para cualquier politica de control. AI

mismo tiempO supondremos siempre que la Euncion E es uniformemente lipchiWana en Q. V d.

1.2 Kl coajallto de _troles

Un programa de producoion admisible esti dado por una sucesion dl tilIDpOS de conmutaoion 81 .Yde estados

de producoion di.

EI estado dl producoion G! .s la constante dl en el intervalo (8i•81+11. donde:

Para cada X e Q, d e 0 = {D. 1,...• m} definimos con .•••: al coniunto de los controles admisibles con estado

inicial x .Yestado inicial de produocion d:



En otras palabras, cOllsiderarlmos 11111.suclsion <Sj'dl tal qlle los cOrTespondilntes Istados del sistema

pertenucan a Q para todo t ~ O.

A cada politica de control II( .) Ie &lociamos II fllllcioll de costo (1). Perl. cadI. d E 0 y x E Q. defillimos el

costo promedio minima

Proposici6a 2.1: 'IizJ t8 ll/41,11I4illlte 41 4 , 41 Z, II 4ecir

lI./mJ •• 11. Y 4, m

Nuestro objetivo es ellcontrar x E Q. d E 0 lIJla politica a~ E ..4:, tal que

J( ~('»"II.

Esta politica optima pUldl ser cOllstruida In base a fl1llcionlS contilll1as Ud qlle sean soluciolllS en el selltido

de II. viscosidad del sistema QVI (2).(4), sielldo las condiciones de frontera. para x E 8Qe U 8Q+

Ua(X)" Ud(x)+ q (d, d) , Y d ¢ d

Ud(x) = Sd(U)(X) ,

lim Ud(x) = +00
x-+aQ+

m
8Qe= U(1tU1j)

i=1

0eIinici6a 2.1: Diremos que las funciones Ud son lIo1ucitm.ell H riIIltOIIiN4 de (2).(4). (24).(26) si:

• SOilfUllcionlS continuas en Q,

• satisfacen (3)

• satisfacen (24), (25) y (26)

8Udax 9d + f - 11. ~ 0 en Q ell el sentido de II. viscosidad, es decir:

Y!/I e c'iQ). si Ud-!/I tiene un maximo local en xO' entonCls

( :~ }%o) 9d(xo> + f(%O'd) - /l ~ 0



Proposicio. 2.2: E:r:i,te e '0 ,umo un ~ tel 'lue (2),(4), (24)·(26) tiene ,olucion en el ,enti40 i.e Ie

,i,co,Uei..

ObserraciOa: es obvio qUI Ii U es solucion de (2)-(4), (24)-(26), Intonces U + c . e, b.mbl.n es soluclon Y

c E ~, siendo e=(1, ... ,1) E '",m+1

U Procedimiato de coutnallCi6a de 1IU POIitin optUu

Una pOlitica optima en realiml.tacioll «t"" {'I' dl} E A: puede 5Ir obtellida e. tirminos dl U dl II. siguilnte

manera. Oefinimos '0= 0 , do= d y recursinmente:

'i= min {t ~ 'i-1 IUd (y(tJ)=(Sd. (U»y(tJ)}
i·l 1·1

di E {d E 0 I d '* di_l' (Sd
i
•
1
(U) )Y('i»- Ud(Y('i» + q (di_l' d)}

Teoreaa 2.1: 8i U •• une ,oluciim continue 4e ,i,co,ii.a4 411 ,i,teme (3), entonc., Ie ,olitice con,truii.e

"tun (30)·(31) nti,/f.cll

J( «.( . n=ini{J(<« . J>I«( . } E A~ >}

2.5 ID JlfDbI_a _ dUClleato

Un solucion lipehitJian del sistema (2)-(4), (24)-(26) puede sir obt.nidl consid.rando una suc.llon de

problemas de optimillcion con codicientes no nulos de indenclon (IIamaremos con Aa istl cOlficieat.). Para

este tiPO de problemas, la solucioll esti dada en base a la unica solucion en II sentido d. la viscosidad del

sistema de (QVI) (6)-(8), siendo las condicion.s de frontera (24)-(26). L.t soluclon de viscosidad se delinl en

forma lIIiloga a 10 hecho para el sistema (2)-(4>, (24)-(26).

Teoreaa 2.2: VA > 031 solu.cion 4el sistemll (6)·(8), (24)·(26). L&!emilill de soluciones U~ "tis/Ilce Y !, :r:
I d(!, 9(2+) > p, d(:r:,9(2+) > p



2_' RelAci6a _tn !as dos proIIluaas

La relacion elltre los dos probllmas esti dada por el siguiente teorema

Tl!Orema 2.3: Ell uirtul le (9) , Ie lit,chit2Mnilel 4e fIe' 61,uiente, pro,ie4"e, '0" ,.,i4e,:

1· 3 7i E'tol lim "l.U~(:1:)= ii V :0 E Q,V 4 E O.
"1.•••• 0 •

2- 4440 :1:0E Q, 40 E D, el conJunto 4, /llncione, (U~( .) - U~ (:00)) e, ,recom,4cto en 1V:~':tn).
°

3- V V e ( n ( u (U"I.(.) - U~ (:00). e) )\
()OO"l.)O I) !

3. IlL PROBLKMA DJSCRRTO

3.1 lD_otas del PrcIll1eIn Disweto

Para dlfillir II probllma discreto IS lIecesario inlroducir Ulll aproximacion que comprende la discretizacion

del eSPloio wt::( Q) y de las oondiciones (34)-(25). utilizamos para eno las lecllicas analizadu en (3)-[6).

3.1.1 AprnDmHiOa del domiJUo Q

Aproiimamos Q COliQk = U Sf· <Sf} es all COlljUlltO,finito de simplices "i po~ 1o tall to, Qk
J k
Sj>=k.max(diim

j

vertices da Qk (llodos), siendo N el cardillal da VJ(

Trabajamos COli1I11ltrian9ulacion especial donda Vk c Sk 1f Sf IS slmplax da Qk sii sus vertices pertenecln

a Sk n Q, dOlldl:

• Sk=<x0+ f zd ad IZd IS Intero}
d=O

• eO= (.r1, .. ,-ri, ... , - rm) hO, ed = (·r1, ... ,-rd_1,Pd· rd,-rd+l" .. , - rm) hd

i P1ri p mrj• h = h1, hO= ..! ( 1- L: ) h111Pi r1 i=1 Pi
Nota: 51 k IS saficienttmellte peqaeno, dados dos vertices cualesqulera dl vk, siempre existe UI1nmil10 dildo

Vk 1 xi+ hdg(d) f! Qk }

Vk I xl+ hd g(d) f! Qk' va"" d}

3.1.3 DefiJIiciim del ~cio dl i1proximilciolles Fk

COl1sideraremos el conjul1to.F k de ~~nclones w: QkalD -+ el, w(· ,d)E, .';Nl,oo( Qk)' ~ constallte en el

interior de cada simplex de Qk' Es obvio que w E F k esti completamentl caracterindo por los valorts



3.1.. Discretisacion de lu iaecucioaes de Bellman

Se emplsara la discretizacion de las condiciones (2), (3); las cuales tomu la sigaiente forma:

w (xi, d) ~ D~ (w, ~)(xi) V xl E Vk

w (xi, d) :s: (Sdw)(xl) V xl E Vk

D~ (II', #)(xl) IS definldo por:

(D~ (w, /I»(xl)= w(xl+ hd g(d). d)+ hd (f(xl• d)-~)

'I xl E Vk n crt d n e( U ik r)
• r ~ d •

3.U DefiniciOn dl!l operadOl" Pt

Deflnimos el operador Pk: (Fk x ~l-t(F k) de la slgalente forma:

(Pk( 11',#»)( xi. d) = mln(D~ (II'. #»(xl), Sd(w) (Xl») V xl E Vk, V d=O,...• m

Problema "t= ElIColltru (.,,) tel tile II=PII(.,N

Proposici6n 3.1: E:iste II 10 sumo un zit till que (40) tiene solucion lit E 1'k, en ese CIISO tllmbien lU+C • ek es

solation V c E ~, siendo ek= (1,... ,1) E ~(m+1). N

3.1.6 De/'iJricilIftUl orer'U07' P:

Introducimos la definicion del operador D~k:

(D~kw>')(XI)= (l+>'hd) w>'(xl+hdg(d), d)+ hdf(xi.d)

Vxl E (Vk n C'Yt.d nc\ ~ /i.r))

(D~kw>')(Xi)= +00 'I xl E ('Yt, d U ( Ud'Yk. r ))
r~

Deflnlmos el operador P~: (F'k)-+(F'k)

(P~ w>')( xl. d) = min(D~kw>')(Xi). (Sd(w>'»(Xl») 'I xi E Vk, V d=O,...• m

HI sigaiente problema dlscreto permite encontrar ana aproximaclon del problema con deseuento.

Problema ~: E1ICoIItru el ,UIIto /iio Ul DrerUor ~ (44)



3.2 Relaci6n oue el Problellla 'It "I el Problema ~

La relacion entre los dos problemas est! dada por el siguiente teorema

Teorema 3.2: En 'irtu4 4e (9) teneml>s
1· 3 Ii E "'" lim ),fJ/),(,&i,4)=ii It ,&iE Q., It 4 ED),-to "

Definimos aqu; un algoritmo que adem!s de ser una combinacion de los algoritmos de Picard 'I Newton

emplea fundamentalmente las propiedad.s establecidal en .1 Teorema 3.2 'lISt! basado en los metodos

• Controles discretos f-suboptimales (multivaluados) asociados a w

Af: F
k
-t(p(D))(m+1)xN

(Af(w))(xi, d) = (B£(w»(xi, d) U (C£(W))(Xi,d)

donde

(Bf(W)J(xi, d) = {d , (P~(w)J(xi, d) +f ~ qed, d) +w(xi, d)}

{d} si (P~(w»(xi, d) ~ (O~k(W»(xi) - f

• Sistema lineal asociado a una politica dilcreta en rnlimentacion AII,/t: Qk'&O-+(P(O»

Consideramos un sistema lineal que escribimos en forma compacta:

u(:i, d)= (D~ (u, 1I»(Xi,d)

u(xi, d)= qed, d) + u(xi, d)
si d E (AII,II (w»)(xi, d); si no:

con a E (AII,lI(w»)(xi, d)

Para el problema con descuento ), tam bien consideramos el sist.ma lineal

LII,I1U = bll,lI

donde similarmente la relacibn que define cada una de las ecuaciones es:

u(xi, d)= (D~ u)(xi)

u(xi• d)= qed, d) + u(xi, d)
si d E (AII,11 (w))(xi• d); si no:

con d E (AII,I1(w))(xi,d)



Paso 1:

PiSO 1:

Paso 3:

dar ), > 0, ° < 'Y < 1, ,,0,0 E 11k, f > 0, T > 0,

5ea v = 0, ~ = 0, ,\v = (1)(m+1)xN

~= 11+1, oa.1cular AV'~ '" A€(wl!,~)

wv,~ = P
k
(wV,II-1)

si All,II= All, sea r = r+l, e ir a Paso 5;

si no, sea r '" 0, All = AII,II, e ir a Paso

Paso 5: Si r:::: T, V (xi, d) elegir cQalquier AII'II(Xi,d) tal que (A.II,II)(Xi,d) C (AII'~)(xi, d) y

oard«A.II,II)(xi, d» _ 1, formar el siltema Lv,lI

Paso 8:

Paso 9:

Paso 10:

Paso 11:

si no, ir a Paso 3

Si det( LII,II) '" 0, oalcular la loluoian u del sistema LII,II'" bv,lI,

si no, r •••0, AV= (1)(m+1)xN, e ir a Paso 3

Si u = P~ u, ir a Paso 8

si no, si v '" 0 ° u ~ ,,11,11,

sea wV+1,O = u, II = v+1, II •• 0, r '"' 0,

All '" {lym+1)xN e ir a Paso 3;

si no, € = 'Y €, ir a Paso 3

Formar el sistema L asociado a Av,lI

Testear si L tiene al menos una soluoion y calcularla

si no, ir a paso 11

5i THSTlw, II,A)= 1, Fin.

wo,o = 1. U, ),=),*1 e ir a paso 2
1

DeliaiciOa de Iii 11uIciO. TEST

Deliaiciim 4.2: Controles optimol discretos asociados a "

Ao: Qk~D --+(P(D»

Ao(xi, d) '" {ii I (P~(w»(xi, d) '" w(xi, ii) + qed, ii)} U 8(xi, d)

donde

La funoian THST 51 caloula por medio del siguiente algoritmo:

PUG1: \1:1, ,,1= "
Paso 1: 5i wv", Pk(WIl,/I) TEST: '" 1

Paso 3: wv+1 = Pk(Wv, /I)

caleular Ao y elegir eualquier A tal que card (A(xi, d» '" 1

Paso 4: determinar si existen oiclos nuevos



Teorem~ 4.1: El 41,oritmo que permite construir los u4lorel ie III. fUnciim TEST conuer,e en un numero

{inito ie p4808.

4.1 ColI'f'ergeDci~del AJgoritmo A"

Teor_~ 4.1: El el,oritmo conuer,e en un numero {inito ie P&808.

Hemos aplicado el procedimiento presentado para un eiemplo con m=1 Items y una discretillcion de Q de

30 :1:30 nodos. En la Figura 1 se muestra la trayectorla optima obtenida.
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