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RESOLUCION POR ELEMENTOS FINITOS DE LAS ECUACIONES DE
NAVIER-STOKES EN 3-D INCORPORANDO UN MODELO SIMPLE DE

FLUJO A DOS FASES

En este trabajo se aplican los resultados te6ricos [9)sobre la resolucion por elementos finitos de
las ecuaciones de Navier-Stokes en la simulacion de un flujo a dos fases. Mostramos en forma
resumida el esquema numerico empleado. Posteriormente pasamos a detallar la simulaci6n
con la otra fase de ongen gaseosa. La interacci6n entre ambas fases se logra mediante un
modelo simplificado que desprecia los terminos inerciales de Elsta Ultima considerll1ldo un
acoplamiento a traVElSdel efecto de flotaci6n provocado por las burbujas gaseosas. La fricci6n
entre ambas fases es calculada en base a la hip6tesis de burbujas independientes y para el
fluido se asurne el modelo de Navier-Stokes. El objetivo final es la modelizaci6n del flujo en
homos de cuchara agitados por la inyeccion de un gas inerte, problema de gran interes actual
en la industria metalilrgica. Finalmente mostramos algunos resultados obtenidos sobre esta
aplicacion.

In this work we applied the theoretical results [9) about the resolution by FEM of the two
phase flows Navier-Stokes equations. We describe briefly the numerical scheme employed.
Further we comment the simulation with the other gaseous phase. The interaction between
them is expressed by a simplified model that neglect the inertial effects of the gaseous phase
considering that the coupling is produced by the flotation of the gaseous bubbles. The friction
between the two phases is computed by the independent bubbles hypothesis and we assumed
Navier-Stokes equations for the fluid. The goal is applying this code in the simulation of ladle
furnace stirred by an inert gas, an importll1lt problem in the metallurgy industries. Finally
we show some results to this problem .
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El metodo de discretizacion utilizado Beinscribe dentro de la tendencia actual de resolver flujos
incompresibles como limite de uno compresible con interpolaci6n de igual orden para velocidades
y presiones y un resolvedor basado en integraci6n pseudotemporal expHcita.. Basicamente se trata
de un metodo de residuos ponderados de tipo Petrov-Galerkin (SUPG) aplicado a las ecuaciones de
conservaci6n. Este metodo introduce la disipaci6n numenca necesana en problemas dominados
por adveccion, manteniendo 180consistencia. inalterada. y es, ademas, conservativo. Este metodo
es, proba.blemente, el mas referenciado en el area de 9FD por elementos finitos [1-3,8].
En 180formula.cion SUPG desarrollada. por Mallet [6]el problema de sistemas advectivos difusivos
no es una extension natural del caso escalar, concretamente 180solucion a.proxima.da.no es igual a
180solucion exa.cta., ni siquiera en el caso en que el problema. sea unidimensional y los jacobianos
constantes. En nuestro trabajo [9] hemos extendido el problema escalar a sistemas de manera.
que en el caso previamente citado sl obtenemos la. soluci6n exact a.. Este es uno de los puntos mas
originales de 180formula.cion empleada. La.generalizacion a.problemas multidimensionales sigue 180
Hnea desarrollada por Mallet.[6]
Otro de los aspectos interesantes del esquema de discretizacion espa.cial es que permite utilizar para
las variables primitivas de nuestro problema funciones de interpolacion de igual orden evitando
el bloqueo producido por el no cumplimiento de la condicion de Brezzi-Ba.buska. Esto Be logra
mediante una. mecanismo de penaliza.cion no convencional, surgido como subproducto del tipo de
upwind introducido [9].
La resolucion del sistema. de ecua.ciones resultante de 180discretizacion numerica Belogra mediante
una integracion pseudo temporal explicita. La eleccion de un metodo explicito se ba.s6 en lograr
un c6digo competitivo £rente a. grandes problemas tridimensionales que Bepresent an en 180indus-
tria. Sin embargo, esta competitivid8od se logra 8610mediante tecnicas como "time local stepping"
y precondicionamiento, ambos basados en un fino anaIisis de la.estabilidad. Si el sistema es espa-
cialmente mal condicionado, como suele darse cuando existen elevadoS gradientes de refinamiento
de 180malla., esto produce un deterioro nota.ble de la convergencia. pues el elemento de tamaiio
mas chico limita 180estabilidad mientras que el mas grande 180convergencia. En cierta.medida un
paso de tiempo local permite la. utilizacion de mallas arbitrariamente refina.das ya. que en algful
sentido se puede interpretar al TLS como una. transformacion a una. malla homogenea. Esto es
consistente ya que el objetivo es capturar el est ado esta.cionano sin importar 180precision de 180
evoluci6n temporal.

Por otro lado, existe un mal condicionamiento propio del sistema de ecua.ciones. La parte fluido-
meca.wca. esta. limita.da. por la. velocidad de la.s ondas de presion, mientras que la. parte gaseosa
es pra.cticamente una. ecuacion desa.coplada con una. velocidad cara.cteristica igual a. 180velocidad
total del ga.s que tiene una magnitud en general muy diferente. Debido a. que las ecuaciones de
la. parte fluidomeca.wca (5 ecua.ciones en 3D) esta 8610debilmente a.coplada. con la. del gas es
ventajoso usar un paso de tiempo para cada fase. Esto precondiciona mejor el sistema. y redund80
en un mejoramiento muy grande de 180convergenci8o. Ha.cemos hincapie en que estas estra.tegias
no afectan 180solucion final sino que son usadas como artificios para mejorar 180convergencia..



donde 'Ij; es 180 propiedad del fluido, u'Ij; es el flujo conveetivo, if> es el termino fuente en vohimen
y J es el termino de flujo difusivo. Para cada una de las ecuaciones de continuidad, momento y
energfa los valores correspondientes estan dados en la siguiente tabla:

Tabla I

Continuidad 1 0 0
Balance de momentos U g T

Balance de energfa e+ ~U2 Q+g.u q-T·u

Haciendo uso del operador de promediacion en voltimen sobre las ecuaciones de balance de masa
y momento para cada fase, arribamos a las siguientes expresiones:

C7{a;:h} + V'{ak(PUh}) = 0

(8{ak~uh} +V'{ak(PUU-T)h}) =ak(phg±FGL

con ak 180 concentracion de 180 fase correspondiente k -
Para elliquido P es constante y ademas haremos suposiciones del tipo (UU}L = (U}L(U}L. Se
llega entonces a un sistema de ecuaciones del tipo Navier-Stokes para elliquido con un termino
fuente adicional en las ecuaciones de momento dado por

FGL = k X (ntimero de burbujas en il) x (Fuerza sobre una burbuja)

= k~: x aG61rJL(uG- UdrbF*(Reb)

donde Reb = lUG - uLlrb/v es el ntimero de Reynolds de la burbuja y rb = (ailb/41r)1/3 es el
radio de 180 burbuja (0 radio equivalente si no es esferica). El radio de la burbuja es funcion de 180
presion y 180 temperatura. F* es el drag adimensionalizado (con respecto a flujo de Stokes) sobre
la esfera: F* - 1 para Reb -+ O.
Por Ultimo, 180 fuerza de friccion debe anularse cuando alguna de las fases desaparece. Esto es
asi cuando no hay gas debido al factor aG pero no ocurre 10 mismo cuando aL = O. Introducimos
entonces un factor (1 - aG) en el termino de friccion.

8{aGPG}at +V'. {aGPGuG} = 0

Supondremos que debido a su pequeiia masa los termiD.6Sde inercia son despreciables. En el
tensor T las fuerzas viscosas son despreciables y solo tenemos en cuenta. el gradiente de presion:



Se presentan en total 5 casos,4 de ellos en 3Dy uno en 2 D a modo de validacion. Los dos primeros
corresponden a un radio deburbuja elevado (pluma cerrada) y dos caudales de gas diferentes con
el propOsito de testear el efecto del caudal de gas inyectado sobre 1110 velocidad de circulacion. Los
dos siguientesc.orresponden al caudal mas bajo y a dos radios de burbujas que producen diferentes
grados de apertura de 1110 pluma gaseosa.

El casu 2 D se utiliz6 a modo de validacion contrastando en el caso plano algunos resultados
obtenidos por Me Kelliget en el caso axisimetrico teniendo como objetivo solamente un aruilisis
cualitativo y solo groseramente cuantitativo dada 1adiferencia existente entre el planteo de ambos
problemas.

3.1 Caso 3 D

Tanto 1110 geometna como las condiciones de operacion han sido elegidos tomando como base
los de McKelliget et al [4]. Estos corresponden a una geometna axisimetrica. Se trata de un
cilindro de radio R = 0.3m y altura H = 0.6m con un tapOn centrado de diametro do =0.0127m.
El fluido es agua y el gas aire de forma que: p = 1000kg/m3, f.lmol = viscosidad dinamica
molecular=1.25 x 1O-3kgm-1 seg-l. La velocidad de inyeccion en el tapOn es Vo = 1.62m/seg.
En dicho trabajo Beusa un "modelo de turbulencia ad-hoc" el cual da una viscosidad turbulent a
efectiva como funcion de 1a velocidad de inyecci6n y parametros geometricos:

{ 2 R27C'4 }1/3
f.leff= ,aVo PgasPliq ~

Existe evidencia experimental de Ill. validez de esta correla£ion.
Para estos datos: f.leff= O.09kg/m seg. El caudal de gas inyectado surge ser de Q = Atapon x Vo =
2.05 x 1O-4m3/seg.
En los resultados mostrados por McKelliget et alIas velocidades (horizontales) en 1110 superficie
libre alcanzan valores del orden del m/seg. En base a esta velocidad y 1110 altura del baiio surge un
Re de :::::5 x 105• McKelliget no da valores de 1as velocidades en 1110 pluma pero es de suponer que
seran al menos un orden de magnitud mayores, con 10 cual el Re estaria en el orden de 5 x 106•

Nuestro objetivo fue reproducir estos resultados, peru con una geometna esencialmente 3D, esto
es, con el tapon descentrado. Se genero unamalla 3D de 960 elementos (tipo ladrillo de 8 nodos)
y 1243 nodos para una mitad del horno (ver figura 1). El tap6n estli ubicado a 1/2R del centro
T. En nuestro modelo de 1110 pluma gaseosa:

V:li _ ~ r~pg
• p - 9 f.lmol(1- a)

Se tomo como radio de 1110 burbuja: 7"b = 5 x 1O-4m, del trabajo de Lai y Salcudean [5]. De las
ecuaciones anteriores se obtiene un valor para a de 0.25.
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Figura 1: Reactor cil(ndrico con tapon decentrado. De&cripcion de la geometria y
malla de elemento& finitos. a) Corte del plano de &imetria y = O. b) Corte z = 0.3
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Figura 2: Reactor cil(ndrico con tapon decentrado. Velocidades en el plano de
simetria. Pluma cerrada. a) a = 1.5x 10-4• b) a = 3 X 10-4•

Como los Re a obtenerse son muy elevados se efeetu6 una continuaci6n en a Y rb tratando de
aproximarse a 108 valores mencionados. Como consecuencia de un ana.lisis te6rico del modelo y de
108 resultados alcanzados, surge que a regula la fuerza impulsora y por 10 tanto el Re alcanzado.
Por otro lado, elm regula (a traves de la U.lip) la interacci6n entre ambas fases. Para m elevados,
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Figura S: Reactor ciUndrico con tOopondecentrado. VelocidOodes en el plano
z = 0.3. a = 1.5 x 10-4, plumOo cerrada. a) velocidades tangenciales 0.1plano,
b) velocidades normales.

Figura 4: SimulOocion en 10.cuchara 3D. a = 1.5 X 10-4. I8oCUTtJD.Sde concen-
tracion en el plano de simetria y = o. a) Tj, = 2.8 X 10-4 . b) Tj, = 10-4.

la Uslip es grande con respecto a la velocidad del liquido y el gas es pra.cticamente transport ado
en la direccion vertical sin que la pluma se abra. Para Tj, menores las fase liquida comienza a
arrastrar al gas, la pluma se abre y esto a su vez afecta el campo de velocidades.



Inicialmente comenzamos con un 7), alto de tal forma de tener una pluma cerrada y estudiar la
relacion entre el O! y el Re. En las figuras 2 y 3 se muestran resultados para O! = 1.5 X 10-4 y
3 X 10-4• Para estos valores de O! se obtienen Re del orden de 2000 y 4000 respectivamente.
Para. O! = 1.5 X 10-4 se obtuvieron resultados para 7), = 2.8 X 10-4 y 10-4.• E~Ja figura 4 se
muestran isocurvaB de concentracion de gas donde puede observa.rse el· efecto de apertura de la
pluma gaseosa.

3.2 Validaci6n en geometria plana
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Figura 5: Simulacion en geometria plana. a) Geometrla y malla de elementos
finitos. b) Vectores 'IIelocidad.

La geometria considerada y la malla de FEM pueden observa.rse en la figura 5.a. Se trata de un
rectangulo de altura BB' = H =0.6 m y ancho 2 x TB = 2R =0.6 m. El tap6n ests. en el centro
T y por simetria se ha considerado 8610la mitad derecha TBB'T'T. El ancho del tap6n es de
3 elementos: 0.015m. Para calcular el area del tapon se penso en un espesor (en la direccion z)
de longitud 11"R/2 de forma tal que el volumen total del recinto es H x 2R x 11"R/2 = 11"R2 H =
volUmen del cilindro de McKelliget.
En la figura 5.b se observa. el patron de velocidades para Q = 1.36 x 10-5m3/seg. Notese que
el centro de rotacion se ha desplazado mucho mas arriba, que en las corridas a Re mas bajos.
Puede observa.rse un efecto de ensa.nchamiento del jet de fiuido puramente hidrodinamico que no
se ve en 3D. Finalmente, en la esquina inferior derecha puede observa.rse claramente una region
de recirculacion de fiuido.



Hemos mostrado una aplicaci6n del c6digo desarrollado, cuyos alcances te6ricos fueron presentados
en [9], a un caso de interes industrial. Consideramos que este es solo un primer paso hacia el
objetivo final de poder lograr simular flujos en homos de cuchara ya que para tal fin deberiamos
incluir un modelo de turbulencia mucho mas robusto para poder comenzar a confeccionar las
curvas de performance del homo bajo diferentes situaciones de trabajo. De todos modos los
resultados son altamente alentadores, 10 cual implica no solo una validaci6n adicional del c6digo
frente a !as efectuadas anteriormente [9] sino tambien un indicio del comportamiento del modelo
simple de flujo a dos fases introducido.[7]
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