Mecénica Computacional Volimen XIit
Compilado por M. Vénere
Bariloche, setiembre de 1992

RESOLUCION POR ELEMENTOS FINITOS
DEL PROBLEMA DE CONTACTO SIN FRICCION EN FLUIDOS

M. Magdalena Blanco
Inst. de Mec. de los Fluldos e Ing. Ambiental,
Fac. de Ingenieria, Univ. de la Republica,
J.Herrera y Reissig 565, CP 11300, Montevideo, Uruguay

Margarita M. Ruda
CNEA-CONICET, Centro Atémico Bariloche, 8400 Bariloche, Argentina

RESUMEN

Se presenta un programa de Elementos Finitos para resolver el problema de contacto
unilateral sin friccién wutilizando 1la formulacién de fluidos. Se analiza el
paralelismo entre el problema de Stokes y el de sbélidos eldsticos incompresibles. Se
discute el problema de contacto unilateral sin friccién para el caso del problema de
Stokes, y se lo resuelve numéricamente utilizando multiplicadores de Lagrange y un
algoritmo dual. Se muestran ejemplos de validacién del programa asi como de su
extensién a ciertos casos de fluidos viscoplasticos.

ABSTRACT

A FEM program to solve the unilateral contact problem using the flow formulation is
presented. An analysis of the parallelism between the Stokes problem and the
incompressible elastic solids problem is performed. The wunilateral, frictionless
contact problem is treated by Lagrange multipliers and solved numerically by a dual
algorithm. Some results that validate the program are shown. The program has been
extended to some cases of viscoplastic fluids.

INTRODUCCION

El presente trabajo tuvo su origen en una propuesta recibida en la Divisién deMecanica
Computacional del Centro Atémico Bariloche por parte de la Planta Piloto de
Fabricaciéon de Aleaciones Especiales de la C.N.E.A.. La misma se referia a modelar el
proceso de extrusién de lingotes de zircaloy utilizados para la fabricacién de vainas
de elementos combustibles destinados a la Central Atucha, dado que el mismo adolecia
de ciertos defectos.

El objetivo era pues lograr una mayor comprensién del proceso de extrusién, para
detectar las causas de dichas fallas y proponer posibles soluciones a fin de obtener
un producto final de calidad superior y al mismo tiempo reducir costos de fabricacién.

Para un primer modelo del proceso se utilizd un programa elementos finitos para
s6lidos elastoviscoplasticos existente en el C.A.B. [1,2]. Pudo detectarse una alta
concentracién de tensiones negativas en la zona de la boquilla de salida del extrusor.
Esto condujo a pensar que alli debia tener lugar una separacién localizada entre valna
y matriz y que la misma tenia como indeseable consecuencia el "arraste" de pequefias
cantlidades del material usado como lubricante de la matriz ( Cu ), lo que explicaba su
presencia en el producto final.

El grupo de trabajo se hallaba por entonces dedicado a la generacién de un paquete de
programas para simular el proceso de extrusién formulando el mismo en términos de
fluidos y se propuso plantear el problema de contacto dentro de este marco.
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El presente +trabajo se desarrolla de la siguiente manera: se fundamenta 1la
equivalencia del problema de contacto unilateral en sélidos en términos de fluidos y
se presenta la correspondiente formulacién; se describe el método numérico utilizado y
finalmente se analizan los resultados obtenidos.

EL PROBLEMA SIN CONTACTO
Consideremos un medio continuo B, el cual ocupa una regién Q cV)R" (N=2,3), de
frontera I'. Sobre el mismo actUa un sistema de fuerzas externas (?.g), siendo: 7 un

campo de fuerzas de volumen definido sobre Q@ y g un campo de fuerzas de superficie
definido sobre I'e & I,

El paralelismo existente entre el comportamiennto en el equilibrio de sélidos
elasticos isotrépicos e incompresibles (para e}l caso de pequefias deformaciones) y el

de un flujo de Stokes se pone de manifiesto si nos remitimos a las expresiones
obtenidas para la formulacién variacional de ambos problemas (3]:

Hallar (3,p) € WxQ tal que :
(1)
a(d,8)+c(p,d)=1(3)

clg, D=0 Vv (w,q) € WxQ
siendo :
- 2 N
w=1{3:Be [L (m] ; wi,) e L3(R) ; wi=0 en I1 i=1...N} (2)
Q=L@ = { q : I q2 dv < } (3)
Q

y estableciendo 1las siguientes correspondencias:

Solidos elasticos Flujo de Stokes
campo de desplazamientos 3 > 3 campo de velocidades
gradiente simétrico E ¢« D gradiente simétrico
de deformaciones de velocidades
coeficiente de Lamé pe —> p  viscosidad dinamica

L__.___I____,_J

a @3) =2 e I E@):ED) av e a_(3.2)
Q

#

2p ID(?);D(%) dv
o)

c (p,z) = —I pU.3dv e c (p,Z) —I p V.3 dv
E Q F Q

1(3)=J.p?.3dv+ g.gda(———el(g)=.[p?.3dv+[ 2.0 da
E Q rz F Q

Esta correspondencia nos inclina a extender la idea de contacto, con la que estamos
familiarizados en el campo de los sélidos, al campo de los fluidos viscoplaticos que
se utilizan en el modelado de la extruslén de metales.
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EL PROBLEMA DE CONTACTO UNILATERAL EN FLUIDOS

Abordamos ahora el problema de contacto unilateral. Para sélidos elédsticos se trata
del denominado "Problema de Signorini" [4], que se refiere al equilibrio de un cuerpo
elastico tridimensional sujeto a condiciones de contorno ambiguas.

Consideremos en la fig. 1 a la frontera I' de Q subdividida en tres zonas I't, I'z y I's
Las dos primeras se corresponden con las de Dirichlet y Neumann ;en cuanto la zona

restante, el medio estd alli "soportado”, sin friccién , por un soporte rigido
unilateral.
%
A
£
S0 €
RIGIOU

Fig. 1: Problema de Signorini

Esto significa que los puntos de I's pueden permanecer en contacte o no, y no puede
establecerse de antemano la zona de contacto. S6lo podemos predecir que en aquellos
puntos de I's que permanezcan en contacto con el soporte, aparecea una reaccién £ en
la direccién opuesta a la de la normal exterior al cuerpo, y que en aquellos puntos de
I's donde tiene lugar el apartamiento, el desplazamiento G serd en la direccién opuesta
a la de la normal exterior al cuerpo y no habré reaccién alguna.

Denonminando :

2 2 2 >
r = r .. n u = 4 .n
n n

(4)

podemos expresar las alternativas mencionadas de la siguiente forma conjunta :

r =90 ; u =0  ; ru =0 (5)

lo que se traduce en la Ley Constitutiva del Problema de Contacto unilateral sin
friccién.

r, =0 s u, =0, tiene lugar contacto (5)a

u = 0 =3 r, = 0 , no tiene lugar contacto (5)b

Cabe plantearse cudl es el significado del problema de contacto unilateral en el campo
de los fluldos viscopldsticos. Se trata simplemente de una separacién ocasional entre
la masa metdlica y- la superficie (a la cual ésta no adhiere), indicada por 1la
direccién del campo de velocidades en el instante en que comienza la separacién. Esto
no debe confundirse con el fenémenc conocido como cavitaciénm, proplo de los fluidos
newtonianos.

Basdndonos en la correspondencia entre el problema de sélidos elasticos
incompresibles con pequefias deformaciones y el de flujos de Stokes, la formulacién del
problema de contacto en esos casos equivale al siguiente problema extremal con
restricciones:
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Hallar Vv € W tal que : (6)
J (3) = min J(@) ; con DeW
sujeto a V.3 = en Q
3 = en I'a

Resolviendo el problema por el método de los multiplicadores de Lagrange, la expresién
del Lagrangeano correspondiente resulta:

£ (@, q. A) = J@) + clg, 3) + b, D) (7
donde introducimos:

b(r ,3) = - I r ¥.2 da (7)a
n n
ra

El campo de presiones aparece en forma natural como el multiplicador de Lagrange
asociado a la restriccién V.o = 0 en Q; en cuanto al multiplicador A, asociado a
la restriccién V.ns 0 en I's, puede ser interpretado fisicamente como la reaccién
normal en la regién de contacto y debe satisfacer la condicién de vinculo:

A=0 en I3 (7)b

Puede probarse que la terna (3, P, rn) solucién del problema planteado es un punto de
ensilladura del funcional £ propuesto [5].

Es importante sefialar que ra no es una funcién conocida de antemano ya que la misma
depende de Vv y existe sélo en la zona real de contacto. Por lo tanto rn cumplira
Gnicamente la funcién de variable de control durante el proceso iterativo, dandonos

informacién acerca del acierto o desacierto de la zona de contacto elegida y
correspondera al valor de la reaccién una vez determina-da la zona de contacto real.

EL PROBLEMA DISCRETO

El procedimiento seguido para la discretizacién de los campos de velocidades vy
presiones es el habitual en el M.E.F..[ 6]. Resta tomar una decisién acerca de la
manera de aproximar el multiplicador de Lagrange introducido por la condicidén de
vinculo unilateral.

Una posibilidad es exigir que dicha condicién se satisfaga exactamente en N puntos st

Fg, con k = 1,...,N.
3“(xk) . H"(xk) =0 k=1,...,N (8)
siendo n" la aproximacién correspondiente a la normal exterior al fluido. Esta

relacién resulta sumamente sencilla cuando dichos N puntos se eligen coincidentes con
nodos de la red. Los Ak correspondientes pueden interpretarse como multiplicadores de

Lagrange concentrados en los nodos pertenecientes a 3.

Una segunda posibilidad es definir wuna aproximacién independiente para el
multiplicador A, esto es:

et = {Ah:?«h = Lo lPA G0, AN =0, %R, xe r"s’} 9)
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donde NC es el numero de nodos de la red que pertenecen a la regién donde se estudia
el problema de contacto, L® los valores nodales y Aa las funciones de base.

Fueron implementadas ambas opciones, no encontrando diferencias significativas en los
resultados.

Finalmente la expresién discretizada del problema resulta:

ol A = —;— WAN-WF-¥CQ-¥GL (10
donde:
A = matriz de difusién
F = vector de fuerzas nodales externas (masicas y de
superficie)
C = matriz de divergencia
G = matriz de contacto
W = matriz columna de valores nodales de velocidad
Q = matriz columna de valores nodales de presién
L = matriz columna de valores nodales del multiplica-

dor de contacto

La condicién de punto de ensilladura en (3,p,r) conduce al siguiente sistema de
ecuaciones:

AV-CP- q_ = F (11)
F 0

R
\)
GV =

0, R=0, VGR=0

Estas ecuaciones equivalen: al equilibrio del sistema sometido a la accién de fuerzas
externas y reacciones de contacto; a la condicién de incompresibilidad y a la
condicién de contacto unilateral (velocidades normales no positivas, reacciones de
contacto no positivas y complementariedad entre ausencia de contacto y existencia de
reacciones) respectivamente.

Puede probarse que, al igual que para el problema de Stokes [7,8,9], vale la
resolucién del problema planteado via resolucién del dual correspondiente. Asi pues,
fijando una zona de posible contacto, en primer lugar obtenemos los P y R que
maximizan £ y luego el V correspondiente :

€Ay P+ (€A% R=-CAYF - GATMF (12)
V = A'MF+CP+GR)

En segundo lugar investigamos el signo de los componentes de R y si corresponde,
modificamos la zona de contacto propuesta y reiniciamos el calculo.

ALGORITMO NUMERICO

Se modificé el resolutor dual de Stokes implementado por Buscaglia y Dari en 1989,
introduciendo en el mismo las modificaciones necesarias para incluir el contacto:

(1) Consideramos la matriz C que resulta del acoplamiento de la matriz C (cuyos
componentes son los mismos que se obtienen para el Problema dual de Stokes), con la
matriz G (introducida por el problema de contacto).

(i1) Consecuentemente se amplia la patriz columna P acoplandole la matriz columna
R, resultando una nueva matriz columna P .

Las ecuaciones anteriores se transforman en:
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*T <1

€AY P = - (13)
-1 LR
v=alr+c'P)

cuya semejanza con las correspondientes al problema de Stokes es manifiesta [8].
El algoritmo de resolucién implementado &s el siguiente:

Paso 1: Inicializacion

NC nodos de contacto = P; ( Ro) E V0

Paso 2: Analisis del signo de los multiplicadores de contacto

(i) si ROi =0 V i=1,NC » contacto.

(1) si Ros > 0 para n valores de i (m1 = NC)
Rl/ NC1 = NC - m

G1/ G0 - m columnas correspondientes

Se retorna al Paso 1 hasta que NC no se modifique..

Nota : Cabe sefialar que lo anterior implica una modificaclidédn parcial de la matriz C'.
dado que esta s6lo afecta a los elementos de G; los de la matriz C original no son
alterados durante el proceso iterativo correspondiente al problema de contacto.

Paso 3: Iteracion de contacto.

Del Paso 1 se obtienen P: (R1) y Vf
Del Paso 2 se obtiene m, (m2 s NC1).

Inspeccién del signo de las velocidades normales
correspondientes a los m1 nodos eliminados en el Paso 2.

Si VNl > 0 para qQ, valores de i (q1 = mll = contacto =

reincorporacién a la lista = R2 / NC2

NC1 - m2 + q1
Si NC2 # NC1, se eliminan de la matriz G1 las m2 columnas y
se reincorporan las q1 columnas correspondientes, obteniéndose G2

Se retorna al Paso 1.

El proceso termina cuando NC}H = NCJ
Hasta la convergencia del algoritmo los valores de R no pueden intérpretarse
directamente como los correspondientes a las reacciones normales en los nodos
pertenecientes a la zona de contacto, sino mas bien como valores de control del
cumplimiento de la condicién de contacto unilateral. El1 analisis del signo de los
componentes de R en cada iteracidén nos da informacién acerca del aclerto o desacierto
de la eleccibén de la zona donde se presupone el contacto.

La extension a viscoplasticos es inmediata dentro del algoritmo implementado en el
CAB [11], basado en una formulacién en velocidades, presiones y gradiente simétrico
del campo de velocidades. lLa no linealidad del material estaba restringida a 1la
resolucién del gradiente simétrico del campo de veloclidades.
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DISCUSION DE RESULTADOS

Como parte de la validacién de nuestro programa corrimosun ejemplo de una contraccién
del tipo 3/2 plana. Un caso similar fue resuelto en el Laboratorio Nacional de
Computagac Cientifica de Rio de Janeiro (LNNCC), con un programa de elementos finitos
para el problema elastico unilateral de Signorini. La comparacién cualitativa vy
cuantitativa de los resultados es razonablemente satisfactoria.

A continuacién se discuten los resultados provienentes de la resolucién de tres
problemas similares que involucran flujos en canales de seccién contraida con
distintos angulos, simetria plana y de revolucién, situacién tipica en la extrusion.

Si bien estas simulaciones resultan bastante artificlales por los datos de la red
utilizados y por el modelado en términos de fluidos, pretende acercarse a la situacién
que se presenta en la extrusién de lingotes de zircaloy (TREX). Se busca anallzar un
comportamiento cualitativo del eventual desprendimiento en las zonas angulosas y a su
vez ver cuidl es el efecto que tiene sobre éste el angulo « de la matriz.

En la figura 2 se muestran los campos de velocidades obtenidos para los casos o =
450, « = 60c y & = 900 . Las flechas indican la tendencia a la separacién, excepto
en el caso a=45., debiéndose esto a una inadecuada definicién de los parametros de
graficacién.
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Fig. 2: Campos de velocidades para distintas boquillas

En la Tabla I se muestran los resultados cuantitativos de la longitud de la zona de
separacion. Para « = 45¢ aparece ya una pequefia separacién con & = 0.787 . Al aumentar
el 4ngulo a a=60o, la separacién crece al valor & = 1.05 . Para a = 90-, obtenemos un
valor 8§ = 1.575 .
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Tabla I : Simetria plana

angulo long. de despegue iter. cont.
o« = 450 3 = 0.787 2
« = 600 d =1.05 3
o = 900 8 = 1.575 3

La Tabla II reproduce los resultados obtenidos para las mismas tres redes. aunque esta
vez para simetrias de revolucién. Los valores de la longitud de la zona de
desprendimiento son iguales, salvo para a« = 60s : & = 0.787, & = 1.575, & = 1.575.
Cabe mencionar que estos valores se obtienen por diferencias de las ordenadas de los
nodos extremos de la zona donde se produce la separacién, lo que explica 1la
coincidencia en los digitos y no necesariamente implica la coincidencia en las
longitudes reales.

Tabla II : Simetria de Revolucion

angulo long. de despegue iter. cont.
a = 450 3 = 0.787 2
« = 600 8 = 1.575 4
o = 900 & = 1.575 3

Los resultados que acabamos de presentar se refieren a zonas de estudio de contacto
pertenecientes a la salida de la contraccién; las reglones de la zona del comienzo de
la contraccién también fueron analizadas, dando como resultados que en las mismas el
despegue no tenia lugar.

CONCLUSIONES

Se ha desarrollado el paquete de programas STOKCON para la simulacién de las zonas de
separacién de flujos de Stokes, a partir de paquetes de programas preexistentes
(STOKEF) en la Divisién Mecadnica Computacional del C.A.B.. Se ha aprovechado la
similitud matemdtica entre la formulacién de este problema y el Problema de Signorini
para el contacto unilateral de sélidos elasticos lineales, si bien cabe resaltar que
la fisica de los fluidos corrientes en las zonas de baja presién y eventual separacién
(cavitacién) es bien distinta de la que aqui nos interesa. Abusamos un tanto del
significado usual del término fluido para considerar fluidos muy particulares como son
los que se utilizan para modelar la extrusién de metales.

Los modelos mis realistas para el proceso de extrusién involucran normalmente fluidos
rigido-plasticos o viscoplasticos; pero el programa implementado puede usarse de
nicleo en el calculo de dichos fluidos.
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Los campos de velocidades que hemos mostrado indican sélo la tendencia en el instante
inicial de la deformacién del lingote, en pleno estado transitorio. Con esta
informacién y tomando un paso de tiempe razonablemente pequefio, deberia poder
obtenerse la geometria de la red deformada y seria posible calcular el nuevo campo de
velocidades. Prosiguiendo este nuevo esquema iterativo, al alcanzar un estado
estacionario, el vector velocidad seria tangente a la frontera libre.

Refiriéndonos ahora a los resultados obtenidos, observamos que 1la zona de separacién
se ve fuertemente influenciada por el valor del angulo de la matriz de extrusién, Las
Tablas muestran una rdpida convergencia del algoritmo de contacto (4-5 iteraciones).
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