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Se presenta un programa de Elementos Finitos para resolver el problema de contacto
unilateral sin friccion utilizando la formulacion de fluidos. Se anaiiza el
paraielismo entre el problema de Stokes y el de solidos elasticos incompresibles. Se
discute el problema de contacto unilateral sin friccion para el caso del problema de
Stokes, y se 10 resuelve numericamente utilizando multiplicadores de Lagrange y un
algoritmo dual. Se muestran ejemplos de validacion del programa asi como de su
extension a ciertos casos de fluidos viscoplAsticos.

A FEM program to solve the unilateral contact problem using the flow formulation is
presented. An analysis of the parallelism between the Stokes problem and the
incompressible elastic solids problem is performed. The unilateral, frictionless
contact problem is treated by Lagrange multipliers and solved numerically by a dual
algorithm. Some results that validate the program are shown. The program has been
extended to some cases of viscoplastic fluids.

El presente trabajo tuvo su origen en una propuesta recibida en la Division deMecanica
Computacional del Centro Atomico Bariloche por parte de la Planta Piloto de
Fabricacion de Aleaciones Especiales de la C.N.E.A .. La misma se referia a modelar el
proceso de extrusion de lingotes de zircaloy utilizados para la fabricacion de vainas
de elementos combustibles destinados a la Central Atucha, dado que el mismo adolecia
de ciertos defectos.

El objetivo era pues lograr una mayor comprension del proceso de extrusi6n, para
detectar las causas de dichas fallas y proponer posibles soluciones a fin de obtener
un producto final de calidad superior y al mismo tiempo reducir costos de fabricacion.

Para un primer modele del proceso se utilizo un programa elementos finitos para
solidos elastoviscoplasticos existente en el C.A.B. [1,21. Pudo detectarse una alta
concentracion de tensiones negativas en la zona de la boquilla de salida del extrusor.
Esto condujo a pensar que alIi debia tener lugar una separacion localizada entre vaina
y matriz y que la misma tenia como indeseable consecuencia el "arraste" de pequefias
cantldades del material usado como lubricante de la matriz ( Cu 1, 10 que explicaba su
presencia en el producto final.
El grupo de trabajo se hallaba por entonces dedicado a la generac10n de un paquete de
programas para simular el proceso de extrusion formulando el mismo en terminos de
fluidos y se propuso plantear el problema de contacto dentro de este marco.



El presente trabajo se desarrolla de la siguiente manera: se fundamenta la
equivalencia del problema de contacto unilateral en solidos en terminos de fluidos y
se presenta la correspondiente formulaci6n; se describe el metodo numerico utilizado y
finalmente se analizan los resultados obtenidos.

Consideremos un medio continuo B, el cual ocupa una regl6n Q c IRK
frontera r. Sobre el mismo actua un sistema de fuerzas externas (f,g),
campo de fuerzas de volumen definldo sobre Q y g un campo de fuerzas
definido sobre r2 ~ r.

(N=2,3), de
slendo: f un
de superficie

El paralelismo exlstente entre el comportamiennto en el equilibrlo de solidos
elastlcos isotropicos e incompresibles (para e1 caso de pequefiasdeformaciones) y el
de un flujo de Stokes se pone de manifiesto si nos remitimos alas expresiones
obtenldas para la formulaci6n variacional de ambos problemas [3):
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Esta correspondencia nos inclina a extender la idea de contacto, con la que estamos
famillarizados en el campo de los solidos, al campo de los fluidos viscoplaticos que
se utilizan en el modelado de la extrusion de metales.



Abordamos ahora el problema de contacto unilateral. Para s6lidos elastlcos se trata
del denominado "Problema de Signorini" [4], que se refiere al equilibrio de un cuerpo
elastico tridimensional sujeto a condiciones de contorno ambiguas.
Consideremos en la fig. 1 a la frontera f de Q subdividida en tres zonas fl, fz y f3.
Las dos primeras se corresponden con las de Dirichlet y Neumann ;en cuanto la zona
restante, el medio esta alIi "soportado", sin fricci6n , por un soporte rigido
unilateral.
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Esto significa que los puntos de f3 pueden permanecer en contacto 0 no, y no puede
establecerse de antemano la zona de contacto. S6lo podemos predecir que en aque-!los
puntos de f3 que permanezcan en contacto con el soporte, aparecea una reacci6n r en
la direccion opuesta a la de la normal exterior al cuerpo, y que en aquellos puntos de
f3 donde tiene lugar el apartamiento, el desplazamiento ~ sera en la direccion opuesta
a la de la normal exterior al cuerpo y no habra reaccion alguna.

10 que se traduce en la Ley Constitutiva del Problema de Contacto unilateral sin
fricci6n.

tiene lugar contacto
no tiene lugar contacto

(S)a

(S)b

Cabe plantearse cual es el significado del problema de contacto unilateral en el campo
de los fluldos viscoplasticos. Se trata simplemente de una separacion ocasional entre
la masa metalica y.la superficie (a la cual esta no adhiere), indicada per la
direcci6n del campo de velocidades en el instante en que comienza la separacion. Esto
no debe confundirse con el fen6meno conocido como cavitaci6n, propio de los fluidos
newtonianos.

Basandonos en la correspondencia entre el problema de s6lidos elastlcos
incompresibles con pequefias deformaciones y el de flujos de Stokes, la formulaci6n del
problema de contacto en esos casos equivale al siguiente problema extremal con
restricciones:



J C~J min J(I.3)
sujeto a 17.1.3 = 0

-) .it :s 0w

en Q
en r3

Resolviendo el problema por el metodo de 105 multiplicadores de Lagrange, la expresion
del Lagrangeano correspondiente resulta:

-) J -)-)b(r ,v) = - r v.n da
n r3 n

El campo de presiones aparece en forma natural como el multiplicador
asociado a la restrlccion 17.1.3 = 0 en Q; en cuanto al mUltiplicador A,
la restriccion ~.its 0 en r3, puede ser interpretado fisicamente como
normal en la region de contacto y debe satisfacer la condieion de vinculo:

de Lagrange
asociado a

la reacci6n

Es importante senalar que rn no es una funcion conocida de antemano ya que la misma
depende de ~ y existe solo en la zona real de contacto. Por 10 tanto rn cumplira
linicamente la funcion de variable de control durante el proceso iterativo, dandonos
informacion acerea del acierto 0 desacierto de la zona de contacto elegida y
correspondera al valor de la reaccion una vez determina-da la zona de contacto real.

El procedimiento seguido para la discretizacion de 105 campos de velocidades y
presiones es el habitual en el M.E.F ..[ 6]. Resta tomar una decision acerea de la
manera de aproximar el multiplicador de Lagrange introducido por la condicion de
vinculo unilateral.

Una posibilidad es exigir que dicha condicion se satisfaga exactamente en N puntas XkE
r~, con k = 1,...,N.

slendo ~h la aproximaci6n correspondlente a la normal exterior al fluido. Esta
relacion resulta sumamente sencilla cuando dichos N puntos se eligen coincidentes con
nodos de la red. Los A

k
correspondientes pueden interpretarse como multiplicadores de

Lagrange concentrados en 105 nodes pertenecientes a ~.

Una segunda posibilidad es definir una aproximacion independiente para el
mUltiplicador A, esto es:



donde HC es el n6mero de nodos de la red que pertenecen a la reg10n donde se estudia
el problema de contacto, La los valores nodales y Alas funciones de base.

a

Fueron implementadas ambas opciones, no encontrando diferencias significativas en los
resultados.

A matriz de difusi6n
F vector de fuerzas nodales externas (masicas y de

superficie)
C matriz de divergencia
G matriz de contacto
V matriz columna de valores nodales de velocidad
Q matriz columna de valores nodales de presi6n
L matriz columna de valores nodales del multiplica-

dor de contacto
La condici6n de punta de ensilladura en (~.p.r) conduce al siguiente sistema de
ecuaciones:

A Y - C P - G R FCTy
GTy ~ 0, R ~

Estas ecuaciones equivalen: al equilibrio del sistema sometido a la aCC10n de fuerzas
externas y reacciones de contacto; a la condici6n de incompresibilidad y a la
condici6n de contacto unilateral (velocidades normales no positivas. reacciones de
contacto no positivas y complementariedad entre ausencia de contacto y existencia de
reacciones) respectivamente.

Puede probarse que, al igual que para el problema de Stokes [7.8.9], vale la
resoluci6n del problema planteado via resoluci6n del dual correspondiente. Asi pues.
fijando una zona de posible contacto, en primer lugar obtenemos los P y R que
maximizan ~h y luego el Y correspondiente

(CTA-1C) P + (GTA-1G) R = - CTA-1F _ GTA-1F

y A-1(F+CP+GR)

En segundo lugar investigamos el signa de los componentes de R y si corresponde,
modificamos la zona de contacto propuesta y reiniciamos el calculo.

Se modific6 el resolutor dual de Stokes implementado per Buscaglia y Dari en 1989.
introduciendo en el mismo las m01ificaciones necesarias para incluir el contacto:

(i) Consideramos la matriz C que resulta del acoplamiento de la matriz C (cuyos
componentes son los mismos que se obtienen para el Problema dual de Stokes), con la
matriz G (introducida por el problema de contacto).

(ii) Consecuentemente se amplia la fatriz columna P acoplandole la matriz columna
R. resultando una nueva matriz columna P .



cuya semeJanza con las correspondientes al problema de Stokes es manifiesta [81.
El algoritmo de resolucI6n implementado es el sigulente:

(1) SI R
01

> 0 para m
1

valores de i (m
1

S NC)
R / NCl = Ne - m

1 1

G
1
/ Go - m

1
columnas correspondientes

.Nota: Cabe senalar que 10 anterior implica una modificaci6n parcial de la matriz C ,
dado que esta s610 afecta a los elementos de G; los de la matriz C original no son
alterados durante el proceso iterativo correspondiente al problema de contacto.

•Del Paso se obtienen P
1

(R
1
) y V

1
.

Del Paso 2 se obtiene m
2

(m
2

s NC1).
Inspecci6n del signa de las velocidades normales

correspondientes a los m
1

nodos eliminados en el Paso 2.
Si V

K1
> 0 para ql valores de i (ql s m

1
) ~ contacto ~

reincorporaci6n a la lista ~ R2 / NC2 = NCl - m2 + ql
Si NC2 * NC1, se eliminan de la matriz G

1
las m

2
columnas y

se reincorporan las ql columnas correspondientes, obteniendose G2
Se retorna al Paso 1.

Hasta la convergencia del algoritmo los valores de R no pueden ifiterpretarse
directamente como los correspondientes alas reacciones normales en los nodos
pertenecientes a la zona de contacto, sino mas bien como valores de control del
cumplimiento de la condici6n de contacto unilateral. El analisis del signa de los
componentes de R en cada iteraci6n nos da informaci6n acerca del acierto 0 desacierto
de la elecci6n de la zona donde se presupone el contacto.

La extension a viscoplasticos es Inmediata dentro del algorltmo implementado en el
CAB [111, basado en una formulaci6n en velocidades, presiones y gradiente simetrico
del campo de velocidades. La no linealidad del material estaba restringida a la
resoluci6n del gradiente simetrico del campo de velocidades.



Como parte de la validaci6n de nuestro programa corrimosun ejemplo de una contracci6n
del tipo 3/2 plana. Un caso similar fue resuelto en el Laboratorio Nacional de
Computa~ao Cientifica de Rio de Janeiro (LNNCC), con un programa de elementos finitos
para el problema elastico unilateral de 5ignorini. La comparaci6n cualitativa y
cuantitativa de los resultados es razonablemente satisfactoria.

A continuaci6n se discuten los resultados provienentes de la resoluci6n de tres
problemas similares que involucran flujos en canales de secci6n contraida con
distintos angulos, simetria plana y de revoluci6n, situaci6n tipica en la extrusi6n.

5i bien estas simulaciones resultan bastante artificiales por los datos de la red
utilizados y por el modelado en terminos de fluidos, pretende acercarse a la situaci6n
que se presenta en la extrusi6n de lingotes de zircaloy (TREX). 5e busca analizar un
comportamiento cualitativo del eventual desprendimiento en las zonas angulosas y a su
vez ver cual es el efecto que tiene sobre este el angulo a de la matriz.

En la figura 2 se muestran los campos de velocidades obtenidos para los casos a =
450, a = 600 y a = 900 . Las flechas indican la tendencia a la separaci6n, excepto
en el caso a=45 0 , debiendose esto a una inadecuada definici6n de los parametros de
graficaci6n.

I
I-,-~

En la Tabla I se muestran los resultados cuantitativos de la longitud de la zona de
separaci6n. Para « = 450 aparece ya una pequena separac16n con 0 s 0.787 . Ai aumentar
el Angulo a a=600, la separaci6n crece al valor a ~ 1.05 . Para a = 900, obtenemos un
valor 0 = 1.575 .



0.787
1. 05
1.575

La Tabla II reproduce los resultados obtenidos para las mismas tres redes, aunque esta
vez para simetrias de revoluci6n. Los valores de la longitud de la zona de
desprendimiento son iguales, salvo para a = 60.: 0 ~ 0.787, 0 ~ 1.575, 0 = 1.575.
Cabe mencionar que estos valores se obtienen par diferencias de las ordenadas de los
nodos extremos de la zona donde se produce la separaci6n, 10 que explica la
coincidencia en los digitos y no necesariamente implica la coincidencia en las
longitudes reales.

0.787
1.575
1.575

Los resultados que acabamos de presentar se refieren a zonas de estudio de contacto
pertenecientes a la salida de la contracci6n; las regiones de la zona del comienzo de
la contracci6n tamblen fueron analizadas, dando como resultados que en las mismas el
despegue no tenia lugar.

Se ha desarrollado el paquete de programas STOKCON para la simulaci6n de las zonas de
separaci6n de flujos de Stokes, a partir de paquetes de programas preexistentes
(STOKEF) en la Divisi6n Mecanica Computacional del C.A.B.. Se ha aprovechado la
similitud matematica entre la formulaci6n de este problema y el Problema de Signorini
para el contacto unilateral de s6lidos elasticos lineales, si bien cabe resaltar que
la fisica de los fluidos corrientes en las zonas de baja presi6n y eventual separaci6n
(cavitaci6n) es bien distinta de la que aqui nos interesa. Abusamos un tanto del
significado usual del termino fluido para considerar fluidos muy particulares como son
los que se utilizan para modelar la extrusi6n de metales.

Los modelos mas realistas para el proceso de extrusi6n involucran normalmente fluidos
rigido-plasticos 0 viscoplasticos; pero el programa implementado puede usarse de
nucleo en el calculo de dichos fluidos.



Los campos de velocidades que hemos mostrado indican s610 la tendencia en el instante
inicial de la deformaci6n del lingote, en pleno estado transitorio. Con esta
informaci6n y tomando un paso de tiempo razonablemente pequeno, deberia poder
obtenerse la geometria de la red deformada y seria posible calcular el nuevo campo de
velocidades. Prosiguiendo este nuevo esquema iterativo, al alcanzar un estado
estacionario, el vector velocidad seria tangente a la frontera libre.

Refiriendonos ahora a los resultados obtenidos, observamos que la zona de separac10n
se ve fuertemente influenciada por el valor del angulo de la matriz de extrusi6n, Las
Tablas muestran una rapida convergencia del algoritmo de contacto (4-5 iteracionesJ.
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