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La mec8.nica de fractura lineal elastica LEFM permite modelar en much08 C8S08el comportamiento de componentes
mecamcos para diferentes condiciones de trabajo con suficiente grado de aproximaci6n del punto de vista practico.

Los parametros mas emplead08 en LEFM son el factor de intensificaci6n de tensiones K, el decrecimo de energfa
potencial G y la integral de linea :J. En este trabajo la integral :J es introducida como una consecuencia de la
aplicaci6n de leyes de conservaci6n a s6lidos elastico lineales y la formulaci6n original de Rice es extendida para
llevar en cuenta cargas en el domfnio y deformaciones residuales.

La presencia de cargas de dominio y deformaciones residuales modifican la expresi6n de la integral :J y su propiedad
de independencia del camino es restablecida con la condicion de sumar integrales en el dominio.

Para ilustrar el efecto de las cargas de domfnio la integral :J fue determinada mediante la aplicaciondel metodo
de elementos finit08, conjuntamente con su posterior evaluaciOn numerica.

Finalmente se utiliz6 esta tecnica para calcular el factor de intensificaci6n de tensiones en un disco fisurado que
gira a velocidad constante.

Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM) is sufficiently realistic approach to many working material under working
conditions in mechanical components.

The most comum parameters in LEFM are the intensity factor K, the energy release rates G and the line integral
:J. In this work :J integral was introduced as a consequential of the conservation laws in linear elastic IIOlidsand
the original formulation of Rice was extended to include body forces and residual strains. The presence of body
forces us residual strains modifies the integral expression for :J and the path independence was restored by adding
domain integral term.

To illustrate the effect of domain load :J integral was determined by post-processing finite element results and was
applied to the calculation of stress intensity factors of a rotating cracked disc.

La mecamca de fractura lineal elastica como es entendida hoy dia se remonta al celebre trabajo de Griffiths [1] en
que mediante la aplicaci6n del principio de conservaci6n de energia se analiza la propagaci6n de fisuras en laminas
de vidrio.

Al postular como condici6n necesaria para la inestabilidad de una fisura, que el decrecimo de energia PQtencial
relativa al incremento de la misma supere la tenacidad del material, surge el decrecimo de energia potencial G,
como el primer parametro de la mecanica de fractura.

Posteriormente Irwin [2111Jul1iundo la llingullllidad llUe lie produee en e1vertiee de una Mura, introduce 108factores
de intensificaci6n de tensiones K que representan la amplitud de la mencionada singularidad.

Mas recienternente Rice [3] muestra que en estad08 pianos de'deformaci6n 0 tension, la posibilidad de propagacion
de una fisura puede asociarse al valor de la integral :J, conocida en la literatura como integral de Rice.



Los parametros anteriores son empleados frecuentemente para establecer en que condiciones una fisura dado. se
propaga 0 no. Teniendolmcuenta que.G, K y :I estan relacionad08 por expresiones conocidas, la determinacion
de cualquiera de e1IosimpliCa.atce~)didhmediato al valor de 108otlO8. 0 sea que del punto de vista practico ma.s
que discutir cual es el fundamental pasa a tener seotido selecciooar en cada caso particular cual es el que puede ser
determinado con facilidad y con el grado de precisioo adecuadaal problema de mecinica de fractura que estamos
interesad08 en resolver.

Dentro de este panorama, con el emplco generalizado de 108metoda! aproximad08. elementos finitos, elementos de
contomo, etc, combinados a teenicas de generacion automatic",~IDailaII;, ~8lisis de error y metodos adaptativos,
la se1eccion de 108parametros G, K y :I, para cuando se dispone de medi08 computacionales, debe ser realizado
teniendo en cuenta las facilidades ofrecidas por 108programas de c&culo implementados. Vale 10.pena destacar
que alguna de las propiedades de 10.integral :I, tales como independencia del camino y que su determinacion
puede efectu&llle con facilidad luego de obtener los valores de los campos que intervienen en su c&culo a 10largo de
camin08(~do& u.bitllatiamente, determina que el an8lisis de propagaci6n de fisuras en componenWestructurales
medianillla.,iategr,ah1,re&ulte veotajoso cuando 10 eoropararn08 a otr08 metodos sobre todo'del puoto de vista
numerico" ~~oll~e es~ Illetodo no exige el conocimiento de los campos de tension y deformaciOn en 10.region
proxima al ••.itremo de,I,!,Iisura.

En ese sentido si se dispone de prograrnas automaticos de c&culo, 10.aproximacion numerica de :I puede ser obtenida
a partir de los resultadQOldel anaJisis de tensiones re\IWIl!>d!hPJ"eviameotecomplementado con el c&culo numerico
de :r a traves de p08procesadores que pueden ser 'in~08; coo facilidad a los programas disponibles. En
nuestro caso particular fue utilizado el Sistema Computacional para Desarollo de Programas (SDP) y aprovechando
las facilidades ofrecidas pOr este sistema como ambiente computaeional se desarollaram posprocesadores para
evaluar numericameote 10.integral :I en correspondencia con el elemento finito escogido eo el anaJisis de tensiones
correspondiente.

Este trabajo tiene por objetivo discutir las vantajes del empleo conjunto de 10.integral :I con el metodo de elementos
finit08 para 10 cualse contribuye con d08 puntos de vista del problema.

En primer termino aspectos te6ricos de como extender la iotegral :I a C8808en que existen Cai"gasen el dominio 0
se esta en presencia de deformaciones iniciales, alternativas no previstas en la formulacion original de Rice. Esta
parte se basa en las relaciones entre las Jeyes de eOnBervaciOny las integrales indePendiente8del camino Knowles
& Sternberg [4], Eshelby [5]. particularizadas para traslaciOn constante que es Ill.que'aaorlgen a la integral:l.

":...' I'··,

En segundo termino aspectos relacionados al c&culo numerico de 10.integral :I mediante el an&isis de un ejemplo
donde las cargas en el dominio debeo ser llevadas en cuenta. 'Thatase de un disco fisuradoqUllml' ~.'velocidad
constante doude las cargas en el dominio estan dadas por las fuerzas de inercia. Los valores del( soncalculados
a partir de 108 valores obtenidos para 10.integral :I en diferentes camioos de integraci60 y los resultadOs soo
comparados con los preseotados eo Ill.literatora.

Para analizar propagaci6n deiisuras eo l&minas 80metidas a estados pianos de deformaci6n 0 tensi6n Rice [3),
iotrodujo 10.integral :I dadapol la expresioo:



sobre el contomo r que rodea el venice de la f1sura y n nonnal exterior a la curva r, figura 1.
n

Es pOllible moetrar que cuando el radio r de la eurva r tiende a cera, el limite de la integral 3 es finito y coincide
con el decrecimo de energia potencial de la lamina para un incremento 60 de la f1sura.

lim 3=_lhr =0
r_O /Jo

Uno de 108 grandes atractivOll de emplear la integral 3 como medida del grade de solicitacion que Be encuentra
el venice de una fisura deriva de 8U propiedad de independencia del camino. La anterior permite escoger curvas
r a1fljad88 del venice de 1& fisura donde 1011 CampOlIque intervienen en el CliJeuiode 3 pueden det<o.rminarsecon
m"¥or precisiOn.

A efeetos de tener presente en que C880llla integral 3 resulta independiente del camino vale la pena recordar 188

hipOtesis admitidas por Rice en 8Udedueci6n:

(i) EI material es hipereMstico 0 sea que la energia de deformacion especifica ,p es un potencial a partir del cual
podemos obtener la reiaciOn tensiOn deformacion. IT = M.

(ii) No existen deformaciones iniciales, ni cargas en el dominio, solamente h,,¥ cargas aplicadas en el contomo y 108

bordes de la f1sura estan libres de tensiones.

(iii) La fisura inicial es recta y se propaga en la miama direcciOn.

(iv) La base de referencia (81, 8,) es ortogonal y 81 coincide con la direcciOn de la fisura, como se indica en la figura 1.

En primer termino mostraremos que la integral 3puede ser expresada en forma intnnseca 0 sea independientemente
de la b88e escogida, para ello introducimos en la expresiOn original de Rice \as sigujentes relaciones:

Haciendo uso de la definiciOn de tensor tranepuesto e introduciendo el tensor identidad en el plano I, la integral 3
puede reescribirse como:

3= t,pn. 81dI' - em· (VU)81dI' =81 •i(,pI- VuT IT)ndI'

= 81·t E ndI'

El resultado anterior nOlIpermite dar una del\niei&n mas general de la integral :J, 0 sea que :J es la projeeci6n
sobre la direccion de la fisura del :O.ujodel tensor momento energia a 10 largo de una curva r que rodea el vertice
de lamiama.



Tambien es conveniente destacar que la independencia del camino de la integral .J es consecuencia de la ley de
invariancia a una traslaci6n constante del dominio, que particularizada para !as hipOtesis utilizadas pOl Rice,
conduce a que el tensor momento energia resulte solenoidal 0 sea que su flujo en un contorno cenado que no
contiene singularidades es nulo: f 1: n dl' = 0 (5)

Si alguna de las hipOtesis admitidas por Rice no son satisfeehas el tensor momento energia deja de ser solenoidal
como se muestra en 108 casos a ser tratados mais adelante por ejemplo cuando existen eargas en el domlnio 0
estamos en presencia de deformaciones iniciales.

La ley de invariancia a una traslaciOn constante se mantiene, surgiendo integrales en todo el domlnio, por tanto Ia
integral .J puede ser extendida a las situaciones mencionadas anteriormente con la condici6n de sumar integrales
en el dominio encerrado por la cuzva r esc:ogida para el c:&Iculode .J.

Consideremos el caso de una lamina plana de espe80r uniforme, sometida a estado plano de deformaci6n 0 tensiOn
representada por el domlnio bidimensional (} de contorno 80 y normal exterior n.

Admitamos que no existen eargas en el domlnio (} y que !as Unicas fuerzas externas estan aplieadas en el c:ontorno
80. Supondremos adenuis que el material de la I8mina es hiperelaistico 0 sea que la energia de deformaciOn espedfica
est •• dada por:

lr(U) =L~(t)dO- fan t· U dIm

donde:

U campo de desplazamientos

t fuerza en el contorno 80
e: deformacioo, dada pOl la parte simetriea del gradiente del desplazamiento (e: = V'u)S

Kin· u espacio de funeiones admisibles del funcionallr.

6ll"= {6~dO- { t·6ud8(}=OJn Jsn

Al efeetuar la variaci6n del funcional energia, admitimos que el dominio (} est •• fijo, 10 que posibilita introducir la
operaci6n variaci6n dentro del simbolo integral, variando !os correspondientes integrandos.

A segnir analizaremos c:omovaria la energia potencial de la lamina euando el dominio (} es modifieado una cuantidad
eonoeid&, H&ug [6},Tvoeo {7}.



la region 0 pasa a una nueva posiciOn 0" como indica la figura 2:
n

t

Funeiones escalares y vectoriales en el dominio 0, tales como la energia de deformaeion espeeffica .; e
desplazamientos u, Be transforman cuando pasamos de 0 a 0" en la siguiente forma:

6'; = .;" - .; = 6'; +V tP • 6:z

6u = u" - u = 6u+(Vu)6.,

Los funcionales, energia de deformaciOn U, definido en la regiOn 0 y el trabajo de !as cargas externas Vao, definido
en el contomo 80, Betransforman respeetivamente Begdn las relaeiones:

6U = U" - U = ( 6';dO + ( ';fl' 6:z d80In Jao
6V=V;0-Vsn= ( [6t.u+t.6u+t,(Vu)6.,+(t.u)dilloo6:Z]dOOJao

611' = l6';dO - fan t· 60080 + fan [.;n - (vult] ·6:zdao

- ( [6t. u + (t· u)dilloo6:Z] dOO
1ao

Si particulazizamos la expresi6n anterior para una traslaei6n b = Cte y para fuerzas aplieadas en el contorno que
compaiian la traslaeiOn de 0 en forma rfgida, Betiene:



Recordando que la 18mina esta en equilibrio con las cargas aplicadas (6., = 0 y vn = t en el contomo 80) y que
por ser 6:1: = Gte, la variacion total 6., se reduce a:

6., = 6:1:' f [4>1- (Vu)T vj nd80 = 6:1:' f EndliO
llKl 180

De la condicion de invariancia 6., = 0 y teniendo en cuenta que 6:1: es un vector const8llle arbitrario, resulta:

f EndbO=O180
Como consecuencia de la ley de invariancia a una traslaciOn constante se obtiene que el ftujo del tensor momenta
energia en un contarno cerrado 80 es nulo.

En el C880de l&mina con fisura, como se indica en figura 3, pw:a el contarno cerrado a.o = -fo U f+ U f_U f de
la condicion de nulidad del flujo del tensor momenta energia se sigue que:

el primer sumando del integrando Be anula parque el.ln (,pel' n = 0) y el segundo sumando Be anula porque la
fisura esta libre de tensiones 0 sea vn = 0 (el . (Vu)T vn = 0).

Recordando la definiciOn de la integral :J para el C880particular de l&minas sin cargll8 en el dominio y cuando la
fisura esta libre de tensiones se tiene:

:J =el' f Endro = el' f EndrJr. ir
Concluim08 por tanto que en el Caso analizado por Rice, la integral :J puede ser calculada en cualquier contorno
f que rodea el vertice de la fisura 0 sea resulta independiente del camino r escogido.

Admitiremos a seguir que la l&mina que estamos analizando es sometida a: uD.sistema de cW:gBSb, t que actuan
respectivamente en el dominio y en el contorno:

Si compw:amos con el C880 estudiado en el item anterior, al funcional de energia oorrespondiente, habra que
adicion~ el efecto de 188c~gas en el dominio, resultando:

.,= f 4>dO- f t.udbO- f b.udO10 180 10



Para obtener la variaciOn total del nuevo funcionalft a Una traslaci6n arbitraria 621,indicada en la figura 2, se hace
necesano conocer la variaci6n total de cada uno de los sumandos del segundo miembro de la expresiOn anterior,
Atluri [8], Fancello [9], Cimini [10].

Los dos primeros sumandOll. o sea .la ener~ de deformaci6n U y er trabajo de las cargas en el contomo Vlln fueron
estudiados en el item anterior, portanto centraremClll nuesbaatenci6neneltercer sumando ose&en.el trabajo de
las cargas en el dominio Vo.

Supondremos que las variaciones totales de las cargas 6, t cUBDdotransformamoe el dominio original de 0 a O· son
al igual que 621gobemadas por nosotros

Procediendo en forma similar a cuando analizamos la variaei6n total de la energia de deformacMsnen el iten anterior,
la variaei6n total del trabajo de las eargas en el dominio 6Vn results:

6Vn = 6L 6· tuID = In [6(6. u) + 6 . uditl6z] dO

6Vn = 6L 6· udO = l [66 ·u+6 ·6u + b· (Vu)6z+ b .uditl6zj dO

Si particularizarnos nuestro analisis para el caso de traslaci6n constante 6z = Gte (ditl6z = 0) y admitimos ademas
que la carga de dominio ,ecompana en forma rigida a is traslaci6n 0 -- O· 0 sea 66 = 0, la variacion total del
trabajo de las cargas en Ose reduce a:

6ft = 6U - 6VIIn - 6Vn = 6 I q,dO- 6 It. ud(}{}- 6 lb. udO =1n 1110 10
= 16q,dO- { t·6OO(}{}- {6.6OOO+ { [q,n-VuTtj.6zdlm10 1110 10 }IIO-l b· (Vu)6zdO

6ft = I 6q,dr - It. 6udlm - I 6· 6udO = 0In Jlln 10

Teniendo en cuenta que 6z es un vector constante arbitrario, de la condici6n de invariancia de ft a una traslaciOn
rigid& lie tligue que:



o sea que el f1~0 del tensor momenta energia en un cOntora ter)'ado 00 resulta:

f End80 = f VuTbdO1ao 10
En una lBmina plana que contiene una fisura como ••••indiCa en la figura 4, en presencia de cargas en el dominio,
el resultado anterior nos pennite establecer la expresi6n de la integral :J para este caBO,0 sea:

:J = e\· f EndI'o = e\. f ~ndI' - e\. f (Vu)TbdO1r. 1r 10
= f ,pdZ2 - t . !!!!..dI' - f 11· !!!!..dO
1r OZ\ io OZ\

La expresi6n anterior coincide COD la determinada par Baker [11] mediante formulaci6n local.

En el anaIisis siguiente supondremos que en nuestra lBmina existen deformaciones iniciales conocidas en la totalidad
del dominio O. AdmitirelIlO8 que la energia de defonnaci6n espedfica del material fJ es un potencial que depende
de 1&diferencia entre la deformaci6n total & Y1&defonnaciOn inicial &0. La deformaci6n & es 1&parte simetrica del
gradiente de u(& = VuS) y la deformacl6n &0 es una funcicSnconocida de la posici6n &0 = &o(z).

r= f t/>dO- f t.ud8010 1ao
donde:

t/> = fJ(& - (0) es la energia de deformaci6n especifica.

Para detenninar la variaci6n total de r analizarelIlO8 por ••••parado cada uno de los sumandos del funcional energia
o sea la energia de deformaci6n U y el trabajo de las cargas extemas Vao.

La variaci6n total del trabajo de I. cargas externas 6V80 coincide con los casas presentados anteriormente, sin
embargo no sucede 10 misntO con la variaci6n total de la energla de deformaci6n, puesto que ahora la funci6n t/>
depende de la diferencia entre deformaci6n total y deformaci6n inicial:

6u = 6 10 ¢xl0 = In 6t/>+ ¢xliv6z)dO

Estudiaremos la variaciOn total de 4>(& - (0) separadamente:

6t/>= at/> .6&+ A'" .6&0 =
BE BEo

= ofJ .6& + {}fJ • (V&)6z + OfJ .6&0
0& 0& {}&o



841 841
Vq,·6% = ;;- . (V£)6: + ;;- . (V£0)6%

u£ u£o

641= 841.6£+ 841 .6£0- 841 .(V£0)6%+Vq,.6%
O£ 8£0 8£0

= 641+ /}q, .6£0 - 8q, . (V£0)6%+ Vq,· 6%
8£0 8£0

Introduciendo este result ado en la variaci6n total de la energia de defonnaci6n y aplieando el teorema de la
divergeneia se sigue que:

6U = L [641+ ::, .6£0 - :~ . (V£0)6: + Vq,· 6%+ q,diV6:} dO

= I [641+ !!i.6£0 _ 841 . (V£0)6:] + I q,6z· ndOO
10 O£o 8£0 1ao

Reoordando que la variaci6n total del trabajo de las eargas externas euando 6%= Gte, es dado por:

6Vao = 6 ft. ud80 = f [t. 6u + t . (Vu)6%] dOOJao 1ao

~ I [841 - 841 ]611:= 6,..+ 10 o£o' 6£0 - 8£0 . (V£0)6: dO+

100 [q,6: . n - t· (Vu)6:] dOO

Admitiendo que el equilibrio de la 18mina es aatisfeclto (611'= 0 y ITn = ten 80), se sigue que:

~ 1[041 - 841 ] 1 T )611'= -8.6£0 - ;;- . (V£0)6% dO + (411- Vu IT n· 6%doOo _ ~o 00

Si al traslador el dominio 0 un 6%= Gte no variamos las cargas aplieadas ni la deformaci6n inicial (6£0 = 0) la
energia potencial se eonserva, por tanto:

6" = 6%· r I (411- VuT IT) ndOO - I (V£0)T88q, dO] = 0Vao 1n £0

Thniendo en euenta que 6: es un vector eonstante de direeci6n arbitraria de la invarianeia de " se sigue que:

En forma similar al easo analizado en el iten anterior en que se tienen eargas en el dominio, el tell80r momento
energia deja de ser solenoidal.

IT = 841=0"- tJt/l
8£ 8£0

La invariancia de la energia potencial puede ser expresadaetllasiguiente forma:



Si la lamina contiene una fisura como Bemuestra en 1afigura 41a relaci6n anterior nos permite arribar ala expresi6n
de la integral .J para cuando existen deformaciones inicia1es:

Observese que el problema termo elastico puede Ber tratado como un caso particular, para ello introducimos la
siguiente relaci6n:

'" es el coeficiente de expansi6n termica.

9 incremento de la temperatura.

I tensor identidad en el plano.

Como aplicaci6n del procedimiento propuesto Beestudia fina1mente el caso de un disco hueco que gira a velocidad
constante y que tiene dos fisuras radiales opuestas en la parte interior como indica la figura 5

Adruitimos que la Unica fuerza aplikada en el dominio, es la fuerza de inercia, que para velocidad de giro constante,
coincide con la direcci6n del radio y esta dada por:



EI an81isis de tensiones y deformaciones dd disco fue realizado mediante la aplicaci6n del Metodo de Elementos
Finitos y teniendo en cuenta la 8imetrfa dd problema Beestudi6 una cuarta parte del disco, ver ligura 6, donde Be
nmestra la malla empleada.

Posteriormente se calcu16 numericamente la integral :J para diferentes caminos mediante la utilizaci6n de un
posprocesador implementado en el Sistema SDP que lleva encuenta la presencia de cargas en el dominio [10].

Los valqres del factor de intensidad de tensiones K obtenidos a partir de 108 valoree de :J calculados para 108

diferentes caminos indicados en la figura 7, de un disco con las siguientes caracteristicas



CAMINO Int. Cont. Int. Dominio :r K] Error %
1 33,88 6,78 40,66 2922 -3,01
2 30,62 11,22 41,84 2964 -1,61
3 27,98 14,83 42,81 2998 -0,49
4 27,48 17,67 45,15 3079 2,20

Mura.kami - - - 3013 -

La ley de invanancia a una traslaci6n rigida del dominio permite extender 1&integral :r a C8808no previstos en la
fornmlacion original de Rice, por ejemplo para cargas en el dominio 0 cuando existen deformaciones iniciales como
se muestra en este trabajo.

La variacion de 1&energia potencial en estad08 pianos de deformacion 0 tension originada por la variacion del
dominio puede asociarse aI an8.lisis de sensibilidad aI cambio de forma utilizado en optimizacion estructural. De
esta manera gran parte de las expresiones desarolladas en optimizacion de forma pueden ser aplicadas en mecanica
de fractura para modelar el crecimiento de fisuras.

EI gran atractivo de emplear 1&integral :r conjuntamente con el metodo de elementos finitos en la determinaci6n
de factores de intensidad de tensi6n radica en la posibilidad de obtener el dec.ecimo de energia potencial asociada a
la propagaci6n de una fisura mediante un unico an8.lisis de tensiones acompaiiado de un posterior c8.lculonumerico
de la integral :r.

La utilizaci6n de elementos finitos simples tales como el triangulo de tension constante' usado en el ejemplo
presentado, permite obtener factores de intensidad de tensiones con enores perfectamente aceptables del punto de
vista practico sin necesidad de aproximar con precision 1011campos que intervienen en el c8.lculo de :r en la zona
proxima a la singularidad.

EI presente trabajo fue realizado con apoyo del CNPq - Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tec-
nologico, y de FAPERJ, Funda<;iio de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro.
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