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En ciertos problemas ingenieriles se requiere hallar la soluci6n
numerica de la ecuaci6n de Poisson en un numero reducido de
puntos. En tales situaciones, el Metodo de los Elementos de
Contorno ( MEC ) aparece con ciertas ventajas con respecto a
otras tecnicas tradicionales.
Sin embargo, una efectiva reducci6n del mlmero de grados de
libertad supone la superaci6n de ciertas dificultades inherentes
al metodo.
En el presente trabajo se discuten dos aspectos de este problema.
Uno de ellos es la integral singular que proviene de la soluci6n
fundamental de la ecuaci6n tridimensional dando origen a los
elementos diagonales del sistema de ecuaciones algebraicas. Se
propone una tecnica eficiente que permite la integraci6n numerica
en los bordes de elementos, par aplicaci6n del teorema de la
divergencia.
Asimismo, se define un criterio para una adecuada integraci6n de
los terminos no diagonales, que muestra ser computacionalmente
efectivo y suficientemente preciso.

ABSTRACT
In some engineering problems it is required to find numerical
solutions of Poisson differential equation in a restricted number
of points. In these situations the Boundary Element Method (BEM)
seems advantageous with respect to more traditional techniques
such as Finite Elements or Differences. However, an effective
reduction of the computational effort requires the solution of
a number of difficulties inherent to the methods.
In this work two aspects of the method are addressed. The first
one is the singular integral originated in the fundamental
solution, which gives rise to diagonal terms in the final system
of equations. An efficient technique for numerical integration
on element boundaries is defined, upon transformation by use of
the divergence theorem.
Also, a simple criterion for accurate integration of non-
diagonal terms is defined, which proves computationally efficient
an SUfficiently accurate.
IJlTRQDUCCIOlf
si bien el M~todo de Elementos Finitos esta firmemente
establecido como herramienta de cAlculo enCiencias e Ingenieria,
existen situaciones en que su costo computacional resulta
excesivo en comparaci6n con el volumen de informaci6n util
requerido por el analista.



Ante un requerimiento para determinar el n hot spot n en un
convertidor de potencia, se consider6 la conveniencia de la
utilizaci6n del MEC para abordar dicho problema.
Como un estudio preliminar a la aplicaci6n del MEC al problema
citado, se hace una breve descripci6n del metodo, se plantea la
conveniencia de su utilizaci6n y se proponen soluciones para
superar las dificultades que se presentan.

En principio se deducira la ecuaci6n de partida del metodo para
la ecuaci6n de Poisson. Sea el siguiente problema de valor en la
frontera:

10v2uvdO=!ob(X,Y, Z, u) vdO

si a la (2) se aplica segunda identidad de Green, esta se
convierte en,

Ahora, tomando como ~ una soluci6n fundamental, y llamando ~ a
las derivadas normales, obtenemos:

donde c, = 1 en el interior del dominio,
C,'" 1/2 sabre un contorno suave,

y u* es una soluci6n de la ecuaci6n punta fuente.



Esto conduce a un sistema lineal de ecuaciones algebraicas, cuya
soluci6n son los valores inc6gnitas del problema sobre la
frontera, que pueden corresponder tanto a la funci6n como al
flujo. Debido a esto, el metodo recibe el nombre de Formulaci6n
Mixta.
En este caso, para los valores interiores, hay que aplicar la
ecuaci6n (4) con ~i = 1 en una etapa posterior.

donde • =1: (l-~)1. 2

Y .2=i (1+~)

Como la soluci6n fundamental es funci6n de Ijr, el coeficiente
diagonal de G resulta de una integral singular. Esta integral
debeser calculada con metodos analiticos, semianaliticos 0
integralesnU1ll6rlcas con alto orden de integraci6n. No sucede 10
mismo, co~ veramos, con el termino diagonal de H.



N+L

b=ECXjfj (6)
J-l

Con el mismo tratamiento para el segundo miembro, se arriba a la
ecuaci6n del m~todo Rec1proco Dual (DRM).

N+L

HU-Gq=E cxj (Huj-Gqj) (7)
j-l

(7) Y (8) conducen nuevamente a un sistema de ecuaciones
algebraicas.

Para introducir en la ecuaci6n (1) una condici6n de tercer tipo,
se subdivide la frontera, obteniendo:

CiUi+! Uq*ds=f qu*ds+! hufu*ds-! huu*ds (9)
s ~~ ~ ~

de donde se ve que la contribuci6n de los nodos sobre 53 se
divide entre el primero y el segundo miembro, no modificando
sustancialmente la ecuaci6n. Alternativamente, cuando se tratan
problemas con no linealidades en las propiedades del material,
esta condici6n de contorno se puede resolver iterativamente.
Del mismo modo, la introducci6n de los t~rminos convectivos, como
asi tambien el tratamiento de los transitorios, no ofrece mayores
dificultades te6ricas.
Con el objeto de explorar el alcance de este m~todo se realizaron
programas en dos y tres dimensiones. 5u aplicaci6n a ejemplos
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simples contrastando los resultadospresentan a continuaci6n. con sOluciones analiticas se
En el caso b'd' ,ser calculad~ ::e~:~o~al, el termino diagonal de H no necesita
de los ele~entos de l~~i~~~o ll.~~~E~~Oe~so~~~~iod~e/a sU~ftoria
a la ecua~~~n d~ Laplace un potencial constante. er ap cando
Las espec~f~cac~ones para este programa son las siguientes:

u·=.l:....ln1:.
21t r

f=l +1:.
r

Los terminos diagonales de G
analiticamente, y resultan

G
1
=..1:...(2 -Inl)

41t 2

donde 1 es el largo del elemento.
Integraci6n de la singularidad en 3-D
Para el caso tridimensional se tiene:

U·=_l_
41tr

La integraci6n de la singularidad, ha recibido considerable
atenci6n de investigadores del MEC en los ultimos aflos. Para
elementos constantes y lineales en 2 y 3 di~ensiones, existen
soluciones analiticas. Para elementos mas co~plejos se ha
propuesto un numero de metodos. Asi, Rangoni [2 ], propene
efectuar subdivisiones en partes triangulares. Otra posibilidad,
muy explorada, es hacer trans formaciones de coordenadas de
acuerdo a polinomios prefijados [3-4]. Tambien se han ensayados
diversos esquemas de integraci6n numerica para casos singulares
[5], y expansiones del nucleo en series [6].
sin embargo, existe la posibilidad de efectuar una integraci6n
numerica de gran exactitud'con bajo orden de cuadratura en una
clase muy general de elementos. En efecto, obsllrvese que la
singularidad del tipo l!r"puede expresarse como la divergencia
de un vector. En dos dimensiones, resulta

Oeeste modo, si el elemento es plano.la integral si~gul~r puede
trans.formarse al contor-no del elemento, por apl~cac~6n del
teorema dela divergencia,



f l.ds= f v.!.ds=f rd1 (11)
6). I (,,)8 r Sf!I I

La integral (11) es ahora no singular. En el caso de elementos
triangulares constantes existe soluci6n analitica, que coincide,
naturalmente, con la integral de area de la singularidad. Sin
embargo, es computacionalmente mas conveniente evaluarla en forma
numerica sobre cada lado. El integrando varia suavemente y se
puede obtener buena precisi6n con bajo orden de integraci6n. La
soluci6n exacta, en cambio, requiere un considerable volumen de
calculo. Por otra parte, la transformaci6n (10) es aplicable a
cualquier elemento plano.

En la soluci6n numerica por el MEC la mayor parte del tiempo de
c6mputo se invierte en la construcci6n del sistema de ecuaciones
algebraicas. Esto proviene del alto orden de cuadratura necesario
para ajustar adecuadamente algunos elementos de la matriz.
sin embargo, esta claro que no es necesario en principio usar el
mismo orden de cuadratura en todas la integrales, dependiendo
esto de la forma de variaci6n de la soluci6n fundamental y su
flujo a traves del elemento considerado. Esto a su vez depende
del tamano del elemento y de su distancia al punto fuente. Si
bien la elecci6n de una cuadratura 6ptima para cada integral
puede resultar onerosa, es posible utilizar ventajosamente
criterios para definir s610 dos 6rdenes apropiados de cuadratura.
En efecto, si la variaci6n relativa de r en el elemento es
pequefia bastara con un bajo orden de integraci6n. En caso
contrario se hara necesario integrar con mayor precisi6n.
En el presente trabajo se implement6 un criterio sencillo de
decisi6n con un bajo costo computacional, que compara el tamafio
del elemento con la distancia del centroide al punto fuente.

El tamano 1 se estima como la raiz cuadrada del area elemental,
que se halla disponible previo a la integraci6n. Para valores de
€ menores que cierto limite, se integra con siete puntos de
Gauss. En caso contrario, el elemento se parcela en tres partes
concurrentes en el centroide. El valor limite de € se defini6
empiricamente.
Este esquema se aplic6 a la soluci6n de la ecuaci6n

en un recinto cubico de lado dos centrado en el origen. Este fue
dividido en 48 elementos triangulares constantes, como ilustra



En la tabla 1 se listan los valores nodales obtenidos con un
esquema de integraci6n con 7 puntos de Gauss en todos los
elementos. Se contrasta con la soluci6n analitica y se calcula
el error cuadratico medio.
El mismo problema fue resuelto con el criterio de selecci6n y
parcelamiento propuesto. Con un pequeno incremento del tiempo de
c6mputo se logra una disminuci6n del error cuadratico medio de
un 50%, como ilustra la tabla II.

si bien el Metodo de Elementos de Contorno reduce en principio
las dimensiones del problema global, conduce a matrices llenas
y no simetricas, con 10 cual el costo computacional puede ser
comparable al del Metodo de Elementos Finitos.
El presente trabajo muestra que una efectiva reducci6n del costo
computacional puede obtenerse empleando mallas relativamente
gruesas siempre que se utilice un alto orden de integraci6n en
elementos adecuadamente elegidos, para 10 cual se propuso un
sencillo criterio de selecci6n. La tecnica de subdividir los
elementos para la integraci6n, result6 ser una alternativa
eficiente segUn muestran los resultados.
La transformaci6n de las integrales singulares al contorno de los
elementos, usaridoel teorema de la divergencia, permite efectuar
una integraci6n precisa con cuadraturas de muy bajo orden. El
procedimiento es aplicable a elementos pIanos de lados curvos,
y es ventajoso aun en casos en que existe soluci6n analitica.
Finalmente, la credibilidad del metodo parece apoyarse firmemente
en el ajuste del calculo de la integral singular. De ahi que gran
parte de los esfuerzos de los investigadores del MEC vayan
dirigidos a su resoluci6n en forma analitica 0 semianalitica.
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NODO
1
2
3
4
5
6
7
8

FUNCION
-0.629630
-0.407407
-0.407407
-0.629630
-0.629630
-0.407407
-0.407407
-0.629630

DERIVADA
-1.324427
-1.332456
-1.332453
-1. 324425
-1.324426
-1.332452
-1.332453
-1.324426

SOL.ANALIT
-1.333333
-1. 333333
-1.333333
-1. 333333
-1. 333333
-1.333333
-1.333333
-1. 333333

NODO
49
50
51
52
53
54

FUNCION
-0.241611
-0.167873
-0.241610
-0.167875
-0.082842
-0.167874

SOL. ANALIT
-0.250000
-0.166667
-0.250000
-0.166667
-0.083333
-0.166667

NODO FUNCION DERIVADA SOL.ANALIT
1 -0.629630 -1.328282 -1. 333333
2 -0.407407 -1. 329742 -1. 333333
3 -0.407407 -1. 329746 -1. 333333
4 -0.629630 -1.328282 -1. 333333
5 -0.629630 -1. 328282 -1. 333333
6 -0.407407 -1.329747 -1. 333333
7 -0.407407 -1. 329742 -1.333333
8 -0.629630 -1.328288 -1. 333333

NODO
49
50
51
52
53
54

FUNCION
-0.247087
-0.166942
-0.247085
-0.166943
-0.083418
-0.166943

SOL. ANALIT
-0.250000
-0.166667
-0.250000
-0.166667
-0.083333
-0.166667




