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El flujo hidrodinsmico sobre canalas rectangulares con fondo wmdvil se
describe, para caudales sélidos pequefios, mediante un sistemna
hiperbédlico casilineal. Dos de los autovalores reales de la matriz del
sistema son siempre estrictasente positivoe, y uno es siempre
estrictamente negativo, por lo cual es necesario siempre dar dos
condiciones de contorno en el extremo abierto aguas arriba del tramo y
una en el extremo abierto aguas abajo, y se puede tener transiciém de
régimen sin que la matriz se haga singular. Se modeliza numéricamente
el flujo mediante un wmétodo em diferencias <finitas implicito, se
analiza la transicitn de régimen y se estudian diferentes combinaciones
de condiciones de contormo.

ABSTRACTY

The hydrodynamic flow on rectangular channels with a mobile bed 1is
governed, for small solid discharges, by a quasi-linear hyperbolic
system. Two of the real eigenvalues of the matriz of the system are
always strictly positive, and the other is always strictly negative, so
that two boundary conditions are always necessary at +the upsiream
extreme point, and one at the downstream extreme point, and the matrix
of the system does not become singular at a transition of regime. The
flow is numerically modeled by an implicit (finite-difference wmethod,
the traneition of regime is analysed, and different combinations of
boundary conditions are studied.

INTRODUCCI ON

El flujo no estacionario unidimensional gradualmente variado de aguas
poco profundas sobre superficie 1libre y con fondo fijo (flujo en
canales abiertos, ¢ em rios, considerandoc solamente la coordenada
espacial en el sentido del eje longitudinal del canal o rio) se
modeliza wmediante el sistema de ecuaciones diferenciales hiperbdlicas
casilineales, llamadas ecuaciones de Saint-Venant de la hidraulica
fluvial. Trabajaremos en este articulo con las ecuaciocnee en su forma
simplificada considerando al cauce del rio o canal comc rectangular
prismatico, em cuyo caso la ecuaciones {de aguas poco profundas, segim
la literatura norteamericana) som
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donde x es la variable espacial, x, £ x = x,, ¢t es el tiempo,

u = u(x,t) es la velocidad del agua, h = A{x,t) es la altura desde el
fondo hasta la superficie libre, ¢ = e(x) es la altura del fondo medida

desde un plano fijo de referencia, €, s un coeficiente relacionado com

la resistencia por fricciom, y £ es la aceleracidn de la gravedad. La
deduccién de estas ecuaciomes, que representan conservacién de cantidad
de movimiento y de masa, respectivamente, pueden verse en Stoker ({1].
El coeficiente de resistencia L funciétn de la “aspereza” del lecho,

ests dado, segtn la férmula empirica de Strickler, por

e = A(d_/h)"'

donde A es una constante empirica, y d_es el diimetro wmedio de las
particulas del lecho. Con las comdiciones iniciales

u(x,lo) = uo(x) N h(x,to) = ho(x) (3)

y convenientes condiciones de contormo en los extremos x . Y X éaste es

un problema mixto con condiciones iniciales y de contorno. K1 sistema
(1), (2) se puede eacribir vectorialmente como

ol ow
W’AK-‘

donde w = (u, A), £ = (-gde/dc - c‘ulul/h, 0) ¥y

u [ 4
A =
h "

¥y la hiperbolicidad es equivalente a que los autovalores )‘u de 1la
matriz A sean reales, lo gue se cumple en este casc dado que son

l&z = u¥F v ogh
S8i los autovalores tienenm distinto signo, se dice que el flujo esti: en
régimen subcritico, y es necesario dar una condicién de contormo en
cada extremo abierto del tramo, o sea una aguas arriba (en x‘) y otra

aguas abajo (en x.). Si loe valores tienen igual eigno, es necesario

dar dos condiciones de contorno en el extremo aguas arriba, y se dice
que el régimen de flujo es supercritico. Si uno de los autovalores se
anula, 0 sea la matriz es singular, se tiene reégimen critico.

Dado que las ecuaciones de aguas poco profundas no som resclubles
analiticamente, existen numerosos msétodos numéricos para resolverlas
nuséricamente, especialmente ea el caec subcritico; una amplia
bibliografia de métodos numéricos en modelizacién fluvial puede vearse
en Liggett y Cunge [2]).
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Puede observarse que si el régimen de un flujo cambia de subcritico a
supercritico o al revés, se produce un cambio de las condiciones de
contorno necesarias en cada extremo: pasan de una a dos o de una a
ninguna, o de dos a una, o de ninguna a una. HNaturalmsente, esto
dificulta la modelizaciém concreta de situaciones limites, en las
cuales, de acuerdo a las condiciones de contorno, el régimen puede
pasar de subcritico a supercritico o al revés (régiven +transicional),
pero no se puede calcular a priori si y cuindo se produciri este
fendmeno: no es sencillo tener condiciones de contormo "esperando” para
ser utilizadas.

Si se supone que el fondo del lecho rectangular es mévil, es decir, que
e depende también de t, debido a que 1la corriente puede arrastrar
particulas del fondo, es necesario agregar una ecuacion adicional al
modelo (1), (2): una ecuaciom de conservacién de masa sélida, que seri

d 6 _
H43;-0 (4)

donde ahora G = 6(u,h) es el caudal s6lido por unidad de ancho. Se
necesita ahora tambieén la condiciém inicial adicional

o(x,t,) = e (x) (5)

La ecuaciém de estado para G es empirica, p el fendw de erosion
fluvial no es atGn totalmente comocido desde el punto de vista de los
procesos fisicos. Existen diversas formas de plantear esa ecuacion;
siguiendo a Gradowzyk [3], utilizaremos la férmula de Meyer-Peter vy
Miller, en la cual se considera que a partir de un umbral el caudal
s6lido aumenta monétonamente con la velocidad y decrece wmonédtomamente
con la altura desde el fondo:

6 =x (|t} - -r‘,)"’2 si |r] >«

°
6z0 si jr} =7
donde T es la tensiom de corte dada por la férmula v = po vju], £ es la
densidad del fluido, x es un coeficiente empirico y T, o8 el umbral de
tensién, por debajo del cual no hay movimiento de fondo. Otras férmulas
empiricas introducidas en la literatura pueden verse en Shen [4]; un
estudio conceptual detallado del traneporte de fondo puede verse en
Graf [5]). Escrito en forma vectorial el modelo es ahora

ow
F 13
donde w = (u, A, @), d = (-gc ulu|/h, 0, 0), ¥

Lad
+Bﬁzd (8)

- [ 4 g
B = A u 0
6, 6, 0

La hiperbolicidad del sistema equivale a que los autovalores de B sean
reales y distintos.

El modelo (6), (3), (5) no toma en cuenta la posibilidad de particulas
de fondo que pasan a estar em suspensién, o estaban en suspension y
decaen; en este caso hace falta un modelo wmis complejo, como puede
verse en Gradowczyk y Jacovkis [6).
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ANALISIS DEL MODELO DE FONDO MOVIL

La hiperbolicidad del sistema casilineal (6) se puede verificar
(Gradowczyk [3). Jacovkis [7])) en un entorno del umbral de
erositn/sedimentacion. Es decir, se tiene el siguiente

Teorema 1. Si G es pequefio, el sistema (6) es hiperbdlico.

Demostracién i P(X,6,,6,) = A%-2w'+(u'-gh-g6 )A+a(uWG -NG,) es el
polinomic caracteristico de B, donde 60 y Gh son las derivadas de G

respecto de u y de A, respectivamente, aplicando el tecrema de las
funciones implicitas en un entorno de los tres puntos (X,0,0) en que

P(X,0,0) se anula, se observa que si uztd\ (o sea 8i el régimen no es
critico). se tieme solucidn a la ecuaciém P(A(G,,5,),6,,6,)=0. §i u'zgh

el argusento no vale, pero, analizando los ceroe del polinomio, se
puede encontrar una regidm de satisfaccion de la igualdad.

Es decir, hay un entornc de un segwento de curva ut:ah en el planc
(u,h) en que el sistema (6) es hiperbdlico. Perc vale mds 8i el fondo
se mueve, uGu b4 hGh son no nulos y de distinto signo (si consideramos

que el fluido se desplaza deede la izquierda hacia la derecha, u > 0,

6u >0y Gh < 0) o sea que el término de orden ceroc del polinomio
caracteristico no se anula. Como ese término es igual a ~X‘K’X.. donde

X‘, X:, )\. son las raices del polinomio, tenemos el siguiente teorema

adicional:

Teorema 2: En la regiém de hiperbolicidad, la matriz B no se anula
nunca; hay siempre dos autovaloree positivos y uno negativo.

Como la regiom de hiperbolicidad incluye subregiones de régimen
subcritico y supercritico, eso significa que se puede pasar de régimen
subcritico a supercritico y de reégimen supercritico a subcritico
manteniendo las mismas condiciones de contorno (al menos, en teoria).
No demasiado cerca del régimen critico. un autovalor positivo y uno
negativo son perturbaciones de loe autovalores de las ecuaciones
hidrodindmicas con fondo fijo. y el tercero indica de hecho la
velocidad del transporte de fondo. Mas concretamante: considerando los
autovalores cowo perturbaciones de autovalores para fondo fijo. se
tiene

b :u-ﬂos’
x :u+ﬁ+¢z

A==
] »

donde €, &, £, 8on pequefios y x‘ < 0, A' > 0, A. >0. Emn un entorno

del régimen critico este desarrollo deja de tener sentido, pues u - vgh
as del mismo ordem que €,. En régimen supercritico lejos de la curva

critica, dado que ningtn sutovalor cruza el cero. se temadrs gque los
autovalores se pueden representar por
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A =€
1 1
R:=u-i¢h¢¢z
l'zuow’a+c'

con k‘ negativo y l, y X. positivos. Esta representaciém permite

describir el fendmeno de antidwna, o sea onda de foado hacia atras, que
se puede comprobar empiricamente (ver, por esjemplo, Guy et al [8)).

LAS CONDICIONES DE CONTORNO

La teoria expuesta en el parigrafo anterior indica cuintas oomndiciones
de contorno son necesarias en cada extremo, y muestra la viabilidad de
construccién de un wmodelo transicional, que sirva bajo régimen
subcritico y bajo reégimen supercritico. No indica cudles condiciones
son aceptables fisicamente. Es conocido en modelos hidrodinsémicos que
hay condiciones que pueden provocar situaciones inadmisibles si no se
tiene sumo cuidado; un caso obvio es, en modelos hidrodintmicos con
fondo fijo, dar como condicién de contorno caudal tanto aguas arriba
como aguas abajo: si se realiza uma simulaciém durante un intervaloe
suficientenente prolongado, las condiciones de contorno debem respetar
la ley de conservacion de masa (la entrada no debe ser demasiado
distinta de la salida, para que el cauce no se vacie o se inunde). En
este trabajo se experisentd con algunas coambinaciones posibles de
condiciones de contorno aguas arriba y aguas abajo. Las condiciones
consideradas fueron las siguientes: caudal, velocidad, altura, cota de
fondo y cota desde un plano de referencia. Los experimentos numséricos
que se detallan més adelante indican cusles fueron aceptables y cudles
no para el wmodelo utilizado, que describiremocs someramente a
continuacién.

EL MODELO NUMERICO

Sobre la base del andlisis anterior, se prepard un wmodelo numérico para
expearimentar en régimen transiciomal, y estudiar la factibilidad de las
condiciones de contorno. Dado que no era el objetivo de la
investigacion - en esta etapa - llegar a simulaciones con un alto grado
de precisidmn, se utilizd un método de diferencias finitas implicito de
pPrimer orden muy difundido en modelizacién fluvial con lecho fijo: el
método de Preissmann (ver descripciones detalladas en Liggett y Cunge
[{2) o en el trabajo original de Preis-annn [(9)). Las discretizaciones
del método son las siguientes: si (xi,t } denota un punto genérico de
la discretizacion en diferencias finitas adoptada, ax, = |x,“'-x,‘|,
A" = ™) a aproximacion numérica de una funcion f y de sus
derivadas estan dadas por

1(x,0) ~ ST 2 « (-8, A2
R Ve B YOI
- ST TNk + (1-e)(f]

ied

A
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Se puede probar gque, si el sistema es hiperbdlico lineal con
coeficientes constantes, el método de Preissmann es estable segtn el
criterio de von Neumann para coeficiente de “implicitud” e 2 1/2, y por
extensién se supone que el esquena es estable para sistemas
niperbdlicos casilineales. Normalmente la estabilidad se verifica.

Discretizando el sistema (6) mediante el esquema de Preissmann, se
llega a que es necesario resolver em cada intervalo temporal de cdlcule
an sistema lineal de la forma

n:"'-’"‘ = B:-" +p (1)

donde w™! es el vector de incognitas (tx:“,hf"',of'") en los puntos de

L 3 LY
discretizaciém, BZ"':B:"(A:.‘M) y B;=D:(Ax,At) indican operadores

linealee en diferencias finitas gque reemplazan 'd_orivadu. v es el

vector de valores conocidos em el tiempo actual ¢t , y p es un vector
condcido obtenido a partir de las condiciones de contorno y del término
de resistencia. La rosolgsién del sistema (7) se ve facilitada por el
hecho de que la matriz B tiene una estructura de blogques diagonales

de 6 filas por 3 columnas cada una, con excepciém del primer bloque,
que es de 4 filas por 3 columnas (debido a que hay dos condiciones de
contormo correspondientes a sendas columnasg) y del ultimo, que es de 5
filas por 3 columnas (debido a que hay una condicién de contormo). Como
en los modelos hidrodinamicos con fondo fijo, se usa pivoteo diagonal,
#in que esto origine inestabilidades numéricas en la resoluciém del
sistema lineal. Cada blogue i es de la forma siguiente:

el ves v el et g
‘kuu\ *‘kuhl 4w‘kx!.\ "k\d‘ﬁﬂ"h’hlﬂ“‘kw.\d-‘kiﬂ
donde k=1,2,3 indica cual ecuaciom ((1), (2) o (4)) se discretiza, I
indica que la discretizacidm es en el intervalo entre los puntos x ¥y

Kigr ¥ los coeficientes Am se deben al waétodo numérico usado. El

S
blogne i estd conectado com el blogque i+1 pues las columnas

correspondientes a las incédgmitas u:'::. h:: y 0:: tienen elementos no

nulos de ambos bloques. Si el tramo de cauce con fondo mdvil esta

discretizado en los puntos i=0,1,...,N+1, el primer bloque es de 1la
forma
et et L S
An.xﬁdb‘u‘ +4 h‘ *‘m’: "‘kov

donde x indica una de las incognitas en el punto 1 no dada como
condicién de contormo aguas arridba, vy ‘io: Yy A;‘o, dependen de las

condiciones de contorno aguas arriba utilizadas. Anslogamente, el
Gltimo (M+l-simo) bloque ez de la forma
A m*‘ hm wed

resag Ve - +4 ., +4; x'*l' xtzd'

doudex' y x, indican dos incogmitas no dadas como condiciéon de

contorno aguas abajo y d;,“, 4,"- y A;’" dependen de la condiciéon de
contorno aguas abajo utilizada. E1 autor desarrolls este modelo para la
simulaciom de la erosiétm de los canales de derivacién de las represas
proyectadas por Hidronor em Pichi Pictn Leufu y Michihuao, sobre el rio
Limay (ver EGASAT [10]) y lo amplié posteriormente para tener en cuenta
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1a transicién de régimen (Jacovkis [11)). En este Gltimo trabajo las
ecuaciones estin desarrolladas extensamente.

Cabe obervar que como todo esquema en diferencias finitas, el método de
Preisspann suaviza las discomtinuidades producidas por ondas de choque;
por tal motivo, este método mo sirve (ni en modelos hidrodindmicos con
fondo fijo ni en modelos con fondo movil) para aproximar con detalls,
por ejemplo, rotura brusca de diques, que probablemente es el casc wnis
importante en hidréulica de necesidad de seguimiento preciso de ondas
de choque.

EXPERI MENTOS NUMERICOS

Los experimentos numéricos consistieron en llegar de un eastado en
régimen subcritico a otro en régimen supercritico bajo distintas
condiciones de comtorno. De acuerde a la teoria anteriormsente
desarrollada, deberia ser factible la +transicidm con condiciones de
contorno adecuadas.

El modelo considerado comsiste en un tramo de 1100 =, discretizado en
12 puntos a 100 m de distancia cada uno del siguiente; cada seccion
transversal es rectangular de ancho unitario, y el umbral de tensiém de

corte es de 0,465 Rg/-’. El peso especifico del material so6lido es de

2,65 ton/-', la porosidad del material es de 0,8 y el dismetro medio de
las particulas del fondo es de 0,6 mm. Se tom® x = 25,30 y A = 00,0222
siguiendo la bibliografia ya wencionada.

En las corridas en que se partié¢ de régimen subcritico se tomaron cowmo
condiciones iniciales 0,1 » de altura “desde el fondo y 0,1 m/s de
velocidad para todas las secciones transversales. La cota de fondo
corresponde a una pendiente constante de 1 en 10000.

Las posibles combinaciones de las 5 condiciones de contormo analizadas
aguas arriba y aguas abajo son 50 (combinaciones de 5 tomadas de a 2
arriba por 5 abajo). De estas se consideraron. para las condiciones
iniciales antes descriptas, las dadas en la Tabla I siguiente:

Tabla 1
Ensayo Condiciones Condicién Ensayo Condiciones Condicién
aguas arriba aguas abajo aguas arriba aguas abajo
1 3 1 5 10 5 3 2
2 3 1 1 11 3 2 1
3 3 1 3 12 2 1 1
4 3 1 4 13 5 2 2
5 2 1 2 14 5 2 1
6 3 2 2 15 4 1 3
7 4 1 2 16 4 1 4
8 5 1 2 17 4 2 2
9 3 1 2 18 4 3 2

Los cddigoe son: 1l:cota de fondo; 2:altura desde fondo; 3:velocidad;
4:caudal; 5:cota de superficie libre desde plano fijo.

Cada simulacion consistico en llegar primero a una sitaacién
estacionaria subcritica, y a partir de alli modificar las condiciones
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de contorno de tal modo de llegar finalwmente a un régimen supercritico.
Para asegurar el éxito fue necesario comsiderar un tiempo de simulacién
prolongado (600 dias); como intervalo temporal de calculo se tom® un
dia o, en algunos casos, 6 horas.

Los resultados obtenidos fueronm los siguientes: las corridas 1 y 5 se
mantienen subcritica durante toda la simulacidon; las corridas 2, 4, 12,
14, fracasaron de entrada; las corridas 4, 6, 8, 10, 11, 13, 16, 17 ¥y
18 se inestabilizaron; las demss (3, 7, 9, 15) tienen transicién de
régiwen. La tabla Il de la corrida 7 indica evoluciém de algunas
variables en el punto 6.

Tabla IX

Transicién de régimen subcritico a supercritico en el m -}

Dia Altura Yelocidad Cn:.l(h). fondo
n

(m) (n/8) (dmd/s)

0 0,10 0,10 9,95 0,00

50 0,23 0,30 9,95 0,00
100 0,37 0,38 9,95 0,00
150 0,22 0,40 9,95 0,00
200 0,22 0,37 9,95 0,00
250 0,25 0,44 9,95 0,00
300 0,18 0,87 9,95 0,00
350 0,12 1,41 8,24 0,13
400 0,11 1,58 6,21 0,30
450 0,11 1,78 4,63 0,54
500 0,11 1,96 3,16 0,88
550 0,10 2,10 1,85 1,23
600 0,10 2,29 0,14 1,76

Es interesante analizar por gqué motivos no se tuvo éxito en la
transicién en diversas corridas. E]l modeloc no aceptd que cota de fondo
fuera una condicién de contorno tanto aguas arriba como aguas abajo
(corridaes 2 y 12) pues en algun sentide no se suminiatra suficiente
informacion distinta al modelo, y por el contrario hay informaciom
redundante: dado gque hay un  desacople entre las ecuaciones
hidrodinsmicas y la de onda de fondo, debido a los diferentes ordenes
de magnitud de las respectivas velocidades, no puede haber mis de una
condicién de contormo con cota de fondo. Indirectamente, eso wmismo
sucede con las corridas 8 y 14. Por la visma razém debe haber por lo
menos una comndicidn de contormo con cota de fondo; por ese wmotivo
fracasaron las corridas 6, 10, 13, 17 y 18. En las corridas 1 y 5 no se
puede suministrar al modelo condiciones de contorno que aseguren la
transiciém. Para las demés corridas en que no se produjo transicidm (4,
11 y 18) es necesario un estudio mie detallado, que estis en ejecucioén,
para determinar si las condiciones de contorno som inadmisibles en
general, y, en tal caso, por queé.

Se incluyd entre los experimentoe un caso inverso, es decir, una
situacién de partida en reégimen supercritico que se lleva en el wmismo
Plazo a un régimen subcritico. Las condiciones de contorno tonmadas
fueron caudal y cota de fondo aguas arriba y altura desde fondo aguas
abajo. Las condiciones inicialee fueron las finalee de la corrida 7. La
tabla II1 ijlustra este experimento.




Tabla IXI
Transicién de régimen supercritico a subcritico en el punto 6
Dia Altura Yalocidad Cota da fondo Caudal
(m) (n/8) (m) (dm3/s)

0 0,10 2,29 0,14 . 1,76

50 0,12 2,03 2,46 0,98
100 0,14 1,73 5,60 0,41
150 0,16 1,54 7,06 0,19
200 0,17 1,43 7,76 0,10
250 0,18 1,36 8,13 0,05
300 0,18 1,31 8,35 0,03
350 0,19 1,28 8,48 0,02
400 0,19 1,28 8,57 0,01
450 0,19 1,25 8,63 0,01
500 0,19 1,24 8,87 0,01
550 0,20 1,23 8,70 0,00
600 0,20 1,22 8,73 0,00

Dado que en las corridas en gque se llegd a la transiciém la cota de
fondo del extremoc aguas arriba mo varia, puede constatarse en las
corridas de transicion de subcritico a supercritico que la erositm
aumenta con la velocidad, y por comsiguiente la pendiente de fomdo
aumenta notoriamente (para la corrida 7 la cota de fondo final en el
extremo aguas abajo es de -12,96 m, o sea la pendiente final wmedia es
de casi 2,1 %). Fentmeno analogo pero inverso se obeerva en la crecida
de transicidn de régimen supercritico a subcritico: la cota de fondo
final aguas abajo es de 6,86 m, © sea la dissinucion de velocidad
provoca una paulatina sedimentaciém que reduce la pendiente media a
0,285 x .

CONCLLUST ONES

Se ha probado, y verificado numéricamente, que en el modelo
hidrodinadmico con fondo mé¢vil, eligiendo razonablemente las condiciones
de contorno, se puede modelizar transiciones de régimen sin necesidad
de modelos diseflados especialmente. No se ha wsencionado los detalles
computacionales referidos al tratamiento de las condiciones de
contorno, que no son triviales; una descripcitén completa se esta
preparando (Jacovkis {11]). Tambiém estia en desarrollo la introduccidn
de nuevas condiciones de contorno (caudal s¢lido, relaciones
funcionales entre las variables), el anidlisis de propagaciton de dunas y
antidunas, y los limites de validez del modelo de acuerdo a la posible
inestabilidad fisica, tal como se indica en Gradouwczyk {3). Otra linea
de investigaciém importante es el de anidlisis de ondas de choque con
fondo movil ("derrumbe” de dunas). Pero para ello es necesario un
nodelo de seguimiento de ondas de choque, posiblemente de tipo Godunov
(ver Harten [12]).
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