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RESUMO

Este trabalho spresenta uma tecnica para a renumeracao
automatica dos nos de ums estrutura, otimizando o tempo de
processanento e permitindo a introdugao dos dados da forma Rais
conveniente ao usuario. Inicialmente sao apresentados breves
comentarios sobre os mais conhecidos e eficientes processos de
renuneracio ji desenvolvidos. Ex seguida, o trabalho mostra
alguns detalhes a respeito de dois desses processos : a
estrategia Cuthill-Mckee ¢ a estrategia R.Collins. Logo apos e
apresentado um novo procedimento, desenvolvendo~se uma serie de
exexplos comparativos.

ABSTRACT

This work shows a technique for avtomatic nodeal
renumbering to reach computation time ctimization and to sllow a
data entry in most convenient form for practical users. At first,
it gives a brief description about known and efficient
renunbering processes. Then, the Cuthill-¥cKee and R. Collins

. strategies are discussed. In addition, the work presents an
alternative strategy, with a series of comparative examples.
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INTRODUCXO

Existe um grande nimers de procedirentos para a ninimizacio da
banda de uma wpatriz de rigidez. Inicialmente a paioria dos
pesquisadores que preocuparam-se com esse assunto propuseram processos
que trabalhavam diretamente ns matriz, realizando perrutacoes de linhas
e colunas. As referencias {13, (2], [3] e [4¢] sao trabalhos
representativos dessa fase.

Entretanto, apos um trabalho pioneiro de Cuthill e McKee [5],
o desenvolvimento do tema deu-se por procedimentos baseados na teoria
dos grafos. Isso porque realizar permutacoes de linhas e colunas de uma
matriz, corresponde & renumerar os vertices de ue grafo. Desse prodo, o
desenvolvimento dos processos de nininizacio passou a ter uma basge
teorica mais consistente, a teoria dos grafos, ac nmesmo tempo que
algoritmos mais eficientes foram gerados. Como exenplos desse
desenvolvimento tem-se as referencias [8), [7)., (8], {(8) e [18]. Neste
trabalho em especial, guando se menciona a mininizagao de bands de uma

matriz, se esta pensando em processos baseados na teoria dos grafos.

A ESTRATEGIA CUTHILL-MCKEE

Esta cstratézia de lini-izacio aparece originalmente concebida
en [513. Posteriormente sofreu algumas alteragoes, visando
especificamente 2 minimizacao de perfis, (7). Talvez seja a estrategia
de minimizacao mais utilizada e testada desde que esses algoritmos
passaraa a ser desenvolvidos.

A estrategia de Cuthill-Mckee basea-se na teoria dos grafos.
Ex poucas palavras, consiste ex determinar uma certs quantidade de nos
que tenham boas condigoes de tornsrem-se sementes de esquemas de
nuneracio eficientes. Logo exr seguida esses esquenss s30 gerados e o
melhor dentre eles, seja para a outengcac da banda rinima ou perfil
ninime, wtilizado para s definicao dos numeros das equacgoes,

Na presente estrategis, os nos a seree usados como sementes
s30 aqueles Que possuen a menor quantidade de nos da estrutura a igual
distancia. Isso quer dizer que s30 0s nos de extremidades da estrutura,
ou observando-se o grafo correspondente, sos vertices de extrenidade .
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Tomando-se © exemple da figura 1 a), pode-ss definir como grafo
correspondente ¢ apresentado ns figurs 1 b).
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a) Estrutura b) Grafo

Figura 1 - Estrutura Exemplo e Grafo Correspondente

Atraves da obsorvacio desse grafo, onde cada vertice ¢ um Bo
da estruturs, pode-se definir a distancia entre dois nos como sendo o
menor numero de segmentos entre vertices que ligam esses dois nos, ou
os vertices correspondentes a esses nos. No caso a distancia entre os
nos 4 ¢ 7 e tres, pois tres ¢ © menor numero de segaentos a serea
percorridos para ir-se do no, ou vertice, 4 ao no, ou vertice, 7. Assim
sendo, o8 nos que terio o Benor numero de nos a mesma distancia serao
o8 que se posicionam nas extremidades, no caso 3 e 7. Portanto, na
sitnncio considerada, as sementes para o esgQuenss 4a seream gerados
serac os dois nos mencionados.

A geracao dos esquemas de renumeracic de mos da estruturs, oz

. vertices do grafo, e basi te = pars gualguer slgoritmo dexse
tipo. Trata-se de, adotado o no ou vertice de partida, fazer oma
numerag¢fo em sequencia, de um N0 Psrs as sua conexoes imediatas, ate
que todos os nos estejsm numnerados. No cas0 da estrategia
Cuthill-NHckee, a scqu&ncil de conexces pars um determinado no ¢ montada
seguindo uma certa hierarguia : inicialmente saoc considerados os nos de
menor grau de conexsc, OuU seja, OS [OS QUS tem mBenor numero de
ligagoes.

Considerando-se ainda o exesplo da figura 1, pode-se tentar
explicar o algoritme de geracio mostrando-se OS esquesas obtidos
atraves da considorac‘o das senentes 3 o 7. Bo caso, esses esguesas sao
apresentados na figura 2, a) paras o no 3 ¢e b) pars o no 7. Em smbos os
casos a maior diferenca entre dois nos conectados foi de tres. Assis
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sendo, gualguer dos dois esquemas pode ser utilizado para a renuseracgac
dos nos da estrutura. Sobre esse esquena definido e que se daria a
numerscao das equagoes do problema.

O°6°0

a) Semente 3 b) Semente 7

Pigura 2 - Esquemas de Renumeracao Cuthill-NcKee

0 primeiro ponto negativo dessa estratézia de nininizac;o e o
grande trabalho computacional envolvido na deterlinlgio das sexentes.
Paras gue essa escolhs seja realizada, ¢ necessario que pars cads no da
estrutura seja calculads & distancia a todos os outros nos. A partir
dai e gque se pode definir o maximo numerc de nos s igual distancia,
sendo esse dado utilizado para a sele¢soc do no, ou dos nos, que possuen
0 menor numero de nos a igual distancia. Esses nos e que serao

arsazenados como as sementes dos esquenas a serem gerados.

Outro ponto negativo e que para cada seiente e feita uma
renumeracac completa de todos os nos da estrutura. Apés a geracao de
todos esses esguepas e que sera escolhido o que pelhor se adapta =ao
objetivo de gerar-se uma pequena banda na matriz de rigidez. Existem
problemas para os quais podem ser selecionadas um grande numero de
senentes, causando umr excessivo tempo de processamento.

Essas deficiencias foram percebidas por alguns pesguisadores,
que propuseram caminhos alternativos. Um exemplo disso ¢ o trabalho de
Gibbs, Poole e Stockmeyer [18]. Entretanto, mesmo que © tesmpo de
pProcessamento seja significativamente reduzide, senpre existe [
possibilidade de uma falha na deterninac‘o das sementes, principalmente
quando ss0 consideradas algumas situagoes muito particulares. Desse
rodo, podem ser gerados esquemas gue se afasten da bands =minima,

tornadeo-se o algoritmo pouco eficiente
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ESTRATEGIA R. COLLINS

. A presente estratsgia encontra-se explicada com msiores
detalhes em [8). O procedimento de trabalho e extremamente simples.
Trata-se de iniciar a renuleracio dos nos tomando como semente cada no
da estrutura. Entretanto, essas renumeragoes podem nao chegar ao final
pois o algoritmo prcvi o calculo da diferengas nodal obtida passoc =
passo. Caso tenha sido obtida umaz diferengs maior que a maior diferenga
de uma ronunerac;o ji pronta, 0 esguenmna ° abandonado, passando-se a unms
outra semente.

Como pode-se perceber, a ssguranga do processo ® bastante
grande pois ao passar por todos os nos da estrutura, gerando esguemas
de renuneragio para cada um deles, o algoritmo garante a obteng;o de um
esquexna de banda nini-a, ol pelo menos muito préxina da minima. Jz o
tempc de processamento, que a primeira vista deveria ser muito grande,
revela-se bon en conpnracio com os obtidos por outros processos
derivados da estrategia Cuthill-Hckee. Isso porgue aguelas estrategias
derandas um grande trabslho computacional para determinar as sementes,
enquanto © presente algoritmc passa inediatamente a gerar esguemas sem
essa preocupagao. Alem disso, o codigo necessario a implementagio do
algoritmo fica sensivelmente reduzido em relacaoc a0 procedimento
Cuthill-McKee.

Para mostrar-se o procedimento daz presente estratégia na
:erncio de esgueras de renunerncio. vai-se tomar a mesma estrutura ji
considerada no metodo anterior. Conforme foi mencionado, o slgoritmo
inicia renunetac&es para todos os nos da estrutura. Essas renunerachs
tanben seguen o procedimento basico ji mencionado para o caso anterior.
Adotado o no de partida os novos numeros sao colocados enm seqguencia
para as conexdes do noc que se considera. Entretanto, a0 contrario da
estrategia Cuthill-Nckee, nao existe umas hierarquia entre as conexdes
do no, sendo a nn-eracio realizada pela ordez em gue elas vao
naturalmente aparecendo.

Tomando-se o exemplo mencionsdo, pars o no numeroc 1 o esguema
de renumeragao seria completado, obtendo-se o resultado sostrado na
figura 3 a). A mnaxima diferenca entre numero de nos obtida para esse
esquema seria DIF = 5. Para o no 2, © esquema seria absndonadc na

situsc¢io mostrads pela figura 3 b), a0 ser obtida tambes uma diferencga




de 5. Ja para o no 3, © esquems chegaria 0 final da renumeracao,
obtendo-se DIF = 4, conforme mostra-se em 3 c). A partir dai, todos os
esqQuemas seriam abandonados antes de serem completados pois as
diferengas obtidas iguslam ou ultrapassam o valor 4. Para um perfeito
entendimento da questao os esguens parcialmente gerados para os nos 4,
S, 6, 7, 8 ¢ 9 tanbes encontram-se na figura 3, letras d), e), £), &),
h) » i), respectivamente.

g) Semente 7 h) Semente 8 i) Semente 9

Figura 3 - Esquenas de Renumerscso R. Collins

Un ponto negativo da presente estrategis de renumeracao € o
fato das conexoes de um determinado no seres consideradas sua ordem
natural. Essa ordem obtids depende da numeragao dos clementos que
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interligas os nos e portanto e aleatoria. Assim sendo, © caminho de
rcnunoracso pode ser prejudicado, resultando em uma banda maior do que
a que poderia ser obtida sme as conexoes fosses consideradas de acordo
com algum procedimento logico defensavel.

ESTRATEGIA PROPOSTA POR ESTE TRABALHO

A partir da constatagao da deficiencia mencionada no itea
anterior, pode-se sugerir um procedimento ulternitivo. Trata-se de uma
recrganizacio das conexoes nodais, colocando-as em ordem crescente de
grau. Assim sendo, inicialmente serao numerados os nos que poszsuen
graus mais baixos, ou sejs, que possuem um menor numero de conexoes.
Es=a providencia e importante para melhorar o caminho da renumeracao,
tornando-o mais 16¢ico e livre de condigoes aleatorias indesejaveis.

£ relativamente simples Jjustificar esse procedimento se
coﬁsiderar—se Que o grau de uam no indica o numero de nos que se ligam a
ele. Portanto, em gqualgquer etaps do processo, serao inicialmente
atribuidos nameros aos nos que se sncontram nas extremidsedes do grafo.
Assin sendo e provavel gue a renusferacao caminhe de uma forma mais
consistente com a propria teoria sdotada, resultando em menores walcores
para a banda.

CoMPARACKO DE RESULTADOS

Da leitura critica da vasta bibliografia existente sobre o
assunto de lininizlcio da banda de uma matriz de rigidez, realmente
pareceu gque os dois metodos aqui apresentados podem ser considerados
melhores. Nesse caso, a tvnlilc;o deve envolver paranetros como
simplicidade, eficiencia e tambem a seguranca de gque o processo nso

apresente resultados absurdos para determinados problemas especificos.

Assim sendo, foram testados os algoritmos mencionados pars umas
variada gama de problemas existentes. Nesses testes foram controlados o
tempo de processamento & a maxima diferengca nodal obtids nc processo.
Nao comparou-se diretamente a banda da matriz pois essa grandeza
depende de alguns fatores gue extrapolam » atuacac dos iini-izndoret.
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Os resultados obtidos estao organizados na tabela 2.8. Sao 23
estruturas bastantes varisdas (elementos cox dois, tres e guatro nés.
considetacio de disfragnas ri‘ido:. etc), que devem produzir um
universo de analise bastante significativo. Nessa tabela sa20
aprosentados :@: o numero de nos do problema (Nés); s maxima diferenca
entre nos conectados antes da atuagao do minimizador (Dif Orig); e para
os tres processos testados, s diferenca conseguida (Dif) e o tempo de
execnc;o en minutos ¢ segundos (Terpo). Resta ressaltar gue “Cuthill”
indica a estrategia Cuthill-McKee."Collins 1" o salgoritmo original
desenvolvido por BR. Collins. Ja “Collins 2" indica o algoritmo de

Collins, porea com as modificacoes propostas por este trabalho.

e e e e e A e o e i 2 e e e .-
Est Nos Dif Cuthill Collins 1 Collins 2
Orig Dif Tenpo Dif Tempo Dif Tempo

1 48 37 33 e .03 38 92:81 33 20:01

2 44 41 37 20:83 40 22 :081 37 20:01

3 kY 15 11 P2:01 14 g22:21 11 80:01

4 42 39 31 80 :01 32 go:81 38 22:81

S 998 87 82 9Q:24 86 20 :86 82 82:87

8 58 S3 48 22 : 07 52 20:02 48 p8:82

7 379 116 20 20:24 21 22:17 29 82:16

8 379 385 24 99:29 24 20:20 24 20:28

] 413 386 27 88:37 27 2e:286 27 92:28

18 483 440 22 90:38 23 2@:28 22 88:25
11 515 438 28 28:57 32 B2 :45 28 02:44
12 548 507 32 28:58 33 22:43 32 P2 :44
13 577 391 28 20:53 28 20:39 28 20:39
14 592 501 26 #1:35 27 PO:41 26 98:42
15 896 524 37 91:58 37 91:18 37 91:18
18 728 622 32 21:29 32 91:62 32 81:82
17 753 858 23 82:07 22 81:17 22 21:20
18 833 728 40 82:48 39 82:11 39 22:88
19 1884 908 44 #3.28 44 92:31 44 82:29
208 1115 1103 45 83:45 48 82:43 45 02:40
21 1172 1123 44 83:51 48 82:45 44 22:48
22 1178 852 43 04 :46 46 92:48 43 82:35
23 1258 1078 54 B85:58 54 94:85 53 84:18
Soma total 811 37:17 840 25:87 8a7 24:57

tabela 2.8
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Pela observ;cio dos resultados pode-se concluir que a
diferenca de nos obtida com os tres processos apresenta poucas
variacoes. Entretanto, a estrategia “Collins 2" apresentou em todos os
sxemplos processados a menor diferenga, ora igualando-se a “Cuthill* ,
na maior parte das vezes, ora igualando-se a "Collins 1, apenas duas
vezes, ou mesmo consefuindo um valor inferior as duas, tambem duas

vezes.

Quanto ac tempo de processamento, os valores verificados para
“Collins 1" & "Collins 2" praticamente se equivalem. Entretanto, guando
comparam-se esses valores comr o8 obtidos para “Cothill"” verifica-se que
a vantagem conseguida pelos primeiros e bastante significativa,
situando-se em torno de 33 X.

COXCLUSOES

Pelos resultados obtidos pode-se concluir que © processoc de
ranunerac;o obtido atende aos requisitos basicos de um procedimento
desse tipo : seguranga, simplicidade e eficiencia. Seguranga porgque em
nenhuxa hipotese o resultado afasta-se da banda ninima. Simplicidade
porque nao se necessita de nenhum procedimento compiexc e de dificil
programacso. Eficiencisa porgue os resultados sac realmente muito bons,
ex especial quando comparados aos obtidaes por procedimentos ja
desenvolvidos.
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