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Este trabalho apresenta uaa tecnica pars a renuaera9ao
autoeatica dos nos de uaa estrutura. otiaizando 0 tempo de
processaaento e peraitindo a introdu9&o dos dados da foraa aais
eonveniente ao usuario. InieialDente sao apresentados breyes
eomentarios sobre os eais conbecidos e ericient.~ processos de
renUDer&9aO ja desenvolvidos. Ea secuids. 0 trabalho aostra
al,uns detalhes a respeito de dois d..... proeessos a
estrate'ia Cuthill-Hckee e a estrate'ia i.Collin.. Lo,o apos •
apresentado um novo procedisento. desenvol••ndo-se aDa serie de
exeaplos coaparatiwos.

This work shows a technique for autosatic nodal
renuaberinc to reach coaputation tia. otiaization and to allow a
data entry in Dost convenient fora for practical asers. At first.
it ,ives a brief description about known and efficient
renuDberin, processes. Then. tbe Cutbill-Kc~ee and l. Collin.
strate,ies are discussed. In additioa. the vork presents an
alternati.e strate,y•• ith a series .f eoaparati.e e~&apl••.



Existe ua ,rande nuaero de proeedimentos para a ainimiza9&0 da
handa de uma matriz de ri,idez. Inieialaent. • aaioria dos
pesquisador•• Que preoeupar••-.e eoa e.se assunto propus.r.. proeessos
Que trabalhavaa diretamente na aatriz. r.alizando permuta90e. de linhas
e coluna5. As referencia. (1). (2). (3) e (4) aao trabalhos
representativos dessa f•••.

Entretanto. apos ua tr.balho pioneiro de Cuthill e HeKee (5),

o desenvolviaento do tema deu-se por procedimentos baseados na teoria
dos ,rafos. Iaso porQue realLzar permuta90es de linhas e colun•• de uma
.atriz. corresponde • renumersr os vertices de um ,rafo. Desse modo. 0

desenvolvi.eDto dos proces5os de ainimiza9ao passou • ter um. b.se
tearie. aais consistente. a teoria dos ,rafos. ao mesmo tempo Que
al,orit.os aai. eficiente. foras gerados. Como exemplos desse
desenvolvi.ento te.-se as referencias (6). (7). (8). (9) e (10). Neste
trabalho e. especial. quando se .enciona a aini.iza9&0 de banda de uma
.atriz. se est. pensando ea prOC~5SOS baseados na teoria dos ,rafos.

Esta estrate'ia de .ini.iz&9&0 aparece originalaente concebida
ea (5). Posteriorllente sofreu al,ullas altera90es. visando
especificaaente a aini.iz&9&0 de perfi5. (7). 1alvez seja a estrate,ia
de lIini8iza9aolIaisutilizada e testada desde que esses algoritmos
passaras a ser desenvolvidos.

A estrate'ia de Cuthill-Hckee basea-se na teoria dos ,rafos.
Ellpouea. palavras. consiste ea determinar uaa certa Quantidade de nos
Que tenhaa boas condi90es de tornarell-se sementes de esquemas de
nUllera9&oefieientes. Lo,o ea seeuida esses esquemas sao ,erados e 0

lIelbordentre eles. seja para a outen9ao da banda minima ou perfil
lIinimo.utilizado para a defini9&0 dos numeros das equa90es.

Ma presente estrate'ia, os nos a .erea usados como seDentes
sao aqueles que possuella menor Quantidade de nas da estrutura a iaual
distaucia. Ia.o quer dizer Que sao os nos de extreaidades da estrutura..
ou obse.rvanoo-ae0 ,rafo corr-.pondente. aos vertices de extreaidade.



Toaando-se 0 exellplo da filUra 1 a), pod__ defiDir _ .rato
correspondente 0 apresantado na tieurs 1 b).

Atrave. da observa9ao desse erato, anda cada vertice e - DO

da estrutura. pode-n datinir a distancia antra dois nos cOIIO sendo 0

_nor nUllerode sepentos entre vertic_ que l~_ esses dois DOS. -as vertices correspondent.e.a esae. ne.. Itoca.o a distancia antre os
nos' e 7 e tr.s. pois tres • 0 lienor na.ero de ••••entos a ser••
percorridos para ir-se do DO. ou .•••rtioe. 4 IICDO, au vertico. 7. Assill
sendo. os nos que ter80 0 _or DUllerode DOS a _saa dinecia serllC
os que .e posicioa_ na. eJrt.r_idadas.no caso 3 • 7. Port.anto. na
situaORo considerada. as •••entes para os 8Sque... a ••r.. earadas
.arao os dois nos aeGeionados.

A eera980 dos .squ__ de renuaera9io da aos da estrut.ura. 011

"'rtices do crafo. e basic-ente a ••••• para qualquer a~critao d••••
tipo. Trata-se de. adotado 0 no ou vertic. d. partida. lazer u.a
nua.raoio s. sequencia. de aa no para as saa eonesoea iaediatas. ate
que todo. os nos estoj_ nu.eradOB. 10 caso da _trate.ia
Cuthill-Kckes. a sequencia de eonexoe. para QB daterainado no • aoatada
saCuindo uaa certa hi.rarquia : inieial.ente s80 cODsideradOB o. nos de
.enor Ifraude CODeUO. ou seja. o. 1l0S 900 t_ _nor n_ro de
lica908S.

Considerando-se aiDda 0 axeaplc da l~ra 1. pode-sa teatar
explicar 0 alcoritao de .era9io .ostrando-se os .squ.aas obtidas
atraves da consider~ d•• sellent•• 3 a ,. 10 C.SO, •••• s .aqu•••• sso
apr••entadOB aa f~ura 2. a} para 0 ftO , • b) para 0 ao 7. is aaboa os
casos a aaior diferen~a errtredois nOs coneetados foi d. tr.s. lasia



sendo. qualquer dos dois esquemas pod. s.r atilizado para a renu.era9.O
dos nos da estrutura. Sabre esse esquaa. definido • que .e daria a
num.ra9ao da. eqUa90eS do proble.a.

o primeiro ponto negativo dessa astrate.ia de aini.iza9&0 e 0
arande trabalho computacional envolvido na deteraina9&0 das sementes.
Para que essa eacolha seja realizada, e necessaria que para cada no da
eatrutura aeja calculada a dista~~ia a todos os outros nos. A partir
da! e que se pode definir 0 maximo numero da nos a iiUal distancia,
sendo ease dado utilizado para a sele9ao do no, au dos nos, que possuea
o aenor numero de nos a iaual distancia. Esses DOS e que serao
ara.zenados como as sementas das eSQuemas a sere. aerados.

Outro ponto negativo e Que para cada semente e feit. uma
renuaera9ao cODpleta de todos as nos da estrutura. Apos • gera9aO de
toaoa esses eSQueaas • Que sera escolhido a Que aelhor se adapta ao
objetivo de aerar-se UDa peQuena banda na aatriz de ri.idez. Existea
probleDas para as quais pode. ser selecionadas ua .rande nuaero de
seaentes, causando u. excessivo teDpo de processaaento.

E.sas deficiencias foraa percebidas por aliUns pesquisadoras,
que propusera. caminbos alternativos. Ua exemplo disso • 0 trabalho de
Gibbs, Poole. Stock.eyer [10J. Entretanto, aeSDO que 0 teapo de
processamento seja significativaDante reduzido, sempre exists a
possibilidad. de uaa falha Da deteraina9ao da. ssaentea, principalmante
quando sao consideradas algumas situa90es auito particularea. Desse
aodo. pode. ser aerados eSQuemas que se afastea da banda miniaa,
tornado-se 0 al.oritao pouco eficiente



A present. estr.teai. encontr.-se explicada co. ..iores
det.Ihes .a [8]. 0 procediaento d. trab.lho e extreaasent. siaples.
Trata-se de iniciar a renuaer.9ao dos no. toaando coao seaente cad. no
d. estrutura. Entretanto •••••• renuaera90es podea nio cheaar ao fin.l
poi. 0 alaoritao pr.ve 0 c&lculo d. dif.r.n9a nodal obtida passo a
p.sso. Caso tenha sido obtid. uaa diferen9. aaior que • a.ior diferen9a
de u•• renumera9ao ja pronta. 0 .squea. e abandon.do, passando-se • ua.
outra s.aente.

Coao pod.-s. perceber.. ..,uran9a do proc.sso e bastante
arande pois ao passar por todos os nos da .strutur.. ,.rando esquea••
de renuaera9ao para cad. u. deles. 0 .l,oritao aarante a obten9io de u.
esqueaa de b.nda .ini.a. au pelo aenos auito proxima da ainiaa. Ja 0

te.po de processaaento. que a priaeira vista d•••ria s.r auito arande,
revela-s. boa ea coapar.9ao cos os obtido. par outros processos
derivado. da estrateaia Cuthill-Hcke•. I.so porque aqaelas estrategias
desand•••• grande trab.lho coaputacional para deterainar as seaentes.
enquanto 0 presente algoritao pas•• iaediataaente a ,er.r .squeaas s••
ea.a preocupa9ao. Ales disso, 0 c~o necessario a iapl••enta9ao do
algoritao fiea sensiYelaeate reduzido .s rela9ao ao procediaento
Cuthill-Hc~.

Para .ostrar-s. 0 procediaento d. present.
ger.9io de esquea•• de renuaer&9io. vai-sa to••r a aesa.
considerada no a.todo anterior. Confor•• foi aencionado.
inicia renuaera90es para todos os nos da estrutura. Ess••
tambea seguem 0 procediaento b••ico ja a.ncionado par. 0

Adotado 0 no de partida os novos nuaeros sao colocados

estr.t••ia na
estrutura ja

o algorit.ao

para as conexoes do no que se considera.
estrateaia Cuthill-Hckee. nio exist. ua.
do no. sendo a nuaera9.0 r.alizada
naturalaente aparec.ndo.

Entretanto. ao
hierarQui. entre

pel. ordea ea

renuaera~oes
c••o anterior.

ea sequencia
contrario d.

•• conexoe.
Que el.. ..0

To••ndo-•• 0 exemplo aencionado, p.ra 0 no nuaaro 1 0 eSQu."
de renuaera9ao seria coapletado. obtendo-se 0 r.sult.do ao.trado n.
figura 3 a). A aaxiaa diferen9a .ntr. numero d. nos obtid. para ••se
eSQueaa saria DIF = S. P.ra D no 2, 0 esqueaa seria abandonado n.
situa~.o aostrad. p.la fiaura 3 b). ao ser obtid. ta.b~a uaa diferen9.



de S. Ja para 0 no 3, 0 esquema che,aria ao tinal da renumera~io,
abtenda-se DIF = 4, cantar.e Rastra-se ea 3 c). 1 partir da!, todaB as
e.Que.as seri.. abandonados ante. de sere. co.pletados poi. as
diferen9as abtida. i,ual•• au ultrapass•• 0 valor 4. Para u. perfeito
entendi.ento da Que.tao o. esqueR. parcial.ente ,erades para os nos 4,
5, 6, 7, e e 9 ta.beR encontraa-se na fi,ura 3, letras d>. e). t). ,).
b> e i>. respectivaaente.

Ua ponto ne,ativo d. presente estrate'ia d. renullera~iioe 0

rato etas conezoe. d. ua deterainado no ••re. consideradas sua ardem
natural. Essa ord•• obtida depend. d. nu••er.~ao dolS elellentos que



interlig •• os nos e portanto e aleatoria. A.si. sando. 0 caainbo de
renu.era9ao pode .er pr.judieado. re.ultando •• u•• banda .aior do que
a que poderia ••r obtida .e a. eonexoe. fo•••• eon.ideradas de acordo
co. alraa procediaento la-ice def.nsave!.

A partir da eonstata9ao da detiei.ncia .encionada DO it••

anterior. pad.-s. ~.rir ua procedi.ento alternativo. Trata-se de uaa
r.organiza9ao das conexoea nodais. colocando-as e. orde. cre.ceate de
grau. Assia .endo. inieial.ente ••rao nu.erado. as no. Que possu••
grau. aais baixos. ou seja. Que possu•• us .enor nuaero d. conexoes.
Essa provideneia e importante para ••lborar 0 c••inbo da renu••ra9&o.
tornando-o aais logico e livre de condi90" aleatorias indeaaja.eis.

t relativamente siaples justificar esse procediaeDto sa
considerar-se Que 0 grau de u. no indica 0 numero de nOs que se lig•• a
ele. Portanto. •• Qualquer .tapa do processe. serao inicialaent.
atribuidos nuaeros aos nos que se eneontraa nas extr••idades do grato.
Assi. sendo e provavel Q_ a renUIIl'era9&ocaainbe de u.. foraa _is
consistente eoa a propria teoria adotada. resultaado e•• enores ••lores
para a banda.

Oa l.itura critica da v.sta bibliocrafia existents sabre 0

assunto de .ini.iza9ao da banda de usa .atriz de rigidez. real"Dte
pareceu Que os do is ••todos aqui apresentados pod.. .er coasid.radoa
aelhores. Hesse easo. a avalia9ao deve .nvol.er para-.tros coao
simplieidade. eficiencia e taab•• a seguran9a de Que 0 procesac nao
apresente resultados absurdos para deterainados probleaas especlficos.

Assi•• endo. for•• t.stados as algorit.os a.neionados para waa
variada ga.a de proble••_ existentes. lesses teste. for•• eontrolados 0

teapo de proces.aaento e a .ixi.a diferen9a nodal obtida no proc.ase.
Naa eo.parou-.e diret •••nte a banda da ••triz pois essa grandeza
depende de alguns tatores que extrapola. a atua9ao dos .ini.izadores.



Os resultados obtidos estao or,anizados na tabela 2.8. Sao 23
sstrutura. bastants. variadas (elementos com dois, tres. ;uatro nos,
consideraQio de diatr.,... rilidos, ete), ;ue devem produzir um
univerao de anal i.. bastante si,nilicativo. lessa tabela sao
apresentados : 0 Duaero de nos do problema (Mos); a sax i.. dif.ren9a
entre nos conectado. ante. d. atuaQio do ainimizador (Oil Oril); e para
o. tres processos test ados , a difereuQa oonsecuida (Dil) e 0 teapo de
execuQ&O •• minutos • seCUndos (Tempo). aest. ressaltar que ·Cuthill"
indica a estrate,ia Cuthill-Holee."Collins 1" 0 al.oritao oriCinal
deaenvolvido por I. Collins. Ja "Collins 2" indica 0 al,oritmo de
Collins, pores cos as sodilio.Qoes propostas por este trabalho.

--------------------------------------------------------~-Est los Oil Cuthill Collins 1 Collins 2
Oria Oil Tempo Dil Teapo Oil Teapo

4.,
••••
34

U
9.,
~8

379

379
413
483

~15
548
577
592

896

728
753
933

1884
1115

1172

1179

1258

37
41

15
39

87

53

116

385
368

U8

438

587

391

581

524

622
858

728
908

1183

1123

852
1079

00:03
00:03
00:01
00 :01

.: 24

.:07

08:24

.:29

00:37
00: 38

00:57
00:58
00:53

01:35

01:58

01:29
82:07
112:48

03.29
03:45

83:51
04:48

05:58

00:01
00:01
00:01
00:01
0l!l: 06

00:02

00:17

00: 20

00:28

00: 28

00:45
00: 43

00:39

00:41

01: 18

01:02

01: 17

02: 11

02:31
02:43
82:45
12:48
84:05

33 .:11

37 00:11

11 "0:01

30 01:01

82 00:17

48 00:02

28 "0:16

24 00: 28

27 "": 26

22 "": 25
26 00 :44

32 0" :44
28 00 :39

26 00:42

37 11:18
32 81:12
22 81 :28

39 02:08

44 12:29

45 "2:40
44 02:48

43 82:35
53 84: 10



Pela observa9ao dos resultados pode-se concluir que a
diferen9a de nos obtida co. os tres processos apresenta poueas
variaco ••. Entretanto, a estrate'ia "Collins 2" apresentou elltodos os
exeaplo. proeessados a aenor diferen9a, ora i,ualando-se a -Cuthill"
na aaior parte da. veze., ora iaualando-se a "Collin. 1", apena. dua.
vezes, ou meSDO eonse,uindo ua valor inferior as dua., taab.. du••
vez_.

Quanto ao t••po d. proeess••ento, os valores verifieados para
"Collins I" e 'Collins 2- pratic••ente se equivale•. Entretanto, quando
coaparlUll-seesses valores eoa 08 obtidos para "Cuthi11" verifiea-se Que
a vantatea conse,uida pelos prilleiros • bastante si,niticativa,
situando-se ea torno de 33 X.

Pelos resultados obtidos pode-se coneluir que 0 processo d.
renuDeracao obtido atende aos requisitos basieos de um procedim.nto
desse tipo : aeturanca. siDplieidade e efieiencia. Seguran9a porque ea
nenhuma hipotese 0 resultado afasta-se da banda minima. Simplicidade
porque nao se neeessita de nenhua procedim.nto complexo e de difieil
pro,ramacao. Eficieneia porque os resultados sao realment. muito bans.
em especial Quando cosparados aos obtidos par procedia.ntos ja
desenvolvidos.
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