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N4H:t.. t.rabalho prope.-s. UIIl a19O'"1t.-. adapt.at.iV'Q laist.o r-ll. global
para solu<;S:o d•• probl,.",,",s dot elast.icidad. plana pet 0 Net.ado
des El.m.nt.es F'ini 1..0$. • uma i mpl••••••t.~SO COllIa ut.i 1i za.;Jl:o do
Het.odo Mult.imalM para soluo;:lo do sis1.._ de equa.;ees
resullan1..e. IXscut..-s. a _t.rut.ura cko dados • 0 acopl...-nt.o das
duas t.ecnicas. Exelllplos numericos sJl:o ••present.ados.

In UUs work a 91oba.l .u.-.:I r-h adapt.! __ al9CW'it.... for U••
sol ut.i on of' pl...... .1 ast.i c:i1..y probl_ usi ng 1..t.. F'ini t... El.~t.
Method is proposed. as _11 as it.s illp1 ••••••n1..at.ion using Mult.~grid
Moot.hod1'"or t.... sol ut.i on or t.••• recut t..ing 11ne.ar syst._. The dat.a
st.ruct.ur. and t.he coupling or t.••• t._ t.echni~ is discussed.
Exalllp1. probl_ are pr-..t.ed.

o Het.odo c:Ios El.-nt.os F'ini 1..05C MEf")t._ si do UJII dos pr ocedi -.nt.os _i s
u1..i1i zados na sol uo;So de probl--.s de ...,:'ni c.. est.r ut.ur at • cIos
sol ides. principal_nt.. apes a diss...una<;:So do uso dot co.-put..•dor_
di 9i t.ai s. A _~ or i.. cIos progr aJllas que ut.i 1i z... 0 lE:F nSo 1'"ornec••
i nfor •••.••crees acerea do _1'0 co_1..i do ao ••• r.pr ••••••t..ar 0 probl ••••.•
•••••t.••ut.ieo cont.1nuo pol' ua probl ••_ disc:r.t.o. Est.•• rro. eh•••••••do erro
d. di scr.t.i z".;llo. pod. s.r responsa~l per resul t..•dO$ que •• ""da
repr.s.n1..am 0 comport.am.nt.o f1sico r.al.

II. f"oraula.;So dot eri1...rias para s. f"azer uaa _t.~_1..~va do _1'0 de
discr.t.iza.;S:o de JIlalhas de .l ••••• t.os f"init.os • de processO$ de _lhor ••
aut.out.ica da •••••lhoa inicial •• part.ir do eonhec:i •••.•t.o dess •• 1'1"0 t.. ••
si do objet.o dot -.Ii 1..0$_t.udes recent._ [1].

JUt. dois
priori -

SJrancles SJr"'PCC • _t.i_t.iv_ • __1'0: as _t. .•_t.. _ -a
• as est.iJllat.i _ •• -a post.eriari -. As _t.iaat.iv_ -. prlarl-



fora. iNcial •••• t.. propost._ •• nvolvea 0 c:ont..c:i_nt.o pr.vi.o d•
••l~ caract..r1st.ic:as da soluo;So .><at.••. Co-=>sSo dif1c.is dtt t'or-..lar
• valid ••s ••penas para probl •••• s .spec1t'ic:os. est.as _t.i_t.ivas t.•• sido
subst.it.uidas co.- sue_so per •• t..i_t..iv_ "a ~t..,.1or.i -. 1st.o •• f.1t.a._
ut.il izanclc r_ul t.&das obt.ic:los n.. pr6pria sol UC;Sodo prabl.-.. Est.as
-.didas cIe eorro sSO fei Wls at.ra..... c:Ios c:haJaados est.i_dares au
1nd1cador_ de erro. calc:uladolo a part.ir de nor __ doc>•••ro aedidoc>_
••lguaa. 9'"&ndeza.. t.al c:a.::t ~9ia cIe deroraac;lIo. des.loc •••• nt.os au
t._I5es.

u.a 'VWZ abt.ida \-a -.dida do erro cIe disc:ret.izac;So. a -.alba pede ent.aa
ser .:x1iric ••da 1'>0 senUdoc> de diainuir _ erro. A aplic-.;:So repet.ida
dee_ procedi _t.o • c:ba-.da procesSIC adapt.aU YO •• quando I'ei t.c
aut.a.at.ic ••••••t.•• pree_so aut.o-adapt.at.i YO. Todas as -ncreles ~ •• far.
nest... t.ra.ba.lbo a proc:_soc adapt.at.i _ •• reC•••_ a proc_
a.ut.o-adapt..t.ivos.

Vari •• preeedi~t.a5 adapt.at.i_ u. _ido propast. ••• dolo quais tor. se
dest.acaa: proc_ r. proc:_so h • proc:esso p. e:e-binac;e- dest._
processos t.a-b6a U. side .-pregada.s cae t'r equ*lci a..

u.. a.spect.o i lIIpCIrt.an....a __ Cons1dera.cIo na i apl ant.a.c;So de procedi _nt. ••
ada~t.i_ para 0 NEF • 0 doc>algor1t.1DO eonpr~ para a soluo;So cIos
sist. __ de equao;:tIes oriundcs cia anAlise clas sueesstvas .a.lhas 98radas
dura.nt.. 0 processo. T" side ~ega.dooo c:••• ~_ frequ6ncia Mt.ocIo&
it.erat.i_ cIe solUl;So cIe sist. __ cIe eq~l5es -Jacobi. Gauss-Seiclel.
et.c. - pelot' at.o cIe ~si bi 1i t.Ar ••.1"" a ut.i 11za.c;So •• r_u.l t.ad05 cia .a.l ha
an~ior c:c.:> pri •••. ra apr-a-.;So na -.alba _lhorada.

u.. -*t.odo it.erat.iyo •• salUl;So cIe sis~ rec:ent..e-nt.e desen'VOOlvido
-.,..t.odo Wult.i -.al ha- '-- _ _t.r ado au.i.t.o et"i ci ••••..•. 0 NlM.ocIo
Mult.imalba cc.bina procediaent.cs ha au.i.t.o c~iclos ca-o a correc;:J:o
pel •• -.al ha 9'"-. a i t.••.a.c;SO-..:UxaGa • a correc;:So pelo r_idue. de
for_ a c:cnst.it. ••.•r va proc_so que ..&N..&za 0 erro alCjl8brico Cdif"'-..;:a
ent.r. a sol~lIo meat.. • a sol~ aproxiaada doc>sis~ bIfa aais
.rica: • et'icj ••.•t._nt.e ~ os proc:essos it. •••at.i_ comuns. A _t.rut.ura
de dados • ar~~t.o que 0 •• t.odo ut.iliZ& 0 t.orna _peci&1_nt..
adequado &OS processes adapt.at.i VI:lIS. pr inci pa.l-.nt.e quando do -.prego
cIos processos h • P 910bai s Crer i ~t.o •• t.odo 0 dom1No).

o prestmt.e t.rabalhc Oescr_ a iap.lant.ac;So de ua processo adapt.aUvo
ai st.o r-h g.loba.l • ut.i 1i zando 0 NlM.cdo Nult.i aa.l ha l'>a sol ~1I0 cIos
si st._s de equaC;e-. _ ua a.bi .n.... c08lpUt.ac:.ional de desen'VOOlv•.-.t.o
de sat"t..war_ para 0 NEF.

Dent.r. _ t.4k:n.ic_ propast.a.s para a aiN..&Zac;So do erro de
di scret..i za<pSo. tor.. _ dest.ac:aa:
a.:> Processo h:

Consist.e no a~t.o do nu-s-o cIe 9'"aus de .l.iber~cIe ~ discret.iza.c;So
at..ra ••••• cia aubdivisSo do8 e.l-.t.os orig.inais .••.•1"1••••••• t.o .cia -.lha-
aant.-.cIo-se c:anst.ant.e 0 grau do polinbaio cIe int.erpol~. 0
ret'ina.-.t.o ••••. &1_t... fait.c de I'or_ •• l.t.i __ • regje- oncIe 0
••• ro for ~or.
b) Proc:esso p:

Consi st.. no au..nt.c do nUIIoerOcIe 9'"aus cIe 1i berclacle da. c:t1scr.t.i z.w;So
at.r ••""" de a~t.o doc>grau do paline..io ••• int. __pala.c;lIo. aant.encIo-se



eonsf.an\.a 0 nc:.-o de ai_f. •• d&malha. 8usea__ ~ regie.. ona.
o .rro • lft&ior.
e) Proeesso r:

Cons.isf.a _ sa alt.~.,. _ pos1<;25esdoc nOs na -.lha.. -.iando _
i st.o a cIist.r i bui~llo _paci a.l clos _1_nt.os. _ .».1t.erar 0 --...0 de
graus d. 1iberdade.

~na<;e.. clos proe__ aei-.. cIois a dois. f.•• side ut.il,i~ _
result.ack:ls _lhor_ ~ os dos proeesses sillllp1es. Esf.udas cOIIpaI"at.1_
•.•t.ra ••••proe_sos • suas eoMb1nacrf5es••••qu. s. ,.arara •• con_pne1a
l'oram _neionadcs poorNoar • ~buslta £1]. Ewing [2] • L.asC.asas £31.

No pr__ nt.a t.raba1.... fei 1•••1ant.ado UlIlproc••••o .u. .t.o ,..-1>.global para
al.ment.os t.riangulares de t.r_ nOs nos· est-ados planos de t.ensao •
del'ormacrao.

)IIapri_ira et.iLpa. ras_ R. 0
a.t.i_do,. Ma post.~iori N.

Zianki.wicz • Zhu 14].

n.1 C [oro (fl' - ~'I' !? (c/" - ~ dO ]

_roo de cliser.t.izac;ao • avali~ poorUlIl
no n1•••1 do a1~t.o. propclSt.o per

A -.lha • _lhoradiL at.r.••••• d& ,..loc~~ des nOs no cXo.1niono sent.ide
de _ constog"i,. er"_ -.1ha.nt._ _ t.odes •••• a.l_t.05. rat.o q.-
IJ4lr ant.a • obt..~So de ••• -.l ha quas.-ot.i __ [5].

A lllUdancpa•••. pos1crSo ciClII nOli • 1'.1w c:a.parandc-s.. para cada nO. os
.st.i_dores de .,.,.0 des al.-nt.cs que cont.enh.a.a_t.. nO a at.raindo-o
para 0 eent.ro de gravidade cIos ala_nt.os eca ..- for ••• prcporc:.ional ao
e,."o [IS). 0 proc:edi_nt.o • ,..pet.,ido at.. que •• cClftSigauaa dist.ribo.Q.<;Jk>
equit.at.iva do erro no dalUruo.

A .~a at.apa. rase H. pede agora ser f.it.a .f'ici_t.-..t.a _ for-_
global. sUpondo-sa •• 0 erTO ja rei ••••. dist.ribw.do na f_a R. Cad&
t.r,i£ngulo sera ant.So diviclidc _ quat.,.o pela insero;So de nOs no pant.o
-.ho d••••lad.,.. 0 proc__ t.o • ,.epet.ido ..as duaa _a_ de -... a _
t._ ~t.TO niveis de ,.et:,i....-.nt.o (nivvis 0.1.2.3) - FIG. 1.



TodooI••• .1 •••••1.._ -,.11h_ - _s1. verad..- de ••• .1 ._nt.o or191nal sSo
5._1 hant..5 .nt.r. 5i • .nt.re 05 .1•.-nt.os des out.res niveis. Est.a
r.1ac;:1I0.nt.r. os e1._nt.os • import.ant.. uma~z qu•• const.ruidos dessa
1'01"_. t.odcM.1_ poss.- • t.riz de rigidez .1 •••••t.ar.I ••t.o
signif'ica qu. para cada grupo de ew .l •..,.t.os no nivel 3 • su!'ici.nt.e
calcu1ar • __ zanar ••pena•• UIft& _t.riz .1 •••••1..•••.• fat.o que _lhora
dr•• t.i<:•••••t.••• d••••mpenhodo •.ef'ina••••t.o " global. cuja ut.ilizac;:lIo1.._
side -.lit.as ~z_ .vit.ada devido a dificuldacles no araaz.na_nt.o do
grande nu--o de d.adasque produz.

o ret'ina_nt.o h 9loba1 .xecut.ado da ror_ desc:rit.a gera ua banco de
dados que • _ t.udc 5••• 1hant._ ao requer1do pelo Net.odoMu1t.i•••1ha cIe
sol uc;:Sod. sist.-as cIe equac;:l5es.A ut.11izac;:lIosi ••••1t.~n.a d..- dais
prcx:edi_nt.os 1_ a ua prcx:esso .rici.ntA • de cust.o cOlllput.acional
reduzide.

AD_ repro_ant.ar 0 _ro al~ico c•••••••..ido _ lima aproxiaac;:lIoinicial
doc prcx:essos i t.erat.iyos c:omuns(re1 ••xac;:l(0)d. sol uc;.1I0d. si ••t.••••••s d.
equac;:e.s per uaa s••..i. de Fouri.r _ sanos. _t.ra-sa que essa .rro
pocIe ser dec:ompo$t.o_ c~t._ de frequ6nc:ias direrent._. A
r.1 ax.ac;:lIo• .1'i c:ientA _ a1i ai nar so-entA as cOlllpOl'Mlnt....de al t.a
frequ6ncia (osci1at.6rias) do erro. permanec:-.do na soluc;:Sc as
c..-ponent._ de bai••••trequ6ftc:ia (sua_) (7].

o N6>t.odoNaalt.iaa1ha.sis~t.iz ••do par Archi Brandt. na di6c:adade 70 ••
..,. proeesso i t.••.at.iYO que ac.1.ra a con_~ncia des processos c..-uns
••t.ra.•••• da .U ai nac;:lIodas c~t.es sua_ do erro. Considerando que
o sist. ••• de ~uacre.s se r.r.r. a 'uaa c1et.••.ainada _lha. 0 _t.codo
basica-..t.a consist.. na cc.bi~ adequada cIe t.r_ i~ias h& •••it.o
conhecidas a empregadas:
1- Correc;:Sope1a ~ha grClSS&:ApOs _limna.-. par r.1axac;:lIo. as
cc.:p•••••nt._ de al~ fr~i •• im-po!a-se a saluc;:lIopara •••• ~ha
_is gross •• (aais _pa~ada) cont.ida na pri_ira. na qual as component.es
sua_ re.......-scent.- _ t.ornaa osci1at.6rias _ podem ser agcra
.l.iainadas par r.1~ .-toa segwvia _lha.
2- Carrec;:Sopelo res.lduo: A re1ax.ac;:So_ ICu• ! 1_ a obt.enc;:lIocIe uaa

aproximaorSo! cIe ~. cr- •••••••. aplic:ada na ~ ori9inal tornec:e 0

res1duo !: • !-~!.A ~llo ~!• !: • c:na-da ~ residual e. sendo
! 0 __ ro al ~ 1co C1ftC:69nit.a:l. • equivalent.e • equac;:Soant.••.i or . A

r.l~llo na equ.aJ;1loresidual for-nee. ua valor par•• 0 erro ! que somado

c:oa ':!: aproxi_ a soluorso de valor ••••t.o C~ • ~ ).
3- It.••.ac;:.o encaixada Cnest.ecD: Com0 objet.iYO cIe obt.er uaa boa
aproxi •••c;:lloinicia1 para a soluc;:lIo.r_ol~-s. 0 sist.ema r.f.rent._ au-. •..lha. --.is gros ••.• cont.icla f'\ooOI' pri •• ira. _ int.erpola-s. 0 resull.ado.
o prcx:edi_nt.o pede ser rei t.o rec:ursiv..-nt.e e ~ bans r•• ull.~dos
quando 0 erro na .alha gross•• ror suave. c:ase c:ontorarioa int.erpolac;:llo
poder. 1..,.,. a r_ult.ados auit.o ruins. Clbs.rva-s. que 0 procedi_t.o
nlIo -..da a t.axa de c:onVW"g6nc:ia assint.6t.ic:a.

Exiat.emv4ri_ -.-se- para 0 N6>t.odoNult.imalha(8l. Foi aqui. ut.i1izada
uaa var i ac;:Sodo a1go.-i t.-=>usAdopar Zhu• CrAi 9 (g]. i st.o •• 0 exa.o N
c••••0 •• t.odo Gauss-Sei.a.1 cIe re1axalFSo. int.••..po!ac;:So 1i~ I'''·'

ej)
na fa_ ascendent... injec;:So I''''''' na r... d-.:-.dent.. • •.•1~1Io",



r.i t.a na equa.;:lIo resi dual . For... const.r ui doc t.rH ••••_ n1v.eis d. 8I&lha
(FIG. 2:>.

JaVEl.
3 /'- /

I' n de it..,.. G-S
2 d solW;;ao diret.a

1 "'V / int..,-p. linear

0 " inj-rSo

FIG. 2 - Algar 1t.•• esqu • ...at..ico cIDciclo N

Par.. •• i t.er ••~e.s per n1v.e1 (I!I par a t.odos os n1•••i s c.... o>ae:esdo do
n1..,.1 0 ande 6 u••••do •••• cr i t.6r i 0 do J»-r..cla b<ls_do na ..,.r i ri c••••.aO cia
convctrg6ncia,;). com A ind.i.canc::la os v.alor ••.s inic:i&.i.s para a. rel ••.•.•.;So ••
••• n1yo1. •• al 90r i t.JIIOpocko sor descr i t.o co->,
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Foi ut.il1zado 0 cr1t.6rio para. _1ric:aorao do c:on_~nc1a propoct.o
per P•••..••ons • Na11-1QQO [10]. ist.o 6. a conv.r96nc:ia •. c~dorada

rta'i
at.ingida quancID R.. - 2 S 6: c:mdo 1·1 6 a nor_ euc:1idiana cID

Ir,a" •- .
vet-ore 6: a t.olerAnc:l. J»-ra a c:cn_~ia. aqui t.o-ado c:c.o 10-.



R>_1.01 .-..... ciclo • 1n1c:iado; de ~ a soluo;:" ~ " c•••.••1deracla

alca""Fada.

o -si.st._ <:Ie e..-n..-::>1",. •••• t.o •• Provr-- llaseado no N6t.adc> de.
El __ ••.•••• Jl'h.i too. - SZlF'"" ••••••• ..-::>1Yidono L.NCC CJ...abor.t.6rio Nacicnal ••
e:e-put.~ a•••t.U"ica - Rio <:IeJ~rO:> a paroWr •• 1lir77 per Faij6 a
~a (11), t'arnac:a ••• conjunt.o •• rot..inas. ••••• -t-cdcIlogia ••
progr-.-.pSo a ne>r_ •• argan.iza~ao _ doc.-t._~ao para 0

cIes-...-::>1vi-.t.o de cOdi90S de progra~o para 0 MEF". Basaia-sa _
t.~nica. de progra_~.o esi.rut.uracla ••• const.it.ui, •• sua varsao
basica, de quat..ro ..:.dulos 1ndepandent..c:
1) PRE pr.-proeassadar qua -.upula os dadac de ent..rada;
2) PRO -=>nt-a •• _+.r1z_ de r1gidez .la •••• t.ar_;
3:> SIOL - rasal va 0 si st.a.a de ~15e5;
4) POlS p6s-proe •• s~ qua calcula as t..anse.s.

Far_ iiiplan+.adac sa'" ~ ..odulos:
e:> ADA- calcula 0 er"o nos .l~+'os • ,.aloea os nOs;
IS) CiiERA - gara os t.r" no- nivais de .aJ.ha.;
7) PRENG-._t.a _t.riz-. de riSJidez g.lobaJ..;
II-&:>ELIGA .- r_al_ os ~st.- do nival :a per Eli •. cia Gauss;

b:> GAIJS[L - rasel _ 0 51st._ eX>ni _1 :a per Gauss-Sei del ;
c) NlA..GR- r_ol va 0 si st._ do ni _1 :a per Nult.i 110&1 ha.;

g) POSNG- cal cul a t.ense.s nos nOs do nl val 3.
M) dasanYCOlv.ic:lospara pocs.ib11it.ar 0 est.udo cc.parat..ivo cc. 0 _t.odo
Nul t...i Jna1 ha..

Foi proc •• ~ •••• _mbrana caa t.r.inc:a _ sua reg.iao cent..ral CFIG. 3a:>,
COla •••• s a.iJoClQlSde s.i_t.ria. A disc:rat...izaerSo e _t..racla n& FIG. 3b. Os
nOs 1 a 2 .1.1 ai t.a. a t.r.i nc::a no acdalo anal i sado.

+y
t f t f T

a) •••••••.ana coa t.rinc.t na
rA9iSo c•••t.,.al



Na I'a•• R a r.lee-;: •••• de- .- 1'0>. ._ut.ada ci ••••o __ ~~_.
As .alh.as suc:essivas dest.a I'ase sSo _vadas na FIG. 4. Ma MALHA '!5 0
•. ro de disc:r.t.izatrSo 1'0>. consider~ sat..isl'at.cria-.t.. equidi.t.ribuido
no d.-1nio.

Na I'ase H c&d.a.l_n't.o cia NALHA '!5 - nivvl 0 cia I'ase H/Nult.iaalh.a - 1'0>.
subclividido •• &4 el.-t.os eonfor_ deserit.o _ it. •• ant.••. ior • a
diser.t.i"a<;:So result.Ant.e CNlt.lha 8.'N1~ 3:> I'oci nov••.••••t.. proe-.ada
poolo NEF. 0 sist. ••••••Qe eq<acre.s 1'01 r-.:>lvido pelo N*t.odo Nult.i8&lha
(.eo eujo a19O'"it.••• 1'0>. apr-.nt.ado ant.erior-.nt.e. P•••.a .I'ait.o Qe
eOlllparacrSo. 0 sist._ 1'0>. ~ r_olvido pelo *,,-odo de Gauss-Seidel
(GiS:>.

_t.r a que 0 *t.ado Nult..i8&lha di at ••••.u _ BOlli: 0 \..-po •• CP\1 9-t.O
poolo *t.odo Gauss-Seidel. P'ort.ant.o. 0 *t.odo Nult.ill&1ha __ t.rau.
nest.. probl..... bast. •••t.. et'icaz _ acaol...... a ean_96ncia de •••
pr oc_so i t.••. at.i "'0 ee-ua.

o gr at'i co cia FIG. '!5 _tor. as tAnsllles •.••• nee cia 1i nha i rot••. i.or do
lIIOcIelo(1 i nha cia t.r inca - coord. y • 0::> obt.i cIas ao _ proe_sar as
•••.lhas 0.5 .15 • a _lha 0 apOooret'ina-.t.o H _ 0 pr.-proe_s._t.o R
CMAL.HA.7::>.

A. pri_ira di.ser8t.i. ••a..;:•••• (NALHA CDcerr_porode &C> -=>dele original. que
s. _t.ra ••••. r.pr_ent.~ilo -.u t.o rvi. do prebl •••.. Ap05 e re{'u, ••.-.t.os
r (NAIJIA5:1. a cur-va $8 aproxiaa ••• pouco _J.S do result.o1l.dopr oeur ado.
aas ainda apr_ent.o1l. ••• nu-ro insu1"icient.. de pont.os para Oescr •.••••. 0

cont.1nuo. As duas <alt.i_s c••.vas CMAL.MA15 • NALHA 7) _t.r_ os
result.ados ob(.idos para Malhas jl. bast-ant.. r.f"..-:ias • .., So. e..-parar
as c1uas pod•.••• eonst..at.ar a ..J.hor. na r.pr •••••t\~l:o _ t..~ _v._
a ut.ili%a ••:il:odo processo aist.o.
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