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RESUNO

Neste trabalho proplie—se um algoritmo adaptativo misto r-h global
para solug3do de problemas de elasticidade plana pealo Método
dos Elementos Finitos, e uma implementac3c com a utiliza¢3o do
Método Multimalha para sol ugIo do sistema de squacles
resultante. Discute-se a estrutura de dados e o acopl amento das
duas técnicas. Exemplos numéricos sS%o apresentados.

ARSTRACT

In this work a global mixed r-h adaptive algorithm for the
solution of plane elasticity problems using the Finite Element
Method is proposed, as well as ilxs implementation using Multigrid
Method for the solution of the resulting linear system. The data
structure and the coupling of the Lw techniques is discussed.
Example problems are presented.

INTRODUCKO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) tem sido um dos procedi mentos mais
utilizados na solugc3o de problemas de mecinica estrutural e dos
sélidos, principalmente apée 3 disseminaclo do uso de computador es
digitais. A maioria dos programas que utilizam o MEF n%c fornecem
informagBes acerca do erro cometidc ao se representar o praoblema
matemitico continuo por um problema discreto. Exte erro, chamado erro
de discretizaglo, pode ser responsavel por resultados que em nada
representam o comportamento fisico real.

A formulag¥o de critérios para se fazer uma estimativa do erro de
discretizacio de malhas de elementos finitos e de processos de melhora
automitica da malha inicial a partir do conhecimento desse erro tém
sido objeto de muitos estudos recentes [1).

HiA dois grandes grupos de estimativas de erro: as estimativas “a
priori™ e as estimativas “a posteriori™ As estimativas “a priori”
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foram inicialmente propostas e envolvem o conhecimente prévie de
algumas caracteristicas da solucdo exata. Como s3o dificeis deo formular
@ vilidas apenas para problemas especificos, estas estimativas Lém sido
substituidas com sucesso por estimativas “a posteriori™, isto &4, feitas
utilizando resultados obtidos na propria salug3oc do problema. Estas
medidas de erro s%o feitas atraves dos chamados estimadores ou
indicadores de erro, calculados a partlir de norsas do erro medido em
alguma grandeza, tal como energia de deformacio, dezlocamentos ou
tensBes.

Uma vez obtida uma medida do erro de discretizacfo, a malha pode ent3o
ser modificada no sentido de diminuir esse erro. A aplicacl3oc repetida
desse procedimentc ¢ chamada processc adaptativo e, quando feito
automaticamente, processco auto-adaptative. Todas as sencles que se farid
neste trabalho a processos adaptativos se referem a processos
auto-adaptatiwves.

Virios procedimsntaos adaptativos tém sido propostos, dos quais trés se
destacam: pr r, pr h » processo p. Combinagles destes
prox tambén tém sido empregadas com frequéncia.

Um aspecto importante a ser considerado na implantagioc de procedimsentos
adaptativos para o MEF ¢ o do algoritmo empregado para a solug¥o dos
sistemas de equagles oriundos da andlise das sucessivas malhas geradas
durante © processo. Tém sido empregados com mais frequdncia métodos
iterativos de soluclo de sistemas de equacBes -Jacobi, Gauss-Seidel,
etc. - pelo fato de possibilitarcm a utilizagSo de resultados da malha
anterior como primsira aproximaciZo na malha melhorada.

Un mdtodo iterativo de sclucXo de sistemas recentsmente desenwolvido
-Métode Multimalha- Lesm se mostrado muiteo eficiente. O Nétodo
Multimalha combina procedimentos hi muito conlwcidos como a correcio
pela malha grossa, a iteragio encaixada e a corregio pelo residuo, de
forma a constituir um processo quUe minimiza © erro algébrico (diferenca
entre a soluglio exata e a2 solug¥o aproximada do sistemadl bem mais
eficaz e eficientemente que oz processos iterativos comuns. A estrutura
de dad e ar to que o métode utiliza © torna especialmente
adequado aos processos adaptativos, principalmente quando do emprego
dos processos h e p globais (refinamento em todo o dominiod.

O presente trabalho descreve a implantacio de um processo adaptativo
misto r-h global, utilizando o MNétodo Multimalha na solugdo dos
sistemas de equagBSes. em um ambiente computacional de desenwval vimento
de softwares para o MEF.

PROCESSOS ADAPTATI VOS

Dentre as técnicas propostas para a mi ni mi zagXZo de erro de
discretizagZo, Lrés se destacam:
a) Processo h:

Consiste no aumento do numeroc de graus de liberdade da discretizacXo
atraves da subdivisfo dos elementos originais -refinamento da malha-
mantendo-se constante o© grau do polinfémio de interpolagX¥o. o]
refinamento & geralmente feito de forma seletiva nas regilles onde o
erro for maior.

b) Processo p: :

Consiste no aumento do nGmero de graus de liberdade da discretizaclo

atraves do aumento do grau do polinfdmioco de interpolagio. mantendo-se
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constante o nimeroc de slementos da malha. Busca-se também regilles onde
© erro ¢ maior.
¢) Processo r:

Contiste em se alterar as posicSes dos nés na malha, msudando com
isto a distribuigXo espacial dos slementos., sem alterar o nimero de
graus de liberdade.

Combi nagBes dox processos acima, dois a dois, tém sido utilizadas com
resul tados melhores quo ot dos processos simples. Estudos comparativos
entre o proc bi nacSes no que fe refere A convergéncia
foram mencionados por Noor & Babuska (1), Ewing (2] e Las Casas (3]).

No presente trabalho foi implantado um processo misto r-A global para
elomentos triangulares de trés nés nos estados planos de tensSc e
def or mag%o.

Na primeira etapa, fase R, © erro de discretizag¥o ¢ avaliadc por um
estimador “a posteriori*, no nivel do elemento, proposto por
Zienkiewicz @ Zhu (4],

n.us[focg"-‘gb'x_:c«_r“—:‘bda] <1

and.?ia-bdiadas!..n:!‘enodais.-cadanéoghtl.)fhsxoas

tensles nodais em cada elemento ablidas na salucie em NEF.

A malha é melhorada através da relocacio dos nds no dominio no sentido
de se conseguir erros semelhantes ea todos o elementos. fato que
garants a obtengdo de uma malha quase~dtima [H).

A mudanca na posicdo dos néds ¢ feita comparando-se. para cada né, os
estimadores de errc dos elementos que contenham este néd e atraindo-o
para o centroc de gravidade dos elementos com uma forga proporcional ao
erro {(8]. O procedimento & repetido atée que se consiga uma distribuig¢iZo
equitativa do erro no doainio.

A segunda etapa, fase H, pode agora ser feita eficientomente de forme
global, supondo-se que © erro ji foi equidistribuido na fase R. Cada
tridngulo seri entlo dividide em quatro pela inser¢Xo de nas no panto
médic doe lados. O procedimento ¢ repetido mais d do a se
ter quatro niveis de refinamento (niveis 0,1.2.3 - FIG. 1.

AN &

Nivel © Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

FI1I6 1 - Refinamenios Globais N
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Todos o elementos “filhog™ assim gerados de um elemento original sXo
semelhantes entre si e entre os elementos dos outros niveis. Esta
rela¢cXo entre os elementos ¢ importante uma vez que, construides dessa
forma, todos eles possuem a mesma matriz de rigidez elementar.lIsto
significa que para cada grupo de 84 elementos no nivel 3 é suficiente
calcular e armazenar apenas uma matriz elementar, fato que melhora
drasticamente o desempenho do refinamento A global, cuja utilizag3o tem
sido muitas vezes evitada devido a dificuldades no armazenamento do
grande nimero de dados que produz.

O refinamento A global executado da forma descrita gera um banco de
dados que ¢ em tudoc semelhante ac requerido pelo Nétodo Multimalha de
soluc%o de sistemas de equacBes. A utilizagX¥o simultinea dos dois
procedimentos leva a2 um processo eficiente e de custo computacional
reduzido.

O METODD ME.TIMALHA

A0 s® representar o erro algébrico cometido em uma aproximage inicial
dos processos iterativos comuns (relaxagc¥o) de soluglo de sistemas de
equagles por uma série de Fourier em sencs, mostra-se que esse erro
pode ser decomposto em componentes de frequéncias diferentes. A
relaag¥o ¢ eficiente em eliminar somente as componentes de alta
frequéncia (oscilatérias) do erro, permanecendo na solugdo as
componentes de baixa fregquéncia (suaves) [(7].

O Método Multimalha, sistematizado por Archi Brandt na década de 70, ¢
um processo iterativo que acelera a convergédncia dos processos comuns
através da eliminag3o das componentes suaves do erro. Considerando que
© sistema de equacles se refere a2 uma determinada malha, ¢ método
basicamente consiste na combinagXo adequada de Lrés idéias hi muito
conhecidas e empregadas:

1- CorrecSo pela malha grossa: Apéds eliminar, por relaxac¥o, as
componentes de alta frequéncia, interpola-se a solucio para uma malha
mais grossa (mais espagada) contida na primeira, na qual as componentes
SUaAVes remanescentes se tornam oscilatérias e podem ser agora
elimi nadas por relaxaclio nesta segunda malha.

2- CorregXo pelc residuc: A relaxacio em I_(g = { leva 3 obtencio de uma

aproximacio v de u. que ac ser aplicada na equagio original farnece o
residuo r = f-Kv. A equacio Ke = r ¢ chamada equaglo residual e. sendo
® o erro algébrico Cincdgnitad, € equivalente A equaglo anterior. A

rel axac¥o na equacio residual fornece um valor para o erro e que somado
com Vv aproxima a solucXo do valor exato (u = v+e J.

3- lterag3o encaixada (nestedd: Com o objetivo de obter uma boa
aproxi ma¢Xo inicial para a soluglo, resolve-se o sistema referente a
uma malha mais grossa, contida nr primeira, e interpola-se o resultado.
O procedimento pode ser feito recursivamente e da bons resultados
quando © erro na malha grossa for suave; caso contrario a interpolagiZo
poders levar a resultados muito ruins. (Observa-se que © procedimento
nlc muda a taxa de convergéncia assintética.

Existeom virias wverslBes para © Método Multimalha [8]). Foi agui wulilizada
uma variagio do algoritmo usado por Zhu e Craig [9), iztoc @, o CIQAD N
com © métode Gauss-Seidsl de relaxa¢3o, interpolacXo linear I:’_:”
3
na fazse ascendente. injecXo I::” na fase descendente e relaxagio
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feita na equaglio residual. Foram construidos trés novos nfveis de malha
C(FIG. 2.

NI VEL
3 / v - nde iter. G-S
2 \' /' d -~ solugio direta
1 \v / - interp. linear
'y \r/ N - injecZo

FI16. 2 - Algoritmo esguemitico do ciclo W

Para » iteraclies por nivel (U para todos oF Riweis com oxcessfo do
nivel O onde & usado um critério de parada baseado na wverificag3o da
convergéncia), com ~ indicando ©s valores iniciais para a relaxacl3c ea

um nivel, o algoritmo pode ser o ito t
“m [N )
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Foi utilizado o critério para a wverificaglo de convergéncia proposto

por Parsons e Hall-1000 (103, isto é., a convergéncia é considerada
(& B
1r | |

atingida quando R = ;-—;_.7-3.- £ ¢ onde I-I’ & a norma euclidiana do
f []

- 2

vetor @ & a tolerancia para a convergéncia. aqui tomado como 107",

Se «%1.01 D> R> ¢ . a relaxagSo continua no nivel 3 até que RSs; so
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R>e¥1 .01 novwo ciclo 6 iniciado; de RSs a soluglio ulv 6 consciderada
alcancada.

O “Sistema de Dessnvolvimento de Programas Baseado no Nétodo dos
Elewentos Finitos - SDP™ desenvolvido no LNCC C(Laboratério Nacional de
ComputacX¥o Cientifica - Ric de Janeirod a partir de 1977 por Fei jo e
Gouveia [11), fornece um conjunto de rotinas, uma swtodalogia de
progr amacXo L ] NOr mas de organi za¢Xo [ ] documentagio para o
desenvolvimentc de cédigos de programac%c para o MEF. Baseia-se eom
técnicas de programacXc estruturada e sme constitui. esm sua vers3o
basica, de quatro médulos independentes:

13 PRE - pré-processador que manipula os dados de entrada;

25 PRO - monta as matrizes de rigidez ol emontares;

D SOL -~ resalve © sistema de equaches;

43 POS - pos-processador que calcula azs tensSes.

Foram impl antados sete novos médul os:

3 ADA - calcula © erro nos elementos e relocca os né

8 GERA - gera os trés novos niveis de malha;

7> PREMNG -~ s MONLa matrizes do rigidez gleblls,

8-ad ELIGA o~ Fosclve o sistema do nivel 3 por Elim. de Gauss;
b GAUSOL - resclve o sistema do nivel 2 por Gauss-Seidael ;
€ MAGR - resoclve © siztema do nivel 3 por Multimalha;

9> POSMG - calcula tensSes nos nods do nivel 3.

%) desenvol vidos para possibilitar o estudo comparativo com © método
Multimalha.

RESIR.TADOS NUMERI COS
Foi processada uma membrana com trinca em sua regilo central (FIG. 3a),

com dois @ixos do simetria. A discretizagZo 6 mostrada na FIG. 3b. O=
nos 1 o 2 delimitam a trinca no modelo analisado.

¥ i

— | o
— 4% : L
S T mes
a) Membrana com trinca mna bd Modelo analisado

regiXoc central
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Na fase R a relocasXo dos nés foi exscutada cinco vezes consacuti vas .
As malhas sucessivas desta fase sXo mostradas na FIG. 4. Na MALHA 5 o
erro de discretizac¥%c foi considerado satisfatoriamente oqui di st.ribuido
no dowminio.

KL

FIG. 4 - Evolug¥o da melhora da malha (FASE R).

Na fase H cada elemento da MALHA S - nivel O da fase HMultimalha - foi
subdividido em 84 elementos conforme descrito em item anterior e a
discretizacZo resultante (Malha B Nivel 30 foi novamente processada
pelo MEF. O sistema de equacBes fai resclvide pelc Meétodo Multimalha
(D cujo algoritmo foi apresentado anteriormente. Para efeito de
comparacio, o sistema foi Lambém resalvido pelo Métode de Gauss -Sai del
(G0,

A relag3c entre os tempos de CPU gastos pelos dais procedimssatos.

% oa.

mostra que o Método Multimalha diminuiu em B0X o tLempo de CPU gaste
pelo Método Gauss-Seidel. Portanto., o© Método Multimalha se mostrou,
neste problema., bastante eficaz em acslerar a convergéncia de um
processo jterative comum.

O grafico da FIG. % mostra as tenslBes nos nés da linha inferior do
modelo Clinha da trinca - coord. y = O) obtidas a0 3@ processar as
malhas 0.5 .5 @ a malha O apés refinamento H ses o pré-procsssamsnto R
CMALHA 7).

A primeira discretizaclc (MALHA 00 corresponde ao modelo original., que
se mostra uma representag3o muitc ruim do problema. Apcs S refinamentos
r CMALHA ), a curva S® aAproxiaa Um PouUco mals do resul tado procurado,
mas ainda apresenta um numero insuficiente de pontos para descrever o
continuo. As duas Gltimas curvas (MALHA © e MALHA 70 sostram o=
resultados obtidos para malhas j& bastante refinadas @ a0 3@ comparar
as duas pode-se constatar a sslhora na repr esantacic de tensBes devida
a2 uvtilizagio do processo misto.
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Fig. 8 - Tensio ay x eixo da trinca
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