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RESUMEN

Se utiliza el método de vibraciones estocasticas para analizar 1la
respuesta de estructuras con equipos. En la obtencién de la matriz de
correlacidén modal cruzada de respuesta se emplea el método de vectores
de Ritz en un esfuerzo de evitar la resclucidéa del problema de valores
y vectores proplios en estructuras cosplejas. Los resultados obtenidos
se compran con ¢l msétodo de superpesicion modal tradicional.

ABSTRACT

The method of randoa vibration analysis is used to study the respoanse
of structures with light attachements. To obtain the modal cross
correlation response matrix, the method of Ritz vectors is used im an
effort to avoid the eigen value and eigen vector problex in complex
structures. The resualts obtained are then compared to the results
obtained using the classical modal superposition method.

INTRODUCCION

El andlisis del comportamiento dinimico de estructuras en las cuales
se encuentran instalados equipos ligeros como antenas, tuberias, etc.
es un tema que ha atraido la atemcién de los investigadores desde hace
algan tiempo. El procedimiento usual ha sido suponer gue la
excitacién es un proceso estocastico estacionario {1,2,3,4), y para la
obtencién de la respuesta se ha usado, en la mayoria de los casos, el
método de superposicién modal [5,6]. Otro camino seguido consiste en
suponer Ggue los equipos son una perturbacién de la estructura (7).

En sl presente trabajo, la preocupacién es la estimacién de 1la
respuesta estructural cuoando la solicitacidn es transiente, como en el
caso de excitacién sismica, por lo cual se supondri gue la excitacida
a que el sistesa estructura-equipo esti sometido es una aceleracidm
basal modelada por un proceso estocastico Gaussiano, mno estaclionario
tanto en amplitudes como em contenido de frecuencias. Para este
efecto se adopta el modeleo de Crempien Der-Kiureghiam [8] en el cual
la aceleracién del suelo ests dada por
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T
4 (t) = t v (t) s (t) (1)
| bas 1Y 13
en que m}t) es una funcién deterministica del tiempo que modula a
s‘(t) gue a&s’ uni proceso estocistico Gaussiano de media nula y varlanza

pnitaria y de banda ancha. BREste procesc estocastico caracteriza el
contenido de frecuencias en una banda de frecuencias determinada Dt’

de tal forma que no se traslapa con la banda de frecuencia del
Procesos estocastico sJ(t) para i#d.

Se ha adoptado el modelo anterior por que representa en forma adecuada
la evolucién de las amplitudes y del contenido de frecuencias en
acelerogramas registrados en terremotos [9]. Las funciones v\(t) se

eligen usualmente como f\uu_:iones Gamma o Beta
PORMULACION DE LA RESPUESTA ESTRUCTURAL

La respuesta estructural obtiene a partir de la ecuacica diferencial
de eguilibrio dada por

Hﬁ+cﬁ+lu=-ll1ﬁ' (2)

en que M, C y K son las matrices de masa, de amortiqguamiento y de
rigidez respectivamente. Si se usa el método de superposicién modal,
la respuesta estructural puede escribirse

-y
a{t) = 2 ¢ z (%) (3
Uma

siendo O‘ el vector modal i y z la coordenada modal i, 1la cual se
obtiene a través de la integral de Duhamel

on 1 J"

hit-r) & (1) ar (4)
T . 9
oM $ o

L

z {t) =

en gue h‘(\) es la funcién de respuesta de impulso unitario del modo

i. Por otra parte, como la excitacién se ha supuesto de tipo
estocastico, 1la respuesta modal z.‘(t) también es un proceso

estcastico. Mas aun, dado que la estructura es 1lineal y elastica,
entonces la respuesta es también Gaussiana Y de media cero, siendo
necesario encontrar la matriz de correlacién modal cruzada para
conocer totalmente su estructura probabilistica.

81 se considera una variable de respuesta cualquiera q(t), en general
esta se puede escribir como:

qQ(t) = B u(t) (5)




en que B es una matriz de coeficientes de influencia de los
desplazamientos de la estructura en la varlable q(t). Como la Ec. (5)
es lineal, entonce g(t) también es un proceso estocistico gaussiano,
no estacionario de media nula. La varianza de g(t) esti dada por

Etgi(t)) = B  R{ v'u )} B 3
o haciendo uso de la ecuaciém {(3), se tiene
Etgit)) = 8" 8" P(r) 8 8 N

en que P(t) es la matriz de correlacién modal cruzada de respuesta, y
que estad dada por

P (t) = Blz (t) z. ()} (8)
¥} . i

y # es la matriz de los wvectores modales. Por lo tanto, la evaluacién
de la matriz de correlacién modal es fundamental en la determinacién
de la estructura probabilistica de la respuesta estructural.

Sin embargo, para estructuras dc varios grados de libertad, el primer
problema es la determinacion de 1los vectores modales y de las
frecuencias porpias de vibrar. Una forma de hacer estc mismo es a
través del uso de vectores de Ritz como se explica mis adelante. La
otra dificultad es gue en el caso de n grados de libertad y excitacién
no-estacionaria, hay que evaluar n®n correlaciones modales para cada
intervalo de tiempo, 1lo cual supone una tarea formidable.
Afortunadamente, cuando las frecuencias de los modos de vibrar estan
bien separadas, la correlacion entre los modos es despreciable [181},
esto sugiere la posibilidad de establecer un criterio que establezca a
priori si es necesario calcular la correlacién modal para dos modos
arbitrarios i y J o no. En el caso de excitacién estacionaria este
criterio existe {18]).

METODO DE VECTORES DE RITZ

El problema anterior se puede facilitar si en 1lugar de wusar 1los
vectores modales resultantes del problema de valores propios del
problema dinimico, se usa otro conjunto de vectores ortogonales como
base del espacio de las soluciones y que sean mis faciles de obtener.
Una forma de obtener um conjunto de vectores con las caracteristicas
mencionadas es a través del uso de vectores de Ritz.

En este caso, la idea es utilizar un espacio con una base de menor
dimensién, es decir, se aproxima la solucién en un subespacio de
dimensién m<n, teniendose ana buena aproximacién con menos
coordenadas.

En este caso se busca representar la respuesta estructural a través de
la combinacidénlineal de un ndmero r < n de vectores linealmente
independientes entre st

L
al(t) = ¢ x, V‘(t) (9)

i=g
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donde X, son vectores de Ritx, linealmente independientes, y vi(t) son

funciones del tiempo desconocidas, que son las coordenadas de Ritz. Si
r=n, la Bc. 12 es eguivalente 3 la Ec. 3. La idea del método, sin
embargo, es que r<n para simplificar el problema, por 1la respuesta
obtenida mediante esta representacién es una respuesta aproximada ya
gque el espacio de la respuesta es diferente al de la representaciéa de
Ritz. La eleccién de los vectores, por 1o tanto debe hacerse de
manera de garantizar que la solucién aproximada sea buena.

Los objetivos de esta transformacién , son obtegez up nuevo‘sistena de
matrices de rigidez, masa y amortiguamiento (K , XM y €) con un
tamalo y ancho de banda mis reducido gque el sistema de matrices
original.

La evaluacién automatica de vectores de Ritz se ha desarrocllado en
tornc a algoritmos numéricos, gque generan resultados de buena
exactitud con un costo en recursos computacionales menocr que el
calculo tradicional de vectores propios.

El método de generacién de vectores, adoptado {11}, estis basado en la
siguiente relacion de recurrencia :

Kx =Hnx P (13)
. v-q

en gue , el vector x: es solucién del sistema
-
X x = £f =M1 (11)

En cada paso del método, los vectores son ortogonalizados a través del
procesc de ortogonalizacién de Gram-Schaidt:

- .
x =x - 21:j x, (12)
)31
donde :
t -
c.*=x M x (13}
i 3 i

y nozmalizados como :

t
x; " x, 1 {14)

Una vez obtenidos los vectores de Ritz, entonces se puede reducir el
sistema de ecuaciones (2) a un sitema con menos ecuaciones, del tipo

i
Hv ¢ v + kv = £%79) 6 (t) (1%)
donde : -
x; = x''Mx (16a)
cy = x'cx {16b)
X = xtxx {16c)




() = x' £(s) (164d)

Esta Gltima ecuacién, puede ser resuelta por wmétodos directos de
integracién paso a paso o por la introduccién de una transformacién
adicional para llevar el sistema a2 la forma desacoplada .

En caso de amortiguamiento proporcional, la solucién del problema de
valores propios es :

2z = n'za* an
Y proporciona un conjunto de coordenadas modales 1, las cuales

diagonalizan el sistema de ecuaciones 13, y tales gue

1 e

vsz z L (t) (18)
£ Y 19
=4

ep que [ (t) es la coordenada modal ascciada al vector 2
1S Yo

La matriz diagonal ot + representa a los valores propios exactes del
sistema reducido y aproximan 2 las frecuencias del sistema original.
Los vectores propios I son utilizados para generar el set de vectores
ortogonales de Ritz, comn :

X = X3 {19)

La matriz X , ortogonal respecto a las matrices de masa y rigidex del
sistema original y aproxima las primeras formas mcdales exactas de la
estructura .

EVALUACION MATRIZ DE CORRELACION MODAL
Si se considera nuevamente las Ecs 6, 9 y 18, se tiene gue el wvalor
cuadratico esperado de la respuesta q{t), en término de los vectores
de Ritz, es:
Big* (11 = B” X°7 ¢ Ly x°n (21)

y donde .t

B{(.‘(j) - t‘,‘:j.["'hi(t-r') hj(t-f!) B {u’(ft)o'(f')) dr‘dt‘ (21)
o o

x] w1
con: £ = T (22)
* X wx
donde los subindices i, ; 1dentifican a los modos correspon- dientes.

Notemos que el Eérmino l(z.‘z,.) es real y que ademds cumple gQque
l((.‘(j)-ﬂtjti}. Por 1o tanto, la matriz de correlaciéa modal es real

Y simétrica. Usando el Teorma de Viener-Echintchinme y pasando al
dominio de la frecuencia se tiene:
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-
L g
Ettiu»(jn»} = ¥ sk(u) I‘k(o,t) IJk(u,t) dw (23)

k=g
Dk
en que : .
I, (e,t) = ‘C‘Iov‘(r‘) h (t-T ) et ar (24)
En gue I*(w,t) es la funcion de respuesta en evolucion y I:k(w,t) es

su complejo conjugado.

Se han desarrollado métodos para evaluar la respuesta modal cruzada,
considerando que la excitacion es no estacionaria [9] 1los cuales se
usan en este trabajoc, perc con la diferencia que en lugar de usar las
coordenadas modales se aplica a las coordenadas de Ritz.

ANALISIS DE ERROR

Hansteen y Bell {12], demostraron gue la inexactitud del método de
truncacién modal es causada por la omisién de componentes de carga gque
son ortogonales 2 los modos incluidos en la solucidn. Por esta razoén,
€S necesario introducir un parimetro que cuantifigue que porcentade
del vector de cargas externos no esta incluido en el analisis de
superposicison.

Por otro lado, el factor de parti~ipacidn modal del sistema reducido,
estd defindo por:

p = x: f (25)

En el uso de vectores propios o vectores de Ritz el factor Qe
participacién modal es un indicador de la contribucién de vector xJ

en la respuesta dinamica del sistema.

Para el caso de un vector de carga, este puede ser expresado en
funcién de los r vectores del sistema reducido, de la siguiente forma:

r
frs }:qjl x; (26)

)=1
Si los wvectores 'xj cumplen la condicién de normalizacién, se puede
demostrar gue g es id#ntico al factor de participaciZ#n modal p . Pox

i )

lo tanto, el error en la aproximacion del vector de carga £, por el
sistema reducido, estiA dado por :

r
e = £ - fr = f —’Eap, .| x, (27)

Con motivo de comparar dos aproximaciones al vector de carga, el error
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normalizado se define como:

e = fle v £t (28)

n

El cual mide la fraccion del vector de cargas gque no es usado en al
analislis. El error se muestra en la Fig.2, donde se puede ver que los
vectores de Ritz definidos de esta manera convergen mas rapido que los
vectores modales

EJEMPLO DE APLICACION

A continuacién se aplica el método de vectnres de Ritz al andlisis de
un sistema estructural compuestoc por una estructura principal y una
estructura secundaria. l sistema y sus propledades se muestran en la
Fig. 1 juntc cun las propiedades de rigidez de las columnas. Los
resultados obtenidos se comparan con los obtenidos a través del método
de superposicién modal tradiciocnal.

En la tabla . se muestram los periodns (T) y sus correspondieantes
factores de participacion modal! (L), obtenidos con ambos metodos. En
el casod de consideraxr todes los vectores modales y un noGwero
equivalente de wectores de Ritr se pwede apreciar que ambos métodos
son equivalentes. Bn las 4ltimas dos columnas de esta tabla se
muestran los resultades para el caso de 4 vectores de Ritz que son los
gue se - usan e=n calculo de la respuesta del sistema, el error
normalizade corcraspomdlente a este caso sSe muestra en la Fig. 2, de
donde se puede ver goe tiende rapidamente a cexo.

:: BUPFRPOSICION DE BUPER POS ICION L
Moo lVECTOlES PROPIOS VECTORES DE RITE

Tineqy: £ Yiseg: £ Ttneg) £

LS ©.8207 0. 3233 . 82487 o. 3233 o. 82487 0. 32353
©. 2830 0. 103 0. 2810 0. 1030 0. 2810 0. 1036

3 0. 1754 o. 0570 . 1734 ©.0%70 0. 1748 o, 0581

- 0. 1391 0. 0%490 ©. 13312 0.03%49 0. 1241 0. 0401

S5 . 11253 ©.0207 O. 1123 0.0207?7

L J o. 1027 ©. o0OPe ©. 1027 0. COoPP

? O.0PpPD Q. 0019 0. 0POD Q. 0019

a o.0388 ©. 0000 o.0%08 ©. 0000

en Qque : ¥ = periodo en segundos.

£ = factor de participacion modal.
Tabla 1. Propiedades dinamicas de la estructura
A partir de los vectores de Ritz obtenidos se calcula el valor

cuadratico esperado del desplazamiento relativo entre el equipo Yy 1la
estructura, esto es u'(t) = n‘(t) - u’(t) cuandoc el sistema es
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solicitado por un proceso estocistico de la forma de la Be. 1. En
este caso, los paridmetros que caracterizan el proceso estocastico se
obtuvieron a partir del registro de aceleraciones de Orion 8244, N@8V,

correspondiente al terremoto de San Pernando de 1971. La figura 3
muestra el resultado obtenido mediante el método de vectores de Ritz
con 4 vectores y el mttodo de superposicion modal. Como
funciones modulantes en la Ec. 1 se uwsaron funciones Beta. De los

resultados se puede ver que el uso del método de Ritz da buenos
resultados.

CONCLUSIONES

El método de vectores de Ritz se puede usar con ventaja en el anadlisis
probabilistico de la respuesta de sistemas estructurales con eguipos o
subestructuras livianas. Los errores gque se obtienen se pueden
mane jar deatro de limites adecuados con un numero reducidc de vectores
lo cual reduce considerablemente el tiempo computacional.
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Fig. 1 Sistema estructura principal y estructura secundaria
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