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No presente trabalho .atuda-se a eatabilidade de ".Dranss axisstmetr1eaa bo.o-
geneas. isotropicas e ineo.press{veis. s.jeits •• deforaato.. finita.. Nestas
membrana. inicialmente planas. atue. car ••• axiais distribu{das 1 e.. As equa
,aes de equil{brio e conditaes de eontorno sac obtidas atraves do pr1De{pio di
energia potencial eataeionaria. CoD8idera-ae 0 material da ••.braDS coao sendo
neo-Hookeano. Atraves de teoria de pequena. perturbatoes fez-.e 0 estude de es
tabilidede da ••••brans. cc.provaDdo-se co. ua aodelo expert-utal rwU.entar. -

The present >lOrltstudi.s tbe stability of ao-a--.. isotropic. 1acc.prea.i-
ble ••abraDes. subjected to finite deforaationa. la thos. i.utially flat _
brenes. vertical and llO_nt lOAAis t and t. acts. The general aquilibri_
equations and boundary conditions were stabliabed throught tbe principle of
stationary potential enero. The _terial va. cenaidared •• beina neo-Booltaaa.
Througbt s_ll perturbations t~ry tbe atability was atndt.4 sad checked vitk
• suple experi_ntal aodal.



o estudo de ••• brana. ~jeit •• a grandea deformacOes fez-se cads dia mais necessa
rio. Seu eaprego i iaprescindivel DO estudo de balOes •• tersologicos, na bioengeDba
ria estudando cartilagens e arterias. sO para citar altu••• dss 1nu.eras splicacOes:

A refer_ia clinica Da teorta n&o 11De&r de ••abranaa i Green e Adlwns [1]. Pore..
atual_nte exist •• _itos trabalbos envol_ndo _lIIbranaa •• grandes deformacOes. ~
quanto _itos pesquisadores estio preocupados cas as equa~s de equilibrio das refe
ridss _lIIbranas. este trabalbo enioea a instabilidade e 0 estudo pOs-critico. -

o preseote trabalbo
tipo neo-Boobano.
eas do tipo forca •

estuda ..-branss anulares de •• terial ~eneo. isotropico do
Eatas _mbranas estic sujeitas a carg •• transversa is axissi.etri
.omento. eatando •• configuracOes de equilibrio obtida~ •• [2].-

A earga ~to eo asir, provoea uma distorcao e cooeequente mudanca das
principais. Davido a hipOtesa de ••mbrana. esta Dio apresenta resistencis
••••• 0 ~ provocara 0 apareci_nto de TUsas us ••mbrana deformada.

tlirecOes
a compTe!

At raves da teoria de pequenas perturbacoes alasticas [3]. potle-se obter 0 nUaero de
rugas que oeorrera na membrana apos a bifurcacao.

Como os •• teriais geralmente utilizados em grandes deformacoes sao elastomaros.
me-sa 0 material isotropico. elastice e ineompress!vel do tipo Neo-Hookeano.
funcao densidade de anergia ~ e:

onde Ai sao as extensOes principais.

Como assume-se usa cempleta simetria. elastica e geometrica tla membrana deformada a
indeformada. A auperffcie midia sera tomada como superffcie de referencia.

Consideraodo-se 0 sistema de coordenadas (o*.e) fixe no espaco, as coordenadas de um
ponto gen.rico, Po' da superficie indeformada sao:

.
Apos a defor.acao. provocada pelos esforcos f e m, as coordenadas do ponto generico
da superficie mid1a da _brans deformada. p. sao:

Xl • r cos (9 + 8) • (5)

x2 • r sell (9 + 8) • (6)

X3 • z. (7)



~randezas estas que quando e 0 ~aso foram ad~nsiOD&lizadas. atra.e. de sua d1.1 -
SaG pe10 senor raio da eeabrana rt.

Util1zando-se os tensores .etri~os ~omo ea (41. e po••I.el obter 0 priaeiro invari-
ante de deformaCao.

_!U.
d II

A enerl1a elast1~. de deforaa~. E. e • intesral .ol ••••trica de f~ II em 10, 18-
to e:

+/. aSd.

·1



sendo: ds· rt de.

A e_rsu potencial total, " def!Dide C080 a diferenea entra a enersia elistica, E,
• 0 trabalbo raallzado, 1r., pods ser .scriU

C080 , i esuc1oD&ria, otllizaDdo- •• 0 teore_ de dlversencu de GallaSe 0 le_ fllD-
de_nul do c:ilculo varucional obti_e:

S' • It·-~

.e 1.* • __ 1' _

Z're3C h110

o probl ••• foi aolucionado atravis de .etodos aumericos, util1zaado 0 metodo de Rua-
se Itutta de quarta-ordea • .etodo do tiro e des aproxlmacOessueessivas, exaustiv_~
te coaentado •• [4].

Diz-se que hi .stabilidade elastica Da __ brana Be eo todos os pontos da Ilesu, a ae
DOrtanaao prlDcipal 0' for _ior que £. sendo £ positive e tao pequeno quanto se de
aeje. A partir de .ntAo ua acresciao Da carsa momento[e. provoeara 0 aparec~ato
d! rasas, ji ••• pels hipOte•• de aeshrana .sta aio apreseata resisteneia i c~res-
•• 0.

Ell [4] foi obsenado que ate _ deterllliaada carsa momento.ie, a tensao
Ie 1lO bordo externo ~ • r2' a partir Mata caTsa surse uo potatode a!nillO
p, prox~ ao •• nor 'Dorolo, r • 1.



A base da tearia de pertur~Oea elasticas e qua qualquer parimetro, v, pode ser as
crito como a Soa& da solu,ao coobecida. v, COlli0 parimetro perturbado Y. Obte. -8e
.atao novas equat0e8 para V. que podelllser •• is faceis da 801ucionar que a equa~
or1&inal.

Mesta eatudo utiliza-se t.oria de perturba,o.s linearizadas, sendo ; •••ito pequ~
os tarmos das equacOes que cODtiver •• potincias das quantidades perturbadas sereo
i.-rados.

eo. 0 apareci_nto des rugas 0 probl ••• deixa de ••••r a:dssi.etr!co. sen_ n.c •••• -
rio determiner as equa,o.s de eqail!brio para 0 novo probl ••••

Utilizando-se a _sma fo~lacao ••••r1aciOD&l do ite. anterior, 0Dda:

r~+ rZ(I+8e)Z + s;1 • rZ + rZ8Z + z2 + + ).2
1 p p, pZ 3

31 \ i( )( )p • ~ e ( )e • -ae-' obtem-se

v • W(r,re.rp' 8, 8e, 8p' z. ze,zp,p.e),
e a energia potencial total pods ser eserit ••

z(rz) • B(r 2'" • 0

r(l) • I r(rZ) • rZ

I' VB + I'Ve -II • 0
p e aliiCz

p j; + pV - F • 0
Z zep



r • ~ + r
a· i + i

08 ·8+ 8

(27)

(28)

(29)

E'fuaeQea difereac1.aia

2- _ _ - 2 02 ~ 2 o. ¥-p rpp+pr,+rae-r(p ',+1)-2 , 'p'p-2 'a· 0

+ 2i!r ,2 j • 0
pp

(32)

(33)

B 2 1 (p-p)". V* cos (i (p-1) lcos Il(e-T)

r - v cos2{! 19.::£2.] sen Il(e-T).2 (p-1)
[p2 T*2 2 T*2 1/2onde T - -

+ -4-)
+ In(p+ [p + -r] )+ Cte ep

pea coordenada do aini., re1ativo da menor tens.o principal. referido anteriormen-
te.

Utilizando-se 0 .etodo de Galerkin. nas equa~Oes difereQciais (30) e (31) com a
substituic&o de (34) e (35). Obtem-se apOs a integracao. uaa equacao relacionando a
carga .o.-oto 1* e 0 nu.ero de rugaa Q. supondo-se a existiDeia de ums solucao nao
trivial para 0 probl ••••

DeDOlllinare.cs de carga critica i* a _nor carea .,_nto das acims obtidas. e co-. iS80
torns-8e po8sIvei obter 0 nu_ro de rugas D que ocorrera na ••mbrana deformada.

Com a fOrBUlacao mate"tica ate aqui deseavo1vida. torns-se possivel obter 0 Qumero
de rugas para a membrana de borracha. com as sesuintes diaenso.s:

[2 • 5.20 c.

r1 • 1. 08 c.



e. que foi aplicada .aa for~ 1* de 10.387. obteodo-se para das1oea.eato .axlao z
7.78 ca.

1* 3.67 3.57 3.56 3.54 3.62 3.70 3.80
a 7 8 9 10 11 12 13

Tabala 1 - lele~ aatra rot&4:io e Du-ro de rug••

iadic.ndo • carp __ ato cr!tica. i* • 3.54, que correspondt a foraa~ de 10 ruee ••
bg •• est •• que pode. ser visualizeda ••• Fotografia 1 a 2.



Nos ezemplos rodaeo. observon-se uaa total cODrordincia entre os resultados obtido.
para carga momento cr!tica e os re8Ultados obtidos em (4J. onde utilizou-se 0 crite-
rio de menor teusao principal.

A pequena clisc:repinciaentre 0 nu-ro cle ruga. obtido experimental_nte e nu_rica -
mente deve-ae • cliversos fator.s. sendo os dois •• is iaportanCes. a modelagem do as-
terial como sando neo-Hookeano. 0 que foi feico devido a s1aplicidade das equa,oe.
ea detri_nto do pequeno "necldng" observado D8 membrana. c!pico do. _teriais de
Mooney-Rivl1.n e a precariedade do trabalho experiMntal. que tinha como objetivo &0-
mente uaa analise qualitativa do proble •••

Em futuro proxillO pretende-se incorporar so problema •• ce..atico. _ior uo linearide
de do _terial e fazer •• estwio experimental cuidedoso do probl ••• aqui e.tudado.
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