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RERAMEN

&mhzaelmdevahde.&h.teoriudemdesnhzmﬁosydtublu
frente a la teoria “exacta” de no linealidad geométrica con grandas desplazamisntos y
peouefias deformaciones.

La discusion se realiza a traves de la funcion flecha-espesor vs. carga ultima en una
viga simple con cargas estalicas y dinamicas aplicadas sibitamente, obteniéndose
resultados de aplicacién practica.

ABSTRACT

The range of wvalidity of infinitesisal displacemert and cable traories are irwestigated
with regard to the "exact” theorw of gesometric nonlinear snalysis with large
displacemertis but small strains.

The discussion is carried o through the retio oertral displacement-thiciress vs
ultimate load for a simole tead with static and sudoenly awoplied dynamic loads.
Practical results sre obtained.

INTRODUCCION

En general cuando una barra esbelta, de material elistioo, es sometida a caraas transver-
sales, en la respuesta coeristen curvaluras v somantos flactores vinculados por la rigider
a flexion, con deformaciones axiales y esfuerzos normales vinoulados por 1a rigioez axial.

Mientras los desplazamientos permanecen por debayo de ciertos limites, los efectos de
flexion oprevalecen sobre los axales e imversamerie cuando se hacen suficientemante
wnportantes .

En el primer caso la respuests puede ser calculada con la teoria de la elasticidad para
deformaciones infinitésimas aplicada a barras, conoCidas COmO taoria técnica de flexion de
VIgas.

En el segurdic caso el problema exige reconocer grandes desplazamientios. es decir no
hinealidad geometrica. perc poora simplificarse despreciando la rigidez a flmuon v en
consecuancia resuita solicable la teoria de cables.

Para situaciones comprendidas snire las anteriores se ceberan tener en cuenta grandes
gesplazamientos y efectos de flexion y axiales acoplados., siendo necesario aplicar un
meLodo Ok andlisis senecal El matodo utilizado correspordde a una formulacion Lagrangeans
actualizada expresada en elemertos finitos v aplicada a estructuras aporticadas Oiaras, de
material linealmente elastico, con grandes desplazamientos y pegueias deforwacionss, bap
la accion de cargas estaticas o dinasucas

La resolucion numarica se esfectia olanteando un oroceso incramertal-iterstivo con
splicacion cdal metode de ntepracion directa de Newmark pers el prablems dinamico, v del
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metodo de Newton-Rachson modificado para el problema no lineal [11.

Resulta de interés practico investigar sobre los limites de aplicabilidad de las teorias
simolificadas, ratando de asociarlos con  determinados valores de algun parametro
adimensional, por syemplo 1a relacién flecha-espasor .

METUDO DE AMNALISTS

La ecuacién de equilibrio dinimico puede expresarse a partir dal principio de los desolaza-
miantos virtuales. (tilizando la formulacion Lagrangeana actualizada, y luego de realizar
una descomposicion incremental necesaria para la solucidn del problema dinamico, y de
lirmalizar la ecuacion de movimiento se llega a (1)
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SONn las componentes cartesianas del tensor de deformacionas de Gresn-Lagrarnpe. "'U son
las componentes cartesianas del tensor de tefwiones de Cauchy, '*'R es el Lrabajo virtual
oe las cargas externas, ‘oshmum.‘*“ﬂiwlummwmw
de la aceleracion, ‘4 es un parimetro de amortiguamierts. y H‘“\li son las componentes
cartesianzs de la velocided.

El supraindice irauierdo incics el instante en Que se evalia, cuarxio no se escribe significa

. a5 un inoremento de t a t4At. El subindice izouierdo indica la configauracion de
referencia. cusndo No se escribe significa que es igual al supreindice.

Pu‘lmolwhmmkl)nvﬁrodmhbmccwmdnelwmﬁmm En
este trabax se wtilizarsé el elemento de barrs mostrade en la figl. Alll se representa al
elamanto en SUS DOSICIONES extremas Correspondiartas 3 un intervalo incremental ganerico,
entre los instardes L v t+8L, ¥y en su configuracion inicial, referidc a los respactivos
sistemas de coordenadas locales y al sistema de refersncia global estacionario.

El vector de incrementos de desplazamiertos redales se esoribe:

"'-(uf.u‘}..“.uf,uﬁ.l') 2)
A partir de Jos cuales se calculan los siguientes desplaramisrics generalizados actualirsdos
t+8t . ¢ :
ui= U+
t+at
Y- u,+u, im4,2 3
et
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donde ¢ es al incremento de giro de cuerda de la barra.
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Figura §: Elmmento de barra y sistemas de referenciss.

El canpo de desplazamienios del elemento suouesto sin cargas en el tramo y referido al
sistema de coordenadas locales es:

G={2}=H& 4)
Uy

contiene los incrementos de desplazamientos de un Duto genérico de l1a barra en direccién
axial y transversal,
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la matriz de las funciones ce forma, donde se ha supuesto variacion lineal y olbica para
los desplazamientos axiales y transversales.

§=\1a T3]

son los inorenentos de desolaxamentos nodales oxpresados en las coordenadas locales del
tiempo t, v ‘Tuhutrummbnmfuuc;(n&lingﬂc a+le.

€n el elemenio de barra se Wabaja con resultanies de tensiores y desplazamienios
senerslizados, coteniendoss 1a siguierte relasion corstitutiva entre sus incrementos:

(R1-[%a] el e ()

i X1

No sa hen tenido en cuents deforsaciones por corte. luego el incremenio de esfuerzo de
corte té se obtiene por eculibr:s del elemento
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Se analizan ahora los terminos de la scuacién (1)

a) Lci,., 1ors 50 ‘v = | EA iy 6,00 Uy + | BT Onus 8,000ty
-5 Hc B ‘s §asl’ & & ®

"ﬁ‘_ es la matriz de deformacion lineal referids a la configuracion t y al sistema
local de' coordenadss actualizadas, C es la matriz constitutiva incremental, constante en
este andlisis.
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Luago de ias integraciores se obtiene la matriz de rigidez lineal "'i,_
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donde "ﬂN_ as la matriz de deformacion no lineal y "f es la matriz de esfuerzos internos
ener ¢ Lempo v , ambas referidas a la configuracitn L y al sistema de coordenadas
locales actualizadas .
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Luego de lax integraciores se obtiene la matriz de rigidaz no lirwal 0 matriz de tensiones

R . t=
iniciales txﬂ-'
Y T ' 3
o) hu» 8:'“ N = 50 13
N ty

donde ﬁudwc&ordnlufmasmutr-mchlehm&omduunmt
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Las fusrzas en extremos de barras se van actualizando en cada paso incremental:

ta
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lugar de wtilizar la relacién (7) donde se han linealizado las deformaciones, una mejor
aproximazidén para tener en cusrka el aoccplamiento entre desplazamiantos axiales y
transversales es:

tﬁ = EA t?q‘ - “(tﬁ"‘ <+ s(‘w) - EA t’%ﬁ

16>
R o= 6 G -gl(té,i,-“:)o‘ +([f-,i. -{-)0')
Resulta finalmente:
R - R - EA ‘_’:i‘t—_‘; . =2B(2e 40y e ZEP(U‘ +2 &)
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donde en la matriz oe masa :ﬁseuenencnmllufwzuumiaMah

traslacion ¥ a la rotacion de la seccion, y
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donde la matriz de amortiguamiento ‘t s& expresa como combinacion linsal de las satrices de
masa y rigidez. t

Entonces 1a expresion (1) pars un slemanto generico, expresads sn el sistema de coordena-
das locales actualizadas al instarte i resulta:

L+t ta
F

e
0
+
- o~
£

cn
L]
o
i
- -
o
|
-
C

(21)




- 254 -

Los ciloulos correspondiertes al paso incremental genérico entre los instantes t y t4At se
inician transforwmando las matrices y veclores de cada elamento de corrdenadas locales "'i a
globales '-xl medtiante 12 matriz de rotacion 'T en funcion del angulo a+t¢.

La matriz t&mmmniwahmuu ‘&mm
globales y #an consecusncia NO &S NECESArio proceder 3 su rotscion (1),

Luego wa or de al ensamble, y scbre la expresion resultarte se aplica sl algoritmo de
Newmark de integracion directa y al esquama iterativo de Nawton Rapshon modificado en cada
paso:

b teatafi) oy egat.(3) oy t (i)  t+8t t48L_(i~i)
™ vV -"¢C v} V) R - F 22
t v + ('.& + tx'*) = vt

En cada incremento O pasc de tiempo t, t4dt, las itersciones de esquilibrip <i) continGan
hasta oue sa satisfagan los siguisntes criterios de corwergencia [1):

"
v t
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F
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S ETQL

donde se ha tomado RTOLe= 1072, ETOL= 107

DISCUSION DEL. CAMPO DE VALIDEZ DE LAS TEDRIAS

Cmdwmwwnmdcmmﬂhbu*lmcmmhm
articulados en sus extremos, de material elistico lineal con limite de fluencia definido, con
carga trarwversal uuforee.

Para determinados valores de la Wz y de la seccion trarsversal se calcula, aplicando cada
una de las teorias sancionadas, la carga aue orovoca la tension de fluancia en la fibra mis
exigida, v la flacha correspondiente.

De ests modo variando ni te al se puade representar la caraa vs. la relacion
flecha-espesor, para cada teoria. Esta operacion se ha realizado para dos valores
significativaments disimiles de la lur, cbteniéndose un buen acuerdo entre los resultados sn
el intarvalo en el aue existe superposicidn.

Se corsidersron dos formas de aplicacion de la carga, estitica y dinamica, por aplicacidn
subita del total de la carga con incorporacion de la misma como masa activa.

Los resultados fueron cbtenidos aplicando, para todos los casos. el método de anilisis
genaral expuestc en el apartado anterior, isplemantado en un codigo de computacion
verificado oon esmplos publioados (23, {31.

umw.nwh*ﬂmmtwg-ud)unmdmh
actualizacion de ooordenadas ¥ la formacion de la matriz de rigidez no lineal, y la
correspordiente a la teoria de cables, arvlando la rigidez a flexion.

Como cbservacion intaresantie cabe seflalar que para carga estiatica la corvergercia mesord
sarsiblamante sisulando un comportamianto dinimioo con carga subita y amortiguamisnto
eritico.




- 255 -

qft}

{
)
|

r.
A-pU

MATERIAL : ACERO  E~210000MPa Gy« %0MPa

RELACION DE AMORTIGUAMENTO : §.0.05

LUZ : L-500cm , 50cm

SECCION TRANSVERSAL:
57¢ e VB,V VT, T, 112 (pera cada luz)

q [kN/m]

~

- N N

V'

RESPUESTA DINAMICA MAXIMA
1 | =+ Teoria de grandes desplazamientos
w—o-e Teoria de flexion de vigas
~—+—+- Jeoria de cables

RESPUESTA ESTATICA

~+-+4-+ Teoria de grandes desplazamientos
o-p-o- Teoria de flexion de Vig&

-+-+-+- Teoria de cables

! ] I

810)] 01 1

Figura 2: Caras oue provoca 1a tension de fluencia vs relacion flechs-escesor




Gy, 0y [MPa] Teoria de grandes desplazamientos
200 X -
N
N
‘60 N\
VA’
[ J
\
120 |~ ~
. N
N\
L
80 '\\ \Gudm
.\
N
40 (-~ -
Omest. ~N
\\\
ol 1 — - we
0.08 01 1 10 100

Fimra 3: Conporantes de la tensitn normal mixima v relacion flecha-espesor

Los datos y resultadcs se muestran en las figuras 2 y 3. En la fig 2 se representa la carga
oue provoca la tension de fluencia vs. la relacidn flecha-espesor, para la respuesta
estitica y mixima respussta dindmica de caca una de las teorias analizadas. En la fio 3 se
reoresentan las componantss de la tensién normal maxima, de la teoria de grandes
desplazamientos, corresoondiertes al esfuerzo normal y al momento flector, cusa suma es la
tension de fluencia, vs. la relacion flacha-espesor.

wwwmwm.umahwhugnmummammws.
pars el caso estatioo se observa gue el error relativo de la teoria de flexion de vigas se
encuesntra acotado entre $i0% hasta uns relacién flach wem=05 v luego crsce
rapidamente .

Los resultados de la teoria de cables comiarzan a aproximarse 2 los exactos para una

relacion wWew20 (error relativo 116%) y a partir de We=30 al error raelativo resulta
inferior & 75%.

Para el caso de la respuesta mixima oon carga dinimica el ervor relativo de la teoria de
flexion de vigas es inferior al 10% hasta una relacion waw=02, y entrs este valor y weml
esta aproximacamente acotado entre 15%.

Los resultacdos de la teoria de cables se acercan a los exactos en forma notoriamente mis
lenta que para el caso estitico w para la mixima relacion analizada we=35, el ercor
relativo es 2%

En téerminos de tensiones puede definirse como arror relativo pars la teor'udeﬂexmnde
vxmdmmmumthnuhml&ﬂmath*
grandes desplazamientos . yor.h“&mﬂndnociaﬁemﬂh tension de fluencia
u la componente debida al esfusrzo axial de la teoria de grandes desolazamientos.
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Asi de acuerdc con la fia 3 resulta oue para ambos casos, estitico v dinamico. para acotar
el error relativo de la teoria de flexidn de vigas en 10%, la relacion u/e no debe superar
el valor 02.

Para la ucriadecablesmelusouﬁuwezmsemmtramrdebmdeliﬂxa
partir de we=14, y para el caso dindmico para la mixima relacién analizada wee=3S, el
error relativo es 1gual al 14%.

CONCLUSIONES
A partir de Jos resultados del caso basico tratado surgen las siguientes conclusiones:

Para ambos casos, estatico y dinamico, 1os resultados de la teoria de flexion de vigas
puaden ser utilizados hasta una relacion flecha-espesor wWe=020 Esto esti aproximada-
mente de acuerdo con lo indicado en (31 para la aplicacion de la teoria de placas delgadas
con flechas pequefas, con cargas estaticas.

Los resultados de la teoria de cables para el case estitico son aplicables a partir de
u/ew20, y para el caso dinamico hasta u/e=35, miima relacién analizada, no llegaron a ser
admisibles.

Estas conclusiones deberin ser confrontadas con los resultados de otros e)emplos como el
de la barra biarticulada con carga concentrada o el caso de la barra empotrada en sus
extremos con carga uniforme o concentrada.

La incorporacion de la no linealidsd fisica en la leoria “"exacta permitiré amcliar el
espactro de problemas correspondientas a esta discusion.
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