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Operadores de Difere~as Finitas Beraitianaa ca. para-etros liyres sio
trabalhados no sentido de se obter al.oritmos consistentes,
convergentes e estAveis para a integra~io de passo .ultiplo e.
problelDas de dinimica das Estruturas. Destaque especial , dado a \a
operador de orde. tris estAvel. ainda nio detetado em trebalbos Desse
assunto.

ABSTRACT
Hermitian Finite Difference operators with free para••ters were
developed in order to obtain consistent. convergent and stable
.ultistep algorithms to solve numerically structural dynamic problells.
A stable operator of order three wich was ianored by classical papers
related to thia subject ia presented.



A inteara~io nua4rica des equa~oes da Diniaica das Estruturas vem seodo
objeto de aten~io de longa data. lnicialmente os algoritmos propostas
tinba. por baae oa operadores classicos de Difereo~as Finitas
Lagrangeanas de natureza condicionalaente .stavel (diferen~as
centrais); operadores estaveis sio suaeridos por Houbolt [1], e.bora 0
trat_ento diapensado .a condi~Oea iniciais ainda mediante operadores
centrais. u.a nova t4cnica de integra~io foi introduzida posterioemente
por Newmark (2), cujo aperfei~oamento contou com numerosas
contribui~oes (3) [16]. 0 .4todo de Houbolt tamb4. foi objeto de novas
conaidera~oes, COllO Duito be. foi exposto em Thomas (17). U. estudo
particular da i.portincia da abordaaem adequada das condi~oes iniciais
foi apreaentado por Hulbert [18] e 0 .es.o autor, e. trabalho bastante
recente [19], volta a chaDar a aten~io para alguaas iaportantes
propriedades do .'todo de Houbolt, Dio verificadas nas demais t'cnicas
de inteara~io (eapecialmente a propriedade de aniquilaDento
asaint6tico) .
o presente trabalho 4 dedicado ao desenvolvi.ento de uma nova familia
de operadores, decorrentea da formula~io Hermitiana de Diferen~as
Finitas envolvendo parimetros livres, dai a denomina~io L-Beemitianos,
de sorte a serem ajustadas conforme as propriedades desejadas. Nesse
sentido segue-se, basicamente, a orienta~io dad. por Collatz (20), bem
como a de outros textos classicos (21), [22]. Todavia, cumpre registrar
que a origem da pesquisa que resultou nos estudos agora apresentados
ta.ou par base primeira 0 texto pioneiro sobre os operadores
her.itianos •• nosso meio indicado pela referencia [23], onde se sugere
o nome de Diferen~as Finitas Plurilocal, no lugar de Diferen~as Finitas
Hermitianas conforme (20).

Um. maneira expedita de se for.ular os
Finitas, e particularmente os hermitianos,
por exemplo, expressio do tipo (20):

operadores de Diferen~as
consiste em se considerar,

onde Y, vem a ser 0 valor da fun~io a ser integrada, nua ponto senerico
da malha obtida pela discretiza~ao da variavel independente,
considerada neste trabalho resular, ou seja, com incrementos de valor
constante; y; ve. a ser a derivada segunda daquela fun~io, de maneira
similar, a, e b

J
sio pari_tros livres, que control•• a ordem do resto

R. A titulo de exemplo, no caso da diferen~a central classica te.-se:
Z h4
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onde a
l
=-1, a

l
_,=2, a =-1, b =hZ, coa h sendo 0 incremento da

I-Z 1-1
variavel independente, e sendo 0 ultimo terDlO de (2), em verdade, 0
primeiro terDlO da a'rie correspondente ao resto R; indicando-se
claramente que, ftaavalia~io aproximada da derivada 58gunda, tem-s.:

1 (y. = y
1-1 hZ 1 )

hZ
- 2y + Y + ~ y. + .••

1 - 1 I-Z '''' 1



cuja ordes de erro vea a ser proporcional. como , sabido. ao quadrado
do increaento.
Os parAmetros livres presentes ea (1) sio facilmente obtidos levando-se
neata expressio correspondentes desenvolv~entos •• s'rie de pot'ncias
da fun~io Y. ou aeja. por exemplo:

e ispondo-se a condi~io de serea nulos as tersos de ordes _is baixa
que 0 desejado para 0 resto R. a Ilenos de us Ilultiplo (20J. J! f'cil
verificar que 0 prilleiro ter.o da .'rie de potencias clo resto es (1)
te. a ordes i.ual ao nu.ero de valores da fun~io contidas nas
sOllat6rias; por esesplo. no caso do operador de NUIlerov-Fox (tamb's
conhecido COllORaD8e-Kutta cleord•• quatro) tea-se:

p : -y + 2y - Y + ~ (y. + 10y· + y. ) + ~ "VI + (5)1 1-1 1-2 l~ 1 1-1 1-2 I~U

lembrando-se que a avalia~io aproxiaada dos terllOses derivactase.unda
i.plica e. prilleiro terllO da s'rie do resto COIl ordes quatro. e nio
seis como e. (5). de aodo an61080 ao colocado em (3).

Os operadores beraitianos cl'ssico5. CCHIO 0 exposto _ (5).
conte.plam. em principia. a ainiaiza~io do re5to (que corresponde a
tornar a priaeiro terao de s'rie do resto de ••ior ord•• passivel). nio
se levando. pais. ea considera~io aspectos relativos a estabilidade dos
algoritlllosdeles decorrentes. Assia sendo. no sentido de se atender
condi~oes de estabilidade torna-se necess'rio contar COIl parA_tros
livres. cujas aa8nitudes sio controladas de IlOdo a conferir nio 56 a
estabilidade. mas tamb'm eventual _ortec~ento nUll6rico.
COIlO pr~eiro operador L-Beraitiano conaidere-se 0 caso do de duplo
passo envolvendo dois pariaetros livrea. au seja:

verificando-se tratar-se de diferen~a central no caso J •• 1 e , •• O.
Nuaerov J •• 10, •• 10/12 e siailar a Ne_ark no easo J •• ~ •• 1/2.
conforae aais adiante eselarecido. A introdu~io de amortecillento
nUll~rieoimpliea ellse toser J a 1/2 e , > 1/4. au aeja:



( 2 ) 3 (8 ) 4 IV+ ""T - 211 h Yj"- """"2r - 2(1 h Y
1

+ •••

indicando-se clara.ente a r.du~io na ord•• do resto de 2 para " fato
j4 bestante sabido(o ••orteci••nto nU84rico sacrifica a pr.cisio).
Pasaando-ae aaora ao operador de paaso triplo, cu.pre adiantar que,
embora eaae operador co.porta trls par'-etroa livrea, tudo indica. no
caso de equa~io da din4aica das estruturas. voltar a ateo~io para u.a
variante de apenas ~ parlaetro livre, ou aeja:

P '"' -Ya + ~ (5 + 4.t)y (2 + 4.t)Y + -l- (1 + 4~)y +~ a-, a-I ~ a-3

+ -t [(1 - U)y· +~' - u.r - Uy· ] +
~ 1 a ~ 1 1- 2 1-3

h4yJV
+ ("-44.C) 24 +. . • • (8)

que no caso ~ '"'0 vem a ser 0 operador de Boubolt. reaultando no caso
t '"'1/4 nua operador eat4vel d. orde. trls, ou aeja:

P '"' -Ya + 3Ya_I - )Ya_1 + Y.-3 + ~ [Y~+ Y~_I - y~-2 - r.-3] +-+ hSy:1 + (9)

cujas caracter1sticas espectrais, confoc.e vai ser verificado. ,
bestante siailar as do -'todo de Ne-.r.Ir..
As condi~oes iniciais. confo~e -uito b_ diacutido e. [18l. devem
merecer trataaento mediante operadorea, no mlni-e. de mesma ordem
daquele a ser empreaado. Assim aendo, para 0 caso do operadoc dado em
(8). per exe.plo. te.-se:

13U -
16

17 - 13U +
16 Y2

132-( - 33 h ' +
16 y.

que, conjuBado com 0 dado e. (5), com i=2, pe~ite iniciar 0 processo
de inte&ra~io passo a pasao.

A equa~io de movimento da Dinl.ica daa Estruturaa apreaenta, na focma
.atricial. a se8Uinte reda~io:

onde [H] , a matriz de ••ssa, [C] a de a.orteci.ento, [K] a de riaidez.
{X} , 0 vetor de desloc••entoa • {F} 0 daa a~Oea externas. Confor_



muito bem posto em [4), 0 comportamento nu.4rico da ua alaoritllO cla
integra~ao pode perfeitamente eer estudado tendo-se por base uma
equa~ao genfrica da decolDposi~io modal correspondente. e, lDais que
ieso. no tocante as caracteristica. espectrais f 0 bastante a
considera~io apenas da vibra~io livre nio amortecida. au aeja:

onde 0 ponto superior indica agora a arau de deriva~io. aendo II a
frequ6ncia anaular natural do .odo livre de vibra~ao.
Ea face de (12), 0 opecador (12). poc axemplo. adquire a aesuint.
reda~io deixando-se de lado 0 resto. j6 auposto nulo de orde. auperior:

COlDh no lugac de At; reaultaado ne se.uinte equa~io de difere~a:
+ (+ _')92

(1 + (192)

8-282

Y - ----- Yl-l +
I 4( 1+(192)

pocquanto a fun~io Y _ (14) • f~.io de nAt. qu.. para At fixo paa.. a
sec fun~io apenas de n. • equ&~io caracteriatica de (14). ••
deeorrencia de (15) fica entio:

cujas raizes sao aenores ou i.ual em a6dulo " unidade (e.t6vel) para
qualquec valor de e. desde que' > 1/4. conforae j6 exposto (no caso do
opecadoc dado eID (8) a equa~io caracteciatica corcespondente v•• a sar
cubica. COlDuma raiz espuria-real). Verifiea-se facilaente que pera , Z
1/4 as raizes alo idinticas as do mftodo de newmark.
Voltando-ae agora ao caso geral dado •• (11). torna-se neces.6rio
estudar como abordar adequadaaente a presen~a do terlIOe. velocidacle.
Conforme sugere [20], basta considerar operadores coapleaentarea
adequados; par exe.pIo no caso do dado •• (7). toma-se

P -2IJY, + (4' - 1)YI_t + (1 - 2,)y + ,hy' + ~y' +1-2 I 4 - 1-1



ODde LJ v•• a see 0 operacor vetorial j corresponcente. No sentido de
se eliainar 0 vetor {y} _ (11) s aancha operacional , a seauinte:
aultiplic_-ae _boa as a••bros de (18) por [M] e a aesllO faz-se co.
(19) por [C) ao-ando-ae a••beo a •••bro os resultados obtidos, ou seja:

_ face da aplica~io do operador L2 ea aabos as membros de (11),
ficando claro ea (24) 0 envolviaento apenas da inc6gnita deslocamento.
No caso de operadores para as condi~oes iniciais, como 0 dado ea (10),
por exeaplo, procece-se de ••neira analoga.
C~pre cbaaar a aten~io para 0 fato de que, no procedimento de
eli.ina~io do vetor de velocidades, 0 resultado final dado ea (21)
apresenta 0 resto com ord_ reduzida de uma unidade, coao alias sucede
com todos os alaoritllOsde integra~io passo a passo. Todavia, tendo-se
em vista que 0 amorteciaento fisico, nos casas da prlitica, sio de
pequena "anitude, a prejuizo na precisio nio tea muita influencia no
reaultado final (0 aaorteciaento n~'rico , muito aais iaportante (5]).

o presente trabalho expOs 0 desenvolvimento de U88 nova faailia de
operadores, aqui denoainados L-Beraitianos, para a integra~io passo a
passo da. equa~Oes da Diniaica das Estruturas, cbamando-se a aten~io
para UII operador de natureza estavel de ordea tres, nio previsto ea
textos cllissicos, COIlO0 da referencia [24], por exemplo. Alem disso,
oferece indica~oes. com base _ (20], de COllOtratar 0 caso de equa~oes
diferenciais completas aediante operadores Beraitianos, de U88 maneira
••is expedita que a eapregada, par exeaplo, ea [25].
Est' em aberto, par ora, a foraula~io de correspondentes algoritmos de
passo simples, bea coao outros operadores mais requintados para a
abordaaea da. condi~Oes iniciais.
Pare encerrar, cabe agora UII coaet6rio sobre 05 predicados a sere.
abuscados nos alaoritllOs de integra~io numerica das equa~oes da
Diniaica das E.truturas. Sio eles [19]:
1- pelo aeDOS de ord_ dois;
2- incondiciooalaente est'vel;J- l.art.ci •• nto nua6rico controladoi



4- desprovido de "oyersboot" (transiente numerico):
5- abordagem das condi~oes iniciais com 0 lIesma algoritllo dos de_is

passos:
6- nio mais que um siste•• de equa~oes implicita - a ser resolvido e.

cads passo.
e, ••is recentemente um novo predicado est' sendo aventado r 19J para
problemas COlI nio linearidade fisica, que consiste De aniquila~io
assintom'tica (raizes da equa~io caracteristica tendendo para zero com
o incremento do passo sendo crescentemente sumentado), Deates
predicados oa operadores L-Bermitianos aqui desenvolvidos, .6 Dio
atende 0 quinto, dada a .ua natureza de passo lIultiplo. Todavia, COlIa
vantage. de s6 operar COlI 0 vetor de deslocamento (0. operadores de
passo Unico operam COlI 01 trt. vetore. siaultaneamenle. au seja: {I}.
{X} e {X}); e lIais, conforme bem coloc.do e. [18J. e abordage.
consistente das condi~oes iniciais nio se coaduna COll'O predicado
iodic.do no item 6. Aasi. sendo. grosso aodo. pode-se assinalar que o.
pr6a e contras do. al,orit.o. existentes nio iDdica estar e.
deavantaae. os decorrentes doa operadores desenvolvidoa neste trabalbo.
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