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RESUMEN

Pr t un esq de iscid dtica del paso de tiemnpe, para la integracié mporal de las
de movi 10 en dindmica estructural y de i lmrponmmesquemddgontm

de Hilber, Hughes y Taylor, el cual es apropisdo para el tratamiento de los sistemas de ecuaciones dif
les/algebraicas que terizan al anilisis dinimico de i La gia de bio de paso s basa
mdugumbdehadmvtdndeudnmpm Mﬁmmb&mmduﬂouﬁu&
mento silido sl método. Preaentamaos gjempl de aplicacidn que ilustran la potencia del
algoritmo propuesto.

ABSTRACT

We presest a scheme of sutomatic tinee step varistion for time integrating the equations of motion in structural
dynamics. The scheme is incorporated 1o the Hilber, Bughes and Taylor algorithm, which is well-suited to deal
with the diffevential/algebraic systems typical of meschanisms dynamic simulation. The strategy for chosing the
time step is based on momitoring the higher order derivatives. An ariginal theory is presented, giving a solid
foundation to the methad. Several sumerical examples are shown, that illustrate the power of the proposed
algorithm.

1. INTRODUCCION

En la simulacién numérica de mecanismos Sexibles, el si de ' a resolver es del tipo diferencial-algebraico
(EDA’s), estando las ecuaci algeb originadas por la introduccion de restricciones para modelar juntas y
cuerpos rigidos. Pars lnugrnendtmpoutamudebe tener particular p ion: los algori }
de integracion de i dife 1 dinarias no dan una soluciém satisfactoria, wmportmdose la mayoria de
éstos en forma inestable al tratar de integrar EDA's.

En jas referencias [1,2] presentamos un método de paso fijo lado por el o~ pars resolver sisteanas de
ecuaciones diferenciales-algebraicas basado en e algoritmo de Hilber, Bughes y Taylor (HHT). En base a la teoria
alli expuesta desarrollamos el cédigo MECANO {3}, el cual ha sido empleado en una gran variedad de aplicaciones
industriales. La experiencia con éste ba sido francamente positiva restando sin embargo salucionar el problema de Ia
adopcién automitica del paso.

lasnmodudepnomuble-mp.odetmpomuddonmmmlmwdpmgm-mw
importancia en probl de aplicacion prictics. Estos métodos lib al usuario de la tarea de seleccionar un paso,
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1a cual se ve dificultada en probl con alta solimealidad, friccién, rigidizacios brusca y en instantes inaprevisibles,
ac..hma&asmmﬂemn' de tiempo que asegure la rgencia d todo e
intervalo de anilisis, y que al ma po 2o invol un costo exagerado de cilculo.

En aios reci warios aut han “&mm,mmmmdummﬁnﬂhdeqn—
mas de integracidn para si dindmicns lineales ( ible a si no linealss). Pro variar e paso de
hl@ldénbmduuuwﬁdddmbd&mmdaduwdwwwmhmh
orden superior. El método fusc que los fund t deicos de tal apraximacién mo )
del todo clarcs. Entre otras peobl a resolver, resta d inar un valor de comp ion. ad do ¢ independient
del problema bajo anilisis. Destacamos ademis que la d ineaciés del error local de ¢ > por difer
entre las derivadas de mayor orden pi tiene ido @ni pars pasas de tiempo extremadamente chicos.
Thomas y Gladwell, nmmlsﬂmh_ﬁniade Agors y prop un método a paso veriabl
que bass su estimaciom de error en la p entee - gados por algori de distinto ordea
de precisién, idea habitual ea algoritmos g les de integraciém de sist de i diferenciales ordimarias
(EDO’s) {7]. Si bien este método funci t en probl de dindmica de estructuras, falls si se lo aplica
di al anilisis de i como most. -dmbmlslﬂndmmu.bmhmpwpudom
forma de sup los probl iginadas por la p ia de restricci alg tabl el intagrad
obtenido posee sdlo primer orden de precisidn y los Iad uns excesive disipacion mumérica.
Anantharaman y Hiller [9] prop usar una ide modificada del cédigo DASSL, desarroliado por Petsold [10],
pero usan una formulacion distista a la para la derivacion de las 3 de A En forma similar

trabajan Simeon, Fiihrer y Rentrop [11] quienes “estabilisan™ las restricciones y wsan o codigo ODASSL (otra versiom
modnﬁﬂd:ddDASSL) Enhmqnmmadwm encontramos que ¢l paso de integracida
peg do quizis por el hecho de paseer el integrador un primer arden de precisia

[12).

Hoﬂ'yTl\lorpan' con i bilidad, lan ¢l paso de tiempo @ base al seguimiento de cargas ¥

por un método parecido al de “longitud de arco” -adoauul-m[m) Lee y Hsieh {14}, por
mpcr&e regulan ¢l incremento de tiempo 4 inando _una fi - ines w, v eligen ua paso
que es aproximadamente b = T, /20, combisando esto con un “método de biseccidn™ panplvvmmdlvergu:na
casos ¢con cambios bruscos. Anbumbaxs » s aplicacida a probl de dina estr 1 s

he g P 1+ ¥

ideas podrian llegar a extend al de i flexibles.

Ensatnbmm&mnm«unmdemudddp-oddgommoﬂn para tratar sistemas
de hemos d liado wn estudic comparativo gue muestra la
potencnhdaddeulalga-nmo[l'z] La ides, a manera similar a lo becho por Zienkiewicz y colab. en su familia de
algoritmos {4], es lar ¢l paso do un estimador de errar local basado en derivadas de ordea superior. Dicho
estimador de error es lizado en profi ““u*trahqodandoul.;“ idn tedrica precisa al método, ¥y
Hlegando a de . ; ing 2 det peob @ .4

P

romleids e 4 plados y multids plados. Ea la parte 4 se describe la segia de
de paso. Por diti en la ion 5, most vatrios ejempl éricos que b 1a teoria. Se pome de
mnmﬁenoads.huuhd:ddd lgori para e amilisis de fend com alta nolinealidad e i , en doode

Enhmm:idsa.nolhmun-h"emghb i ¥ J bl de un grado de Libertad,

5! P

se b ivo por diermimar fuert te ol 3 de imegracicn pars Had

Lo )

2. ESTIMACION DEL ERROR - DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sea (1) una fuacié i del tiempo . Sean ademis ¢{t), §t), ... sus derivadss sucesivas respecto de t. Planteando
ei desarrollo en serie de Tavior en 10rmo a este instante ¢ pars aproxiinar < valor de la funcion en un instante (£ + b),
el error que estaremos cometiendo al evalweri do k& tirminas en o d tlo serd:
i glet1y
BT m
donde k es ef exponente del dlitimo término compieto cu la serie de Tavior.
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En e caso particular del algoritmo HHT, es ficil escribic la aproximacion de los despl ientos que realiza el
integrador en la forma siguiente: "
ot + &) = o) + hlt) + -2—i(¢)+3h’6(t) @)
con
o = 2280 ®
Si que el iltimo término complet. uh’/?i,mwnmuulealgaitnn!:z’hmwndem
cometido resulta:
&
P 21 ©
La detivada de las acelesaci puede ap
4 _HeN-dD
" Y = ¥t) )
Reemplazando la i6n (5) en (4), obt uss estimacién del erroc ido por ef algori de HHT al integrar
usando un paso A 2
=Eesn-qon = Liag ®

La expresion del error hallada tiene validez vnicamente para pasos de tiempo chicos (muy inferiores al periodc del
o‘ahdot consxdeudo) sin embazgo, igualmente seguiremos refiriéndonos a esta expresidn como el “error local de
gracién”. Nos prop a contimuacién analizar o significado de esta ecuacidn para el caso de ser aplicada a
ilad de § i ho mas elevadas de Ia que puede resalver el algaritmo de integracion numérica con un
paso dado.

3. ANALISIS DEL ERROR LOCAL DE TRUNCAMIENTO

Enesta 16 1 un anilisis de la aplicacién de 1a medida de error local de truncamiento, dada por la ecuacién
(6), a diversos sistemnas estructurales. Prmwwmmnwm&mymkhwym
de manifiesto la exi 'deuu“‘ ion erroe adi I® que teriza los val perados del error Jocal
de tr i ¥ que depende ins del algori de integracion y del paso de tiempo. Extendemes luego el

estudio a casos con muchos grados de libertad, y brindamas un significado fisico a la tolerancia usada para controlar
el paso de tiempo.

3.1 Sistema de un grado de Libertad

Tomemos un cecilador lineal de un grado de Ebertad (GDL), ¢l cual aflo esti excitad por un despl 2 micial
¥ no tiene fuerzas viscosas:
F+ly=10 )
con las condiciones iniciales ¥(0) = g; w0) =10. Evid Ia solucio ta al probl planteado es
¥(t) = o cos(wt) )
Sup que nos en el instante ¢, donde 1a solucié cta (1), ¥ a partir de este instante

e&ctuuncs un paso de integraciéa por medio del algoritmo HHT con un incremento de tiempo A. El incremento de

4 1 locidad

P , ¥ aceleraci al pasar del instante t al { + h puede escribirse en la forma
Ay P cos{wt)
hay }=[A)-1] { —Op sin(x) (U]
h? Ay =0y cos(wt)
A(Q) es la matriz de amplificacion del aigoritmo HHT, la cual en ¢l caso sin disipacidn se escribe {15,16] :

A=

o~

14 af0? 1 i-8
[ -0 1-(1+e)(7-80° 1-4- (l+°)(§1 ﬁ)ﬂ’] (10)
- (1 40) ~(1+a)(} - M2
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donde D = 1 4 (1 4+ o) y la frecuencis adimensional 0 e igual al prod de la fi is del cecilador w por
el paso de tiempo A. Los parimetros a,#,y permiten regular el comportamiento del integrador. En realidad, para
L un miximo grado de precisién, Jos parimetros § y v se hacea dependientes de a, el cual pasa a ser o tinico
para libre pudiendo tomar val entre {0, -1/3]. Variando o ee regula el grado de disipaciéa dd algoritmo &
altas frecuencias [15,16].
Usando esta ilti ié que ¢ ervor Jocal medid diante la i6p (6) serd:
e B2 g bintur) + (-—p)neo-(u«)l an
El cociente ¢/lyg] puede ser interpretado como we ervor adi I, independiente de Is excitacién que recibe o
ascilador. Para eliminar la dependencia de la funcida error ¢ reapecto del tiempo, defins la fancidn £(0) (valor
esperado del error adi ional) em la
ticoy . .q0 el .
&y = 2
Q) ol = Tl (12
2
0
3
n]-
vt
o'
s K [ Xie}) 10333
L I . joer
0h: » 10 ¢ s
Figure 1 - Fancién de error adimensional a
Por 1a ecuacién (11), puede verse que £(Q) resulta:
12
a+e)® (14 (3-8 n’)
£0) = (13)
3!(1+(l+a)69’)
En la figura 1 rep esta funcidn, la cual vemaos toma val con la fr i adi jonal 2 del
problema.
La precisida de un integrador se caracteriza usualmente & través del comcepio de radio espectral. Este nos predice s
comportamiento a largo plazo, p itiénd iar para un sistems y un paso de integracién dados el grado de
disipacid érica i ducido. En la figura 1, wwmhmbﬁdrﬁwsputnldddmﬂn'rpmn
valor dado del parimetro a.
Destacamcs ademis en ls misma figura, I frecoencia adimensional de corte Qx. Esta o cteristica del integrad
¢ indica & partir de qué valor las P tes del sist sufren una atenuacidn significative por disipacién sumérics.
Ulmu&,nmqumuuh&mwﬂx=0.6—valormdi¢nleuupm&
licmpoigunlnundée@mddpciododd ilador— of algori ga ya resultados mis que suficientes desde un
punto de vista ingenieril. El radio espectral mininw pars esie valor de frecuencia resulta:
OB . o5 = 09981

Definiendo luego la constante K = £(Qx), o cociente £()/Kq seri estrictamente mayor o igual a 1 para valores
de frecuencia superiores a la frecuencia de corte x. En conscceencia, si aceptamos que, en promedio, se vesifica waa
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Figura 2 - Distribucién de despl ientos imiciales en funcién de la fre is adimensionsl @

Lo

igualdad aproximada entre ¢! “valor esperado” y el “valor actual” del error local, podemos escribir

h? Efe] g(n) 60> Q0
14
GKnlul'Aa Kalel = Ka {<1 i0<Oy a9
Lu@,iintcgruno:hecudéndikxadd(nmupmdeﬁempoulqmuqxueqn:
15]
GKalul lat < (15)
entonces ¢l paso de tiempo se aj i, en pe dio, para plir cou la relacién 0 < Q. Dﬁoaotmpdabrn.d
mismo tomars valores pars los cuales el algoritmo integra ad damente las » de movi de! oscilad
planteado (ver ejemplo 5.1).
3.2 Anidlisis para un sist: multidi: sonal d iad

Ahora estudiaremos el caso de un sistema lineal de *m”™ grados de Libertad 4 lados. Este sist serd del tipo:

i‘+'-'.3i =8 i=l.m (19)
sujeto a condiciones iniciales:
w(0)=w; .
=1, ..m
w{(0) =0

El error local evaluado segiin la ecuacién (8) resulta ahora un vectar; su porma serviri como nwdida global del error
cometido:

A

el = 5 a7 an
En el anilisis siguiente determi 1a significacidn de esta dltima cantidad. Deb notar pri que,
como las i de movimi estin d pladas, el valor esperado para cada componente del vector esror tendri

la forma dada por la ecuacion (13), o sea:
Efe:] = [pagl £lwib) (18)
Para un sist dinimico homogéneo y sin amortiguama como el (16), la excitaciéa micial es Jos desplazamicntos
dada por el vector y, es representativa de Ia distribucion energética total durante toda la evohcion (ndtese que en
t = 0 toda }a energia e de deformacica; luego, para cada Ap te, é5ta va biando-s cinética y otra ver a

energis de deformacidn, pero al estar los oscilad: d plados, cada uno conserva su energis total inicial).
En la figura 2 mostramos la distrib

de despl ¥ iniciales tipica de wh sistema en términcs de la frecuencia
adimensional ? = w &, para dos valores distintos del paso de tienpo hy . hy. Vemos que al disminuir el paso de tiempe
usado en el integrador. se produce una traslacidn de }a curva hacia la zona de bajas frecuenciss, en la cual ¢l integrador
posee mayor precision.
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Una estrategia apropiada de seleccidn del paso de integracion deberi elegir éste de forma que las componentes ded
sistema que mis interesen en el cileulo de la respuesta sean integradas correctamente. Ep otras palabras, la frecuencia

di jonal £ de las p de mayor ido energético (de mayor participacion en la respuesta) deberia
ser inferiores a la frecuencia de corte Q. anm&mummmneplqum‘unel cumplimiento de
este objetivo, basados en o “seguimiento” del error local y la correceién del paso de i Mn para plir que o
mismo se ubique por debajo de uns tolerancia dada.
Al de ua sist é plado, ¢ valor esperads del erroe resulta
& 0y N o f. i\
Eiel} = SEQAH] = (Zn.’ t’(n.-)) = (Z».—’ YD)+ Y m! t‘(n.-)) (19
. . Nx
donde (1., es la mixima fn ia p te en o sist (16).
Counsid do que ambos térmi deatzo de In rais cuadrads som estrict te positivos, podemos escribir que
Om Lo e}
(Zy.,’ :’(na)) < 5 EBasll (20)
fNx
Recordando la definicién de la te Kn = £ (Qx), y aceptand la equivalencia entre ¢ valor
esperado y ¢l valor actual del error local, pod Ia siguiente desigualdad
an 1 . 13 ¥
(Ew) <k (Ewee) <ima a
Ox
Luego, 5 integramos con un paso de integracicn que asegure, instante a3 inst , que:
A? -
mlAYIISTOL (22
entonces podemos inferir que is suma de amplitudes de los oscilad de fr is superior a la fr ia de corte

estari por debajo de la tolerancia TOL:

Ou 12
(Zu.—’ ) sTOL 23)
Ox

En consecuencia, el paso de integracida que elija ¢ algoritmo se regulari para integrar correctamente todas las
de amplitud tal que deban ser ideradss en la resp a final, y disipari aquellas componentes de

h;;lmphtud—demumfamnTOb—ydh&emeamquemnude és ret en la solucidn. La gama de
energias disipad estari en ia regida por el valor de TOL.

3.3 Anailisis para un sist Itidi 3 1 lad

Estudiaremos finalm el p i de un sist dinimico estructural (Lineal) del tipo:

Mg+ Kq=0 (24)
con condiciones iniciales q(0) = q; Q(D)=0ydmdeMyKaoal-mun'eadzn—lyrigidampectinmenuy
q es el vector de despl » en ¢ s de denadas estruc les. De aqui en mas denotaremos con y &
las denadas modales del sist (24)

q==8y (25)

do & la que 2 los ant del probl de \!
Ké =u]Mé, = ® =  da) (286)

Asegurand que los aut son ort & pecto de ls mass,

aT™Me =1

7
FKE® =W  wsendo W = diagle?) en
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el sisterna de ecuaciones diferenciales (24) puede ser proyeciade sobre su base modal dando us s d lad
similar al (16)

F+ely=0 izl .m (29

A partir de Is ecuacidn (21) podemos eacribir:

0 13
(Elw.—l’) < G HAT = IR = oo (AFTMAY )
N
en dande bemos usado la identidad M7 $$7 = I y la equivalencia entre val perado y actual del emror. B
resultado anterior nos das una acotaciée para la amplitud de despl ientos de las comp tes del mst de
frecuencias superi a la fr ia de corte. Para resultar de utilidad, debemaos trar una itad

o -y

de la cual ésta pueda ser comparada. )
Sicdcuhmltnmddmladedsphnmi-tamddeinidda(’nduymdotoduhw,himpm

s {recuencia) vemos que:

ol = (F70)"” = (STMT#87Ma,) " = (T Mau)'” 30

Lucgo, combinando este Jtado con la i (29), obt Ia desigualdad:

5 (84" AF..)'? a3y

(Eﬁ‘n ) el (Aa’MAa)"’ A

9 Mg, 6Kq (9 Mqq)'/

siendo AF o, el vector doade se Jwn. dos los “saltos” o “diferencim” de las fuersas de imercia de wa

paso a otro. Logramos asi muoudé-dmaquedehmugiawulddlhumqnudiuﬁbuyenmh
p tes de ia superior a s fr is de corte.

Ea casos generales (por gjemplo, e problemas disimicos mo homogéneos), Nﬂnphmdmdedqhnm

malsn(n)paunvmdedmderd-encnq., que da i !

NG

En e apéadice A-1 prop una forma de evaluar este vector de ref 3a pars modelos de _—,M,Deni
en mis denominaremos £ al valor de refereacia dado por £ = (QAMqg)t. El vector de desph ientos de rel
para la estructura en ideracion ~qu- s calewiado uma vinica vez al 3 de la integracid

Enmxmdeﬁnmulf‘nﬂumw&uwwm la forma

eut = —— (347 AF.) < TOL 62)

61\[

‘.L -t

egi dcndecc:ﬁhlpaodemu:grmmldopwunpuoulq-ednéomrelwvou
inferior & una tolerancia TOL fijada por el wsuario. El desarrollo realizado anteriormente Bos permite asegurar que o
paso de integracion que adoptars e algori hunqnehew;hdmpuhaemmmupaTOL.h
suma de amphbitud dales de p pers alafn ia de corte estd limitada por ¢ valor de tolerancia

fijado: n
2\ b
(B1)" o -
Ir
&mmquhgnmn“nmumkmdmdummu.m
cambiantes en el cursc def andlisis.

Debe destacarse que la tok ia TOL resulta total ind di del probl En los ejempl limad:
un valor TOL = 1 x 10~3 g6 resultad dudenpunwdevmw con pasos de integracice
spropiados para el problema tratado. Todo of amilisis precedente esti realizado considerando que k e aprazimeda-
mente te y los s a imtegrar som lineal Es posible extender lo visto a casos no-lineales basados e
uns linealisacién del peobl Eala a 5.3 p un qemplo econ marcada nolincalidad, obteniéndoge

excelentes resultados.




- 194 ~

4. ESTRATEGIA DE CAMBIO DE PASO

En la seccién anterior bemos desarrollado uns forma de estitnar un error relativo, que depende de las caracteristicas del
sisterna y del paso de tiempo usado. B ahora fijar una estrategia de variacién del paso de tiempo A tal que
lleve y t durante el cilculo~ al esror local medido por la ion (32) a val inferiores a la tolerancia TOL.
Pmncwheeuaeo-huorh P y t vdlidos los criterios de precisién y estabilidad del sigoritmmn
de integracidn, el paso de tiempo se deberi L te d te lapeos prolongad Ea ia, Ia
mmaqwdéemnwm”mumqummtmummmum
modifk p del i to de tiemnpo que degradaria el algorilmo.

Apalizando la iéa (13), pod 5 el efecto producido sobre la itud del ersor al variar el paso de

- e

tiempo. Liamendo r = A, /A3 al cocicate entre dos pasos de tiempo A, y by, podemoe ver que

tt(B1) = tear(hy) 7* (34)
siendo § wa coeficiente que varia entre 2y 3, en Ja formas

3 s0-0 -
{2 &o-w (

Vemos que la variacion del error depende del contenido fr ial del sist en anilisis. En Jo que sigue adoptaremos
(en forma un taato arbitraria) 9 = 3, que la estrategia & seguir nos independisari en parte de esta decisién.
Decidiremnos el nuevo paso de integracion de do a la relacidn entre o error relativo calenlado y la tolerancia fijads

por el usnario, basados en ideas expuestas en la refe ia [7]. Siguiendo um criterio conservativo, buscaremos que ea

Momdmu&n&nmuu‘hlgﬂ.hwhh“ ia. Dife 3 Cuatro casos:
i. Si e exror supera la h e paso anterior y Jo Jeul do un incs de tiempo
igual a I mitad del valor anterior.

ii. Si el error es inferior a la tolerancia, pero mayor que la mitad de ésta, aceptamos ¢! paso calculado pero el proxime
incremento de tiempo lo disminuimos tratando de lewar el error & un welor TOL/2, siguieado la ecuacién (34)
(ver figurs 3).

ili. Si o error & inferior a la mitad de 1a tol ia, pero superior a un octawo de TOL /2, mantendremos el valor del
paso. Este ariterio se basa en que, de do a lo indicado por Is iom (34), de aumentarse el paso al doble
del valor anterior o ervor pasaria 3 superar la cota deseada (la mitad de la tolerancia).

iv. Si el error es inferior a un diecisei de l1a tol 3 pt ol paso de tiemp for ¥ d

nuevo incremento al doble del valor precedente.

La figura 3 presenta un diagtams de fiujo, en donde se apreci ! ente las disti
seleccion del nuevo paso de tiempo.

& seguir para la

5. ZJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn p di jemplos de splicacidn. Las pruebas fueron realizadas utilizando el programs de
anilisis de WMFXIANO 13}, -.Ianl:emcotpuéd algoritmo.

Comenzamos mostrando casos sencillos {sistemes de un grado de Libertad), realizando us estudio p étrico que
permite verificar la validez de las ecuaciones (14,15).

Luego calculamos la respuesta en ua probl dinimico Lkneal multidi ional, poniendo de manifiesto la capacidad
del algoritmo de adaptar el paso ¢ integ d d te las p tes del i fecti excitadms. Los
resultados son wsados para verificar las predicciones de la tearia pars casos mullidimensionales.

Por tGltimo pr dos ejemplos de wmos con alta no-linealidad ¢ impacto. Se aprecia ea estos casos la

capacidad del método de

g , en un pn ¥ unico andlisis, resuitados de muy buena calidad e problemas de
dificil soluciéa.

5.1 Oscilador lineal de un grado de libertad
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Figure 3 - Estraiegia de scleccidn del pase.
Analisamos un sistema de un grado de libertad {como el planiesds e la iéa (7) ) pers dos valores distintos de
rigides: wi = 1000 y w3 = 100; hmmhaaﬂ-mpzmnnﬂ_nm‘aopmm
J de tol is del algori de control del pass:
£(Q) a?

e = WM < TOL
(meonhm(l())yawwcmﬂdmbmmmndm
Eo Ia figura 4 representamos en ordenadss la tob 3 np ¥ @a absciess }a fre ss adi ! caleulade
como o prod de la f ia del ilad nammwmdwuw
demis en Ja mi figura ia funcién £(2)/Kg calculeda por ln ida (13). La di ia entve ésta dltime y Jos

dmmd:hzﬁedmmmkmdman‘hm;hu&hhh““
1w

| g

TOL
3

Andhsis paramdivios veriands ls ol s de indeyracid

Debemos notar que pars vas toleraacia TOL =1, d*ﬁt‘mum&mﬂphm
adimensional toms ¢l valor R = 0.4 ¢n embes camas, pedxiems & ia frecuencia de corte Oy = 08, Eoto comcide
plenlmemeconhspredncmonadehwom(wpuu‘ozl)
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La figura § final \a variacién del paso de tiempo para ol caso TOL = 1, w? = 100, en ¢ curso de la

o

107
LY JEE LS

T Yy Ty
1.08 3- . .- .90 [ ] n.» 13.08

TiInE
Figure § - Oscilader lineal de un grudo de libertad
Ewslucién del paso de tiempo; TOL = 1; o> = 100

ru L

3.2 Estructura aporticada

Con este ejemplo p é b Ia teoria para cascs meltidimensionales. La estructura estudiada es mostrada
 la figura €, ¥ posee las sigui cleristicas fisi ires | A = 32x 1073, momento de inercia | =
1.707 x 10~%, demsidad p = 7800, midulo de elasticidad E = 206.01 x 10%, coeficiente de Poissan » = 0.3. El valor de
referencin y o pari o del algori valen on este cas: £ = 34.0412 , & = —-0.05.
1 © ] b
T'__f 7 s T
. )
I k<] ! L ] 10 =
'.'i v =
| .
. g —
° E-]
T
T
L .

Figure 6 - Estructure aporticads

La tabla | ra las f 3 teristicas de la estrectues. Pars uns relacidn odo lo exp en la
teoria, Ja excitacion fue del tipo “despl tos miciales”. Se iz dos casos: WDO, en que la excitacién es
al que exeit ialk ias comp de bajs fi i2 del sistesna, ¥ un segundo, ea donde se busc excitar
frecuencias mis elevadas.

a) Exctacidos predomi te en las tas de baja £

{
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Tabla ]
MODO PULSACION [rad/s] MODO PULSACION frad /o]
1 5.542866E4-01 ] 2.793033E4+03
2 2.69395S8E4+02 i J 3.541398E403
3 3.832101E402 n 4.4155T1E+03
4 $.230052E+-02 12 S.9857943E+83
§ 9.943448E4+02 3 $.182647E4-03
[ 1.796312E+63 L] 9.423862E+-03
T 2.3409508E+03 15 1.45639TE4+ 04
s 2.655421E+03 18 1.662069E+04
Se impuso un desp) i inicial en la componente vertical del modo 1 igual a 0.008, y ee pidié que el resto de los
desplazamientos fuera ul que la estructura se cacuentre en equilibrio. Esto indujo una excitacion esencialmente ea
dos de baja f a, como luego. Se reali dos anilisis de la respuesta, pars dos valores de tolerancia
diferentes: TOL; = 1. x W" ¥ TOL, = 1. x 10~*. Demominamos & estos casos PMB1 y PMB? respectivamente.
s =
J —— a2
2]
2
E
=d
T 1
© o
-8
g -q
=2
@x1
o
& hi
s i
Sﬁ
.00 896 8.3z o4 sae o o a1 .28

T 107"
Figurs 7. Pértico, easos PMB1 y PMB2. Evolucién de la posicién vertical dcl node 1

En las figuras 7 y 8 se pueden ver las posici y aceleraci iculadas pars ambas opciones en la compomente
vertical del nodo 1. En la figurs 9 es trada la evolucidn de los resp Ivos pasos de integracién, pudiéndose
deternuuuunpmpromednoh,_ﬂxxXO“’ndmcuoyh—Olxlﬂ"edn‘ndo.

Para validar las predicciones de 1a teoria, se caleuls la proyeccion de los despl 3 iniciales en la base modal, y
8¢ representaran €stos en términos de la frecuencia adi jonal p di (c&lcwhdl do ¢! paso de tiempo medio
dado por e algoritmo). La figura 10 Ia distribucion de despl dales iniciales {en valor absoluto),
e funciée de la fi ia adi wonal. E» la mi ﬁ‘unaep.edt probar, combmando los val visios ea
la tabla | con un paso medio A; = 0.26 x 10~2. que pars uns tol de integracion igwal a TOL, = 1. x 10~? s
mugucone:hmauunmlonodo(hmmum) Para una tolerancia de TOL, = 1. x 1074, que lleve & un paso
medio de Ay = 0.1 x 107 (figura 9), vemos que sou tres las comp que p i i adi 1 @ menor
que la frecuencia de corte Qx (linea de trascs). Es pasible iguaimente comprobar ¢ cumplinsi del acot

d

en la idn 3.3. Ademis pod ver en b figura la traslacidn que sufre el espectzo por variacion de la
toleraneia del int 4
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Figura § - Portico, casos PMB1 y PMB2 Evolucin del pese de integrecién

b) Excitacién de modos intermedios

Para excitar P dales de mayor fr se impusi los siguientes despl r iniciales: la
componente vertical del podo | igual s 0.006, }a cemponente horizontal de! nodo 5 igual a 0.01, y o resto de Jos
desplazamientas tal que la estructura se encuentre en equilibrio. Se realizarcu dos anilisis de respuesta transitoria,
para distintas tolerancias. casos PMMI (TOL, = 1. x 10~%) y PMM2 (T'OL; = 1.x 10~4). Ea 1a figurs 11 graficamos
la vanacion en el uempo de las aceleraciones verticales de! nodo 1: elegi P ar las aceleraci
permiten apreciar mas claramente ia el de ¢ de alta fr ia en la respuesta dini

' Y8 que

b

Como sc puede ver en la figurs i3, pars los qusmos valores de \olerancia exigidas que en los casos PMBI y PMB2,




- 199 -

wt
tyo . 3
w0 * ]
E /\ !
»'r- mz \‘ !
E R i
3
..E 1
3 3
F 3
et o >
’W‘M Pértice, casos PUBI,P”R Q
Despl send icisles en funcién de la frecuencia sdimensional
el algoritmo detecta la exi ia de P de fix is mis alla cow pesc en la respuesta y produce wna

reduccién general del paso de tiempo. Se aprecia que para ¢l caso PMM1 (TOL, = 1. x 107%) y con un paso promedio
h=0.ﬂxlo"(ﬁ‘-nl?),umnwbhm&hmhmmm Pare d

caso PMM2 (TOL; = 1. x 107%), ol & ncluye nueve comp t dales (hy = 0.18 x 10~%) debajo de
la frecuencia de corte. Igulqn-dqqhm aqui s pasible verificar que Jo normas de las amplitudes de
los despl ientos modales iniciales que se wbican por encima de la fn in de corte, & menor que la tolerancs
icid .

: =

k —— e

s.on o0 PR . (%4 *3 o3  sa | se
1€ 107
Figure ]1 - Pértice, cases PMM1 y PMM2. Evelucién de la ectieracié rtical del node 1
5.3 Casos no lineales -
En esta ién pretend gemplos con alta no-linealided en o = & resciver. Fueron diados dos
casos: un péndulo doble como el mostzrado e la figura 14 ¥ un ) de barras articuladas con blog ambos

mvolucran ecusciones de restriccidén de tipo algebraico.

33.1 Péndulo doble
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Figura 13 - Pértico, casos PMMI y PMM2 Q
Despla sentos modales micisles en funcion de ls frecnencia adimensional

Los eiementos de union fueron comsiderados como cuerpos rigidos y las masas concentradas en los nodos: my = §
¥y my = 2 (ver figura 14). La excitacién impuesta fue una fuerza bonzoutal en e nodo 2 con la variacién temporal
indicada en la misma figura. La tolerancia adoptada fue TOL = 1.x 10~* y el parimetro de integracion del algotitmo:
a = —-0.15.

[-2] 1

Figure 1§ - Pénduio doble
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En las figuras 15 y 16 se muestra la variacién de la posiciém borizontal de Jos nodos 1 y 2 en el tiempo, ui:cmo‘
la evolucién del paso de mtegnodn La integracién fue realizada correctamente y puede apreciarse ¢émo el paso de

tiempo se ajusta automs enelt de la simulacién (figurs 16).

P

< — u_«1

P —— e0NK 2
3

4

s

1
35
A —
8

3

*

‘tes 608 168 2.8 | 33 488 | e 3.8 oae

TinE
Figura 15 - Péndulo doble. Eveluciin de la posicion horizontal de los nodos 1 y 2

-
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s.0 0.0 1.80 2.0 | 3.2 430 e s e
TivE
Figure 16 - Péndule doble. Evclucién del pase de micgracién

5.3.2 M ismo de b articuladas cou bk

9

Consideramos este caso como el ey lo mnds exig B : consta de dos vigas. articuladas emtve o ¥

vinculadas, una de ellas a una mluuipv 1a otra a un apoyo deslizaute sobire ¢f ¢ye 2 (figurs 17). Se simuld e
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B om0 \

Figura 17 - Mecanisme de barras con bloguce

wm“mmwammmum&@MdWIMwhbm
u‘—tyhmtnhBu q E! modelado de este fend se logra introduciendo la ley de variacién del

o en B i da e la mi figura.
Luwu:w‘bﬁtumeunbdddnmm:imlormnlA:l.BxlO",MdeinadtI,,:‘.!xlO“,
densidad » = 7800, médulo de elasticidad £ = 2.101 x 10}, coeficiente de Poisson ¥ = 0.3; y los parémetros de
integracidn: TOL = 1. x 10~* y & = ~0.15.

En la figurs 18 se a la variacidn del ingulo # con el tiempo y en la figura 19 la evolucidn del paso de integracida
h. Debe destacarse la capacidad del algori de disminuir el paso en los tos de impacto y arlo &
s posible, logrindose de esta forma una integracién dmica y muy p

L]
b d

el

;

U IS

-

T LR

"= e 2.0 3. «.00 1.00 ..» 7.9 [y
TirE

Figura 18 - Mecanisme de barvas con blog Evelucién del ingule de aperiurs de barvas en el tiempo

6. CONCLUSIONES

H p do un algori de integracidn temporal a paso variable busto y efici La estrategis
de variacion del paso se bast en mantener el error Jocal (calculado en base a derivadas de orden superior), por debajo de
una tokrancis especificada al comicnso de ia inmtegracion. Se establecio una correlacion adecuada entre esta medida y o
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Figura 19 - Mecanismo de barvas con bloguco. Evolucién del pase de integracidn

paso de integracida, de forma de t el mi en val propiados. Se d |} varios ejemplos numéricos,

encontrindose una total concordancia con las predicciones tedricas ¥ mostrando la potencialidad del método prop

La metodologia d llads es alt te original y edsoluiemente general Dicho em otras palabras, si bien en este

tnb;jo n," Ia mi al algori integrador de Hilber, Hughes y Taylor (HHT), es posible emplear ésta en
ly t dor implicito para formular una estrategis de variacién del paso. Menci igualm que, bajo

hopund&noll-dn,nomhmudosamhnhfmoatv\ﬂl. Bien podri; birse otras binaci

de locidades y despl - qudnh;unlmmum(o‘ﬂw')wugmnmm

funcicnamieato del algoritmo. Dicho tema serd objeto de préximas investigaciones.

En la implementacién actual d¢ MECANO, el método mostré excelentes resultadcs, permitiendo resolver en forma
directa probi con alta nolinealidad ¢ impacto (ver ejemplo 5.3.2). Estos casos resultan excesivamente carcs, o
bne-deanmpoabhrsdndénpmhdxﬁcﬂadmbsrumwmmdod‘mmapmw

APENDICE A-1: CALCULO DE LOS VALORES DE REFERENCIA

Para calcular el valor de refe ia £, se hace io fijar val teristicos en e vector qn:

= (kM an)"”? “-1
En nuestro caso, el algoritmo fue usado para anali i € implementado en el progr MECANO [9]. Se
hicieron, en consecuencia las siguient ideraci

i) Para los GDL de rotacién, el programa maneja valores de ingulos comprendidos entre 0 y = luego adoptamos
como referencis pars dichas componentes ea qp una décima parte del miximo

TRy pe = 7/10 (4-2)
ii) Con respecto a los GDL de trasiacion, MECANO trabaja con “posiciones” en lugar de “desplazamicntas”; pars
tener un valor que corresponda a las di 3 del probl elegimos dich g en la forma
Ly
e = JREL “-3
donde L, e la longitud de la disgonal del pri tangular que encierra al modelo en su configuracién inicial,

¥ NEL es ¢l niimero total de elementos.
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iii) Final pars realizar el producto {A-1), se utiliz6 I is de masss trad
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