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Anal.1sa-_ 0 escoa~t.o laainar de nut" vtscosos. newt.on1.-
• incompr~veis _ dut..os r_t..il1~ de ~o t..ransVW"sal
arbi1 ..r4ria. ut.j,liz.ando 0 _t..odo dos .l.-.t..os t'in.it.os. Para t..al.
apr_ent..a-se a tOl""u.la.;SO vari ad cn.al cia equa~So diterencial
parcial eUpUc:a de -.gunc:l.aordela. Est.e tormal.1SD:)• discreUzado
ut.j1J zando el_t.o. t..rj,AIlIgUlar_ coe t..rh pnnt..~ nodIli•.
Obt..•••-s. a dJ~t..rlLuj~o doa vcloc:idade. a _locidadoP -'dJ.a. 0

valor eta vclocidade Uxi_ •• ~ de pr_ao ao longu do dut.o •
o cOIIlpI"J_nt..o tie ont.rltda hi drodina.Lco.

Salut.ions are .hoooln tor tot. laainar inc...-'-..ible newt.on1_
viscous tluid flow 1n st..raight. d!.rC:lsof arbit..rary CJ"OIIS secUon
Ul'<ing t..h. f'1n.it.e el __ t.. .-t.hod. 1he _t.he_lJ <:AI •••.•• 1 ror t.hl••
probl_ 1. sP- by an ellipUc second order parUal ditterenUal
eqU&t..J.on. Tr1aft9Ular .1_t..s wit..h t..br_ noct.l point..s are
uli lizecl t..o ",'1'01'. U. discr.u._Uon. "'-locH.y. average
_loc:it..y. aaxi __ locH.y. pr_sure drop and il)l'drodynaaic: ent..ry
l_nqhl are cal c:u.lat..eci.

o _c:oa~t..o lamnar desenvolvido de nutdos newt.on1anos
incc.pr_sivw!s no int..erior de dut.08 rel.J.IJ..- de seo;:Sot..rans••.•r.a1
das _is variadas tor_50 t.._ sido obJet..o de in_t..iga~.o. Shah • London
(11 rizera. u_ c:olllpilao;:.o abranv-ot..e ~t..es t..rabalhcMIreali_dos.
N_t.as pesquJ sas t.... si do ut.i1i zados os aaJ.s vari ados •••.•..odos. t..ais
C:0IIl0: dit.renoras tinit..as. .J.._nt..os tinit.os. al:ni_ quadrados.
t.ranstor_~e.s contor_. separao;:.o de vari4_is. ent..r. out.res. Nos
IIIt.1_ "'nos. Apareeido un. Apareeido • Cot-t.a (3.41. Aparec:ido. eot.t...
e Ozillik [61 ut.Jl izara. a Tknica cia Transtor..cta Int.egral General1zacla
<TrlG) para r_ol_r escaa-\t.os clest.a nat.urona _ dut..os de seo;:lIo
t..ransversal t..riaf\9u.lar. hexa~l. • t..rapezoicla.l. 0 aOd.l ••• nt.o
_to ••••U.tco dest..e t..ipo de escoa~t.o • _lhant..e ~qu.l_ que oc:orr__
out-rCGren~noeo rJsic~. t..Ais cc.o: Transter'lIne!a de Calor. DJrU5Jo de
Geses. Esc:aa.ent.o •• Meto Poroso. Nagnet..ost."t..ic:a.TorsSo. l.ubrtttca~lIo
• .u~t..os out..res. Est... -S.l ••• nt..o •• t.t..uado ut.ilJz.ndo equa~e..
direrenetais parci.ts .1fpt.Jca •• n.. ..-gundA ordea nSo ~.ne_ e c:oa
ce-f'it:i ••nt._ vAriA_ts, a.c:.nl.-.nt.... e.e-t... •. ApMrllCido un
~envol vor.. ~ sol uo;:Sopara _t... cl •• _ de -.quaere... usaodo ° _t.odo
des el._nt..os tinit..os. N_t..e t..rabalho apUc..- _t.a. id6tas n&~i_
••~pecttica do<>escoa-.t.. •• ac1_ r.t.r1dos.



o .odela_t.o _\.edt.ico de ~ escc»_nt.o do t.1po acl_ r.r.rido ~
~do at.ra""s da adequada .1-.plit'lca~1l0 das equa~tles de Navier-St..okes
• r_ul t.a na sevui nt.. equa~So:

M condlores.sde cont.orno -.is t'requent.••• nest.. t.lpo de escoa_nt.o. silo
_ de nI'o eac:orrev•.••nto • a de si_t.ria. A pri_ira illlp1lca que n&s
paredes do dut.o • ~locldade do t'luido " iliJual lk da respect.1va pared••
a sevunda que 0 rlwco de quant.idad. d• .,vi_nto " nwo 1>&S r8liJitles d.
51 •••••• 1•• doKt.e IIOdo

",""x.y)
JIi

Mas eqs.C1-3:). u(x.y) " • dist.ribui..,llo de velocidad •• Up a velocidade
NO parede. C " u-. c•.•••••t.ant.. i gual II t.Axade qued&d. pressll:o ao longo
do duto. Sp " a r8liJillo do cont.orno det'inida per paredes. Sq " a revillo
de .1 ••••••i. do •• coa_t.o •• n " u. voersor norll\Ll l Sq. Na F1gura 1
_t.ra __ • ~la do cIoIa1niobidi_ional mult..ipla_nt... Ce>ne)IlOA.
1-. cc.;) os conlor_ Sp • Sq c__ respect.i vas condi~&s de cont.orno.



Ut.1lizando a '--1a do alculo V.,.iadcnal eatUda _ Yainberg (7]
•• conl..·••-••• u fune1cnal ceo••• pendent.. h ••.• (1-3) qUIt " 0 -.gu.lnt.e:

DI.vi d1ndo-se 0 ckMItAlo A _ E sub--da-tni _. • ccnsideranclo que _
opet".~ Int.egral • _t.6rio •• 11.-,._ •• eq. C~) l.or _

E
J[uCx.,D] ••.I f[~x.y)].-

A dl v1.JIg do c:Icoatni 0 A _ u-. quant.1dad. ('1ni t.a de ....a.-oo.1 ni_
I.•••••• f1nit.os. de agora _ diaat.e design&dcs par __ t.c. f'init.os.
poBsl bill t.a 0 arb1 1.,.10 de •••• runcrSo ••••.ac1....,ao. UCx. y). no Int.er 1or
des .1-01.05. r-est.ando cc.-:> 1nc6gnit.a ~ valor-_ assuaidos _
quant..1dade f1nit.a de pent.as be. def'inidos. geraJ_t.e designados par
n6s. Nest.. t.ra.balho __ -.It.05 t.e. • t'ClI'Wade t.rlShgulos. -'*' que
cada ua po8SU.1 I.rOs n65. ••• _ cada. •••• u._. CCDf'or_ • Figur. 2-

y



UU1.1zando os conc.it.05 do *t.odo dos Ele_nt.os F"1n.1t.osccnt.idos ••
Cost.a e Aparecido Ie). Myers t8]. Zl.enkiew!ez ., Taylor tQ]. arbit.ra_e
u_ f~llo aproxi_<rllo 11near e. relac;.o ).. vari~v.is x • y.
" • ~(x.y,. d8nt.ro do ele_n'-o. d& seguint..e for_

" • (1 x Y) [~r.
Apli eando a eq. (OT) .os n6s i. J .Ie de ua dado .,l __ nt.o obt.•• -1' ua
sisle_ alg.brico co. t..rOs equaC;tIese lrh lnc6gnl t..as. possibili lando
relac10nar _ const..ant._ Ca. Ca. Ca COla os valor_ da f unC;110
aproxiaac;1lo na5 n6s. Ap6&alguns algebris_ obt._-.e:

I(XjYIt-XItYj' (XItY.-X.YI?CX"Yj-XjY" ]

-Cyit-yj, (ylt-y.' -Cyj-y.'

(xlt-x? -Cxlt-x,' (xj-x,'

(Cx j -x. )Cy ••-y ?-Cx., -XtCy j -Y,) J

Subst.it.wndo a eq. (08) na eq. COO). ., _l.. na eq. COOJ. of"et..uandoas
.1nt.esP'•••e.s. percet.-_ que .JlZA:x.y)] pode ser enl'acado comou_ funo;:llo
de vui_ vari"_is. cujos argu-.nlOG silo OS valeres da f"uno;:llo
aprox1••••1lo nos 065. ,..la5 -.s_s raze.ts que uCx.y) • wa ext.remant... do
I'unciona.l. JtuCx.y)]. det"ln.1do NIl eq.C(4). U=ru...Ut •...• UN1T CN • 0

nc..ro lot.al de n6s) ••.••• xt.re_nle de JtZA:x.y)l. Para .neonlrat" 0
pant..oc:r1t.ico de •.••func:.1onal• necessu.1o sal.lsJ"azer a condiC;a:o

It. eq.Cl~ represent..••••• I'or __ calar ••.•• sist._ linear algi>brico co.
N eq~tIes e N 1nc6gnH._ cUJa represont..ac;1lona terll'oilJ._t.rie1",1 .:



onde IK •• a _t.r 1z ~ _Cl cientAa. l.I •• 0 Vlet.or 1nc6gni t.a cuJas
cOJllponent.._sSo es valcr_ cia t~Xo aprox1_o;:Xo _ noS.•• 8" 0 Yet..or
t..,...:> ind~ndent.e. Me cCllllPOSlo;:Xocia _t.rlz k e do vet.or •• _\.Xo
.lnl'luenclas da tor_ cia eq~Xo dU·.,.enc.lal parcial. cia tcr_ do
doatnio. cia for_ des el_t.olI Cini\.ca. e cIas cond1~e.s d. con\.orllO. A
sol ~So cia eq. C1.> ••

Ae

%
(X,~y lie- XlIeY,i)

o 0 1 -- ••••_ ~

000

C Ae {1 ]IB" •• ----r- ~ .



Tendo obt.1do _ valor_ cia t'~So aprox1_<rSo _ pant.c. noda.1a. de
accrdo _ • _l.cdo1ogi •• cJ.scrit.a ant..ericr_nt.e •• de int..er~s. _
prcbJ_ de ~enharia 0 i~culo da Mdia daa segu1ntAs gr~as:
lXx-y). ClXx.y)] • [U(x.y») .

C61cWO do val..- .-6dio de lXx.)O.

4 -'ell. para eacIa .l.-t.o • abtJ.da pela lMIgU1nt.eC6r.w••

J d*d4.
4·

Sub8t.it.uiDdo__ a eq.C()8) •• eq.C22). tor_pando __ t.riz_ ••
r.Ur~ V-.. f!' para t'ora cia 1nt.egral. ~ sJIo ir.d.p.nd.ntAs de
x • y. resu1 t.a:



AP'6- alguns algebri_. l.a! ~ no e:- ant.er!or. a J.nt.egral na
eq. (28) Lor na •..•• :

Uel.uando-se a .lft1A9ral ••• e1_t.o. • _t.rJ.z. na eq.(2T.). e
subst..J.t..wndo 0 r_ult.&do na eq.(2Ie) "--- 0 ~or -'dio de UA::x.y.»)·

AP'6- al..- a1vebr1~. l.al ee-> _ ca_ ant.erJ __ • a .lnt..gral na
eq. (28:l \.crna- •• :

U.t.U&ndo-s. a 1nt.~al •• e1_t.e:. de _t.riz. na eq. (28) •••
subs t.1l.uineto 0 r_ul t..ado na eq. (CIS) l.___ 0 -.l or IIIIl6d10 de [UCx. y) J •

net..eraina<rao cIas 1nt.~ra1.

Para er.t..uar as 1ftt..~a.ls _ ••• (eM. Z7 • 8lll) ••.oc:edeu __ de acardo

coa Chunc; [101. detinlndo I ~ 1. xr y. d4 • A· r + s_ ~:

n & 1 I ·0.

& 2 I
If. [xa·~Y._.+ Xz·~".··+ x.- ~Y.'·]n 12 .

·3 I • If. [xa' PY•·-. I.' ~Y.-·••• - PY.'-]II -Z-

A EO • I
If.

~ •• P., •••• lla'~Y.··+ •• ·~T.'·]• ""1iJ .
n ~ !:S J

2A (XI' ~T.·-. X.' P
y.- •• X~·'Y.- .]• 11IJ



Uaahdo a tor.w.ac;So ~U.a. deserwol_u__ U8I _/t~ para resalvw-
prabl._ do Upo aqu.l apresent.a.do•• ~ int..,.r&C. 9'"'tica que per-a! t..
1nt.er~lIo ~~io-Mqu11\& agl1izando _ ent-r&das de da.dos ret'.rent._ ~.
concU~e.. de cont.a-no • " ~1a do etoe.tft1o. Efet.~-s •• _ ."'i. d•
. _t._ ut.llizando ctut.o. de sec;:Sona t__ de t.riar.gu1aa. ~ ••
r •.~ioa. •• 9'"~ de int..-_ calcu1adas tor_ "at-or de at.ri t.o
·"R.-eo..a/O). t.t.a- de _reorSo do t'1\D11:)de ~_ CICdCa)~.
rat-or de corr~ cia _gia c1ftl6t.ica CK.(a)-aaA:b. incr_t.o na queda
de pr_sSo CKCa)-aCK.(a)-tCdC.,]). ¥ltioc1dade -'x1_ acli_nsionaJ
Cu..x=~Vt .i-1 .10..-0,). ~i-.nt.o de ent..rada hidroejinbaico
CI..h".cu..ax -1-r:ca»/4th:l. As grandez_ geoaoft..rica.s • •• 6 _\.So
derinicUs _ [1-81. Mas Tabelas I-III est.So alguns r_ult.adaa obUdaa.

• 1'• UlDax 1CdC., x.c.:> IX., I..hy

4!5. 13.381 2.27'8 1.4S 2. 442 1.Gle8 O.~l48
40· 13.3eQ 2.300 1.4eO 2.448 1. 0'77 0.~32Q
35· 13.333 2.312 1.484 2.4ee 2.002 O.~3QlS
30· 13.27'8 2.313 1. 472 2.4Q5 ~.~7 O.~340

•• • ,.. u.ax Kde.., x.c., KC .., I..hy
- _._.

1.0 30· US.~7 2.078 1.378 2.14Q 1.543 0.02Qe0
1.0 415- 15.e32 2.OZT 1. 3e4 2.084 1.422 O. oat»7
1.0 eo· 15. !580 2.023 1. 351 2.066 1. 408 O.0270e
2.0 30· 14.3e1 2.127 1.3Q3 2. ace 1.ealS 0.0330e
2.0 45· 15.015 2.0l53 1. 3C2 2.0Q4 1. 4eIS O.02Q14
2.0 eo· 1e.231 2.~ 1. 364 2. OM 1.424 O.0280CiI
•. 0 30· 14.1oe 2.140 1. 3Q7 2.221 1.84Q 0.0340e
4.0 45- 14.Q38 2.oee 1. 3e4 2. 1015 1. •• 0.02Qee
4.0 eo- 15.480 2. 05:l 1. 388 2.083 1. 4!10 0.02840

----

•• • ,.. u-x 1CdC., x.c., ICC., l.hy

o.e 30· 14.eeo 2.10liil 1.411 2.258 1.eQ4 0.02QG
0.5 415· le.617 2.022 1. 375 2.128 1. !!OS O.oaee
0.15 eo- 1!S.0'77 1. Q87 1. 3eI8 2.0157 1. 41Q 0.023Q
1.0 30· 13. &7 2.288 1.4eo 2.454 1.Q88 O.~1l!S
1.0 45· 14.07Q 2.187 1.421 2.306 1. 7e8 0.03e8
1.0 eo· U.3Q7 2.137 1. 3Qg 2.22!S 1. est 0.0332
~.O 30· 13. 08Q 2.375 1. •• 2.!S40 2.11Q 0.0481
2.0 •!S. 13. !!SQl 2.2lCSO 1.• 3lil 2.375 1.873 0.~11
~.O 00· a.03£ it. lli10 1.411 2.271 1.7ao 0.0370



Os C_OII ca1cu1 ados uW.li zav_ _ t.orno de 200 n6ls • 0 erro perc.,.t.ual
das gra""''''_''' ~ int..,. __ f'icara ••• geral aba!)CDde 2. ~ E..••t.•• rro
pede s.,. di ai nui do ut.i 1i zando uma.awiqui na ~ per ai t.a usar _1 has COlI
aaicr no--o de n65 ou _H_'ando • -.neira de ar-zena.aent.o dos dados.
que ainda _t." na tcr_ de _t.r1z cheia. P.,.a os cAlcwos usou_. ua
aicrocOJllput..ador PC38e. Para obt.__ e ,·esult.adols para u••• geoa.tria at..
entll:o desconhecida. _ geral. cons~ __ vint.e ainut.06 desde 0 ln1cio
at. 0 final. Has Tabel_ IV-VI OG ,._ul~ 5So coape.ra~ __
r.(er~ias.

Tabel. IV - Erro 00 para ~t.ri. na tor_ de t.riatlgulo
ret..anQul 0 •• I'.1a.".0 H R.f•• l 2.81 .

8 t'Re ICdCe) ICeCe) ICee)

45- 1. '73 O.SilO 1.75 3.06
40- 1.74 0.07 1.7Q 3.13
35- 1. 77 0.07 1.81 3.14
30' 1.80 0.Q15 1.88 3.23.- ---_._.-

T.al:>elaV - &1'0 "0 para g-=-t.ria Da tor_ de hedgalO
_ rel~ U R.f's. l2,41.

Cll 8 f'h u-x JCdCe) IC.ce) ICC., Lhy

1.0 30' 1.7e 0.43 0.22 0.& 1.31 -0.81
1.0 45- 1. 4e 0.30 0.37 0.78 1.64 -1. a.-
1.0 eo- 1.21 0.20 0 .•5 0.78 1.51 -1.42
2.0 30- 1.48 0.14 0.07 0.23 O.!le -1.17
2.0 45- 1.2!5 0.10 0.29 0.48 0.Q6 -1.45
2.0 eo' 1.06 0.10 0.37 0.e3 1. 14 -1.51
4.0 30' 1.1g 0.015 0.00 0.015 0.18 -1. 22
4.0 .5' 1.01 -0.06 0.15 0.29 0.54 -1.53
•. 0 eo' O.fTl -0. 015 0.22 0.44 0.7e -1.80

Tabel. VI - &ro 00 para ~t.ria na tor_ de t.rapnl0
_ relao;:lIo lks Refs. l2.3].

Cll 8 f. leeKe) Ke<e) .~0.5 30- 2.18 0.3e 0.04 1.~
0.5 45' 2.00 O.S 1. 33 2.!3Q
0.8 eo' 1.82 o.m 1.42 2.07
1.0 30' 1.Q8 0.13 0.41 0.81 .
1.0 45' 1.86 0.35 0.83 1.81
1.0 eo' Leo O.eo 1. OQ 2.04

.0 30- 1. 70 0.00 0.24 0.52
2.0 45' Lee 0.28 0.68 1.30

.0 eo' 1.&& 0.7Q 1. 02 1 De
._.----------- .. _-_ ....-
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