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ANALISE DE ESCOAMENTOS EN DUTCS
UTILIZANDO O RETODO DOS ELEMENTOS FINITOS
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Depar tamento de Engenharia Mec8nica. Faculdade de Engenharia
UNESP, CP 31. 15378 llha Solteira. S8o Paulo. Brasil

RESUNO

Analisa-se © escoamento laminar de fluidos viscosos, newtonianos
® incompress{iveis em dutos retilineos de secXo transversal
arbitréria, utilizando o método dos elementos finitos. Para tal,
apresenta-se a formulag¥o variacional da equagSo diferencial
parcial eliptica de segunda ordem. Este formalismo é discretizado
utilizande elementos Lriangulares coa tr8s pontos nodais.
Obtém-se a distrilbuig¥o de velocidade, a welocidade média, o
valor da vclocidade méxima, a queda de pressfic ac longo do duto e
© comprimento de ontrada hidrodinZmico.

ABSTRACY

Solulions are shown for the laminar incospressible newtonian
viscous fluid flow in straight ducls of arbitrary cross section
using the finite element method. The mathematical mode) for Lhis
problem is given by an elliptic second order partial differential
equation. Triangular elesents with Lhree nodal points are
ulilized o perform the discretization. Velocity, average
velocity, maximum welocity. pressure drop and hydrodynamic entry
leonght are calculated.

INTRODUCAO

[+ escoamento lami nar desenvol vido de fluidos newtoni anos
incompressiveis no interior de dutos retilinecs de sec¥Xo transversal
das mals variadas formas Les sido objeto de invostigag&o. Shah e London
[1] fizeram uma compilagXo abrangenle destes trabalhos reallizados.
Nestas pesquisas t8m sido ulilizados o5 mais variados métodos. tais
como: diferencas finilas, elementos finitos., minimos quadrados,
transformacBes conformes. separagcio de varidveis. entre outros. Nos
Gltimos unos, Aparecido [2), Aparecido e Cotta (3.4). Aparecido, Cotta
e Ozigik (B) utilizaram a Técnica da Transformada Integral Generalizada
(TTIG) para resolver escoamentos desta nalureza em dutos ~de seg¥o
transversal triangular. hexagonal. e trapezoidal. O model amento
malemdélico desle Lipo de escoamento é semelhante Aqueles que ocorrem em
oulros fendmenos fisicos. Lais como: Transfer®ncia de Calor, Difus§o de
Gases. Escoamentoc em Neio Poroso. Magnetostética. Tors¥o, LubrificagXo
e muitos outros. Estle modelamento ¢ efetuado utlilizando equaglies
diferenciais parciais elfpticas de megunda ordem n¥o homoglneas ¢ com
confici antes varidveis. Recentemente, Costa L] Aparecido 4.3
desenvol voran ums solugko para esta classe de equacBes, usando o método
dos elementos finitos. Neste trabalho aplicamos estas idéias na anflise
speci{fica dos escoamenios acima referidos.




FORMULACZO DIFERENCI AL

O modelamentc matemfitico de um escoamento do tipo acima referido 6
obtido através da adequada simplificag¥o das equacBes de Navier-Stokes
e resulta na seguinte equagiio:

-
- VIV Xx,y)] = C » (%X, & A co1d

As condicles de contorno mais frequentes. neste Lipo de escoamento, sfo
as de n¥o escorregamento ¢ a de simetria. A primeira implica que nas
redes do dutoc a velocidade do fluido é igual 3 da respectiva parede,
segunda que o fluxc de quantidade de movimento é nulo nas regiBes de
meotria, deste modo

23

wWx.y) = up , (x,y) € Sp; co2d
XY 2 0 . Gy € Sa co®>

ede, C é uma conctante igual A taxa de queda de pressio ao longo
duto, Sp ¢ a regifio do contorno definida por paredes., Sq é a regilo
simetria do escoamento. e n ¢ um versor normal 3 Sq. Na Figura 1
mostra-se a geometria do dom{nioc bidimensional multiplamente conexo A,
bem como os contornos Sp @ Sq com as respectivas dicSes de contorno.

oqs. C1-3, ulx,yd é6 a distribuigXo de welocidade. up a velocidade
par

~<

Regi3oc de

simetria Se

RegiXe de nXo
deslizamento Sp

2

Figura.1 - Geometria do dominio bidimensional
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FORMILACAD VARTACTONAL

WMilizando a tleoria do Cilculo Variacional contida em Vainberg (7]
enconlra-ue o funcional correspondenie s eqe.C1-V que ¢ o seguinte:

Jiuwcx, ) =} L [ 9'%“-!3]' . [“—‘5":2]'- 2 C ux.yd ]M coo

Dividindo-se © dominio A em E sub-dominios. e considerando que os
operadores integral & somatério slio lineares, a eq.C04) Lorna-se

E
JiuCrx.y01 =Z JTruex. 1, com
.sy

sendo

S Tux.yd) = 3 L.[ (y_‘%ﬁ]’ . [!.‘%‘-Jl]z- 2 € Kx.y ]d:dy coeo

ELEMENTOS FIMITOS

A divisZo do dominio A em uma gquantidade finita de sub-dominiocs
também finitos, de agora em diante designados por elementos finitos.,
possibilita o arbitrio de uma funglic aproxdmaglo, Kx.y), no interior
dos elementos., restando como incédgnita os wvalores assumidos numa
quantidade finita de pontos bem definidos. geralmente designados por
nés. Neste trabalho o5 elementos t8m a forwe de triSngulos. sendo que
cada um poasui Lrés nds. um em cade wWriice, conforme a Figura 2.
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Figura.2 -~ Forma dos elemenios finitos wtilizados




Wilizande os conceitos do Nétodo dos Elementos Finitos contidos em

Costa e Aparecido (81, Myors [8), Zienkiewicz e Taylor [Q), arbitra-se

uma fungSo aproximag¥o linsar em relag¥c 3s varifveis x e Y.
= (x.y). dentro do elemento, da seguinte forma

Cl.
=11 x vy {ca|. con
Cs»

Aplicando a eq.CO acs nés i.j.k de um dado elemento oblém-se um
sistema algébrico com tr@s equagBes e Lr®s incégnitas, possibilitando
relacionar as constantes Ci. C:. C» com o8 valores da fungio
aproximaclo not nés. Apée alguns algebrismos obtém-se:

L =F . cosd

P<t1 x y3,. co

(x,.yk-xkyi) (xky_‘-x‘.'yk) (xtyj-xjyi)
<y,-y;? Cy,-y,.2 ~y;-¥?
Cx, =% D . =Cx =x_D Cx ~-x D
& = k3 k & L. . <i10d
((xj-x‘)(yk-yj)-(xk-x,)(y’,-'y.‘)l

w-(ugzgu:;*. c11d

Substituinde a @q.(OB) na eq.COB), ¢ esla na eq.C05), ofetuando as
integr agBes. percebe-se que JIWKx.y)) pode ser enfocade como uma fungSo
de vérias varidvels, cujos argumentos s3o os valores da fungXo
aproodmac¥c nos nés. Pelas mesmas razBes que ulx.y) é um ox\.r’omam,e do
funcional, Jux.y)), definido na eq.CO4>, U=(lh,lk.....UN]° CN é o
némero total de nés) ¢ um extremante de JIIKXx.yd). Para encontrar o
ponto critico de um funcional € necessérioc satisfazer a condi¢¥o

SJlulCx.y3) = 0 , a2

¢ para a fung¥o de vérias varifveis é necessério que

UL Y3 L 6. ¢t =1,2.....00. a®

i

A ©q.C13) representa, na forma escalar, um sistema linear algébrico com
N equacBes @ N Incégnitas cuja representagSo na forma matricial é:

KU=B. a4
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onde K & a matriz dos coeficientes, U é o wetor incégnita cujas
componenies s3Xo os valores da funglio aproximacio nos ndés, ¢ B é o vetor
termo independente. Na composicEo da matriz K e do velor B, estko
influncias da forma da equago diferencial parcial, da forma do
dom{nio. da forma dos elementos finitos, e das condigBSes de contorno. A
solucXo da eq.(14) €

U=K'B. €1

Para a montagem das matrizes K ¢ B considere-se o qus segue:

E
x=Jo" 0T, ae
-oRg
E
B-= Zl‘ g . an
[ oo
sendo
[ ] 1
A e lxux* xi‘yijl . (xn x, x') H 18
x‘#y’ ~x x +y J X X 4y
ix Y ik ikt Yu x kT Yii Vi
® 2 2
x°= A S Y o XXt Y Y|
[xuy ﬁr— x*y u] 2 2
simétrica Y
C19D
[ 000 ]
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- 1
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GRANDEZAS DE INTERESSE
Tendo abtido o= valores da fungc¥o aproximacko nos pontos nodais, de
acordo com a metlodologia descrita anteriormente, # de interesse em
problemas de enharia o iﬂculo da mddia das seguintes grandezas:
WK, y), [Kx,¥y3]1" @ (KX, ¥y .
Calculo do valor médio de Kx.yd.

A média para cada slemento ¢ obtida pela ssguinte férmulas

r - Ju'cu. ce
A A®
F. do~se a téria para tod o5 el tos resulta:
1 E
U= ¢ U® da . 2z
inAo

Substituindo-2e a_eq.(00 m eq.(220, \‘ransporio as matrizes e
retirando U ¢ R para fora da integral, porque s30 independentes de
x ey resulta:

Ju‘u:tf'lf'erA-u"R"J [i]« 240
A® A® ALY
Integrando termo a termc a matriz. chega-se A:

J Ll'dA:A'U"R"[;c]. cem>
A. Ye

Substituindo-se a ©q.C(2%) na ¢q.(2, cblém-se o valor médic de Kx.yd.

Calculo do valor médio de [Kx.y)l'.

Anal ogamente ac caso anterior a média escreve-se da Seguinte maneira:

| 3
L > U aa . c2e
1=s A®




ApSs alguns algebrismos., tal comc no caso anterior, a integral na
q.(28) tlarna-se:

1 x y
ju"«.u"-z"j x o xyla W cen
‘. A'y W )"

Efetuando-se a integral dos elementcs da matriz, na .q.czn.’ [
substituindo o resultado na ¢q.(200 tem-se o valor médio de {Kx,.y>)1*.

Calculo do valor médio de [Cx.y>3°.

Como nos cascs anteriores a média escreve-se da seguinte maneirs:

€
o= -3‘- T J U*? da . 20
issJd @
A
Apés alguns algedris tal nos anteriores, a integral nma
0q. (280 torna-se:
x y x o xy y »yx ¥
JU”dAtZ'J x*  xyle] 2 P <ty i+ xy xy xy'l}aa 2
A® A w Y]lw 5y o) |y o ¥

mse 2+ [0 ] e

Efetuando—se a integral dos elementos da matriz. na oq.(a).. L]
substituindo o resultado na ¢q.(280 tem-se © valor médic de (K x.y21".
DeterminacSo das integrais

Para efeluar as integrais nas eqs.(24. 27 ¢ 2D procedeu-se de acordo
com Chung (103, definindo I = j‘x’ Y dA e A =r + 5. tLemse:

n =1 1 =0,

n =2 1= ‘1‘3‘ tx."y.-" X2 Y2 %o X-"Yo“] .
n=3 [:.-"i.'% Xs® "Ya' % b"!n"} .
n=q G !x."h"o P TRLO LN x."y.-’] .

n=S 1= _;""G Ka® ¥+ X2” Tyzo %o x:"h"} .
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RES\LTADOGS

Usando a formulag¥o descrila, desenvol veu-se um software para resal ver
problemas do tipo aqui apresentado. e uma interface gréfica que pernmite
interacXo usufrio-miquina agilizando as entradas de dados referentes s
condicBes de contarno ¢ A gecmetrias do dominio. Efetuou-se uma série de
‘estes utilizando dutos de segSco na forms de trifngulos., hexigonos., e
rap‘zio:. Ax grandezas de interesse calculadas foram: fator de atrito
fRe=CON" D), falor de correclio do flumo de momenium Ckac o =D,
fator de correglo da energia cinética (KeCwalB D, incremento na queda
de pressio (KCea=2(KeCad-KcKadl), velocidade mxima adimensiocnal
CUmax=masx{l . i=1. 00D, compr § mento de entrada hidrodinamico
Clhy=CUmax -1 ~KCeDD /41 Re) . As grandezas geomfiricas a e & estio
definidas em [1-8]. Mas Tabelas I1-II] estXo alguns resul tados oblidos.

Tabela I - Resultad para g tria na forma de triSngulo ret3ngulo.

6 fRe Umax Ko e Kol ) KCwd Lhy

45’ 13.381 2.27@ 1. 458 2. 442 1.008 0.04148
40‘ 13. 380 2. 300 1. 480 2. 448 1.977 0. 04320
38’ 12.333 2.m:2 1.484 2. 468 2. oo2 0. 04308
30 13.27¢  2.3:3 1.472 2. 405 2. 047 0. 04340

Tabela II - Resultados para geomelria na forma de hexigono.

- ] rRe Umax KdC e Kol e KCad Lhy

1.0/ 30°| 13. 047 2.078 1.378 2.149 1.543 0. 02080
1.0] 48" 1s5.832 2 027 1.38¢ 2. 084 1.422 0.02007
1.0/ 80°}| 15.388 2. 023 1.381 2.055 1.408 0.02708
2.0} 30°] 14.3m 2.127 1.363 2. 208 1.8268 0.03306
2.0] 45° ] 15.018 2. 0m3 1.382 2. 004 1.465 0.02014
2.0| 80° ] 1m.2m 2 034 1.354 2. 086 1.42¢ 0.02800
4.0 30: 14.108 2.140 1.397 2.221 1.640 0.03405
4.0| 4«5 14.938 2.062 1.384 2.108 1.481 ©0.02088
4.0] 80°| 15.450 2.0m 1.388 2. 083 1.450 0.02840

Tabela 1T - Resultad para o tria na forma de trapézio.

a @ Re Umax KK o Kol > KCed Lhy
0.5 30°] 14.8080 2.100 1.411 2. 258 1.804 0.0290
0.8| 45° | 18.817 .2 022 1.37% 2.128 1.808 0.0208
0.8| 80°] 15.977 1.987 1.3%8 2. 087 1.419 0.0230
1.0 30°] 13.817 2 288 1.480 2. 45¢ 1.088 0.0418
1.0 48°] 14.070 2.187 1.421 2. 308 1.768 ©.03mg
1.0 80°] 14.307 2.137 1.300 2. 228 1.e81 ©.033x2
2.0] 30°| 13.080 2 378 1,481 2.540 2.110  0.0481
2.0| 45°] 13.mm 2.200 1.439 2.375 1.873  0.0411
Eo 00°| 14.03 2.190 1.411 z.en 1.720 0.0370




- 31l -

ANALISE DOS RESULTADOS

Os casos calculados utilizavam em torno de 200 nds e © erro percentual
das grandezas de interesse ficaram em geral abaixxo de 2.0X. Este erro
pode ser diminuido utilizando uma méquina que permita usar malhas com
maior nGmero de nds ou melhorando a maneira de armazenamento dos dados,
que ainda estd na forma de matriz cheia. Para os cdlculos usou-se um
mi crocomputador PC388. Para obler—se resultlados para ume geometria até
entic desconhecida. em geral, consome-se vinte minutos desde o inicio
até o final. Nas Tabelas IV-VI o5 resultados sZo comparados com as
refer®ncias.

Tabela IV - Erro (X pera geomelria na forma de LriSngulo
rotingulo em relacfo is Refs.12,3].

] fRe KdC o ) KCad
45: 1.73 0.90 1.78 3.06
40’ 1.74 0.97 1.79 3.13
35° 1.77 0.07 1.81 3.14
30 1.80 0.08 1.e8 3.23

Tabela V - Erro (30 para gwomelria nus forma de hexdguws
oem relagXo ks Refs.[2,4].

o e fRe Umax KdC e Kol ad KC e Lhy
1.0 30°| 1.76 0.43 0.22 o.&1 1.3 -0. 81
1.0| 4871 1.48 0.30 0. 37 0.78 1.64 -1.24
1.01807] 1.21 0.20 0.48 0.78 1.51 ~1.42
2.0} 30 1.48 0.14 0.07 0.23 0.38 -1.17
2.01 457 1.25 0.10 0.29 0. 48 0.8 -1.45
2.0/ 80 1.08 0.10 0.37 0.63 1.14 -1.8
4.0{ 30"} 1.19 0.085 0.00 0. 08 0.18 -1.22
4.0 48°] 1.01 -0. 08 0.15 0.29 0. %4 -1.83
4.0|{ 80"} 0.87 -0.08 o.22 0. 44 0.76 -1.80

Tabela VI - Erroc (3O para gecomelria na forma de trapézio
om relacio s Refs.(2,3).

a ] Re KdC ad Kel o KCad
0.8} 30°{ 2.18 0.36 0.04 1.63
0.8| 48°| 2.00 0.58 1.33 2.9
0.5| 80°| 1.82 0.87 1.42 2.97
1.0 * 1.08 0.13 0. 41 0.81
1.0| 45°| 1.8 0.3%8 0.83 1.81
1.0} 80° 1.80 0. 80 1.00 2.04
l2.0] 30°] 1.70 0. 08 0.2¢ 0. .52
2.0| 48°] 1.88 0.28 0. 68 1.30
.0l 80°] 1.e4 0.7 1.02 1 08




- 312 -

AGRADECI MENTOS

Um dos autores, Aparecido. J. B., agradece o apaio financeiro do
Conselho Nacional de Desenvolvimento Clenti{fico o Tecnmolégico. CNPq.
concedido através do Projeto N° 403357./80-6EN-FV.PQ; o outro, Costa,

D.

R.. agradece a bolsa de lniciagl3o Cientifica concedida pela Fundagio

de Amparo i Pesquisa do Estado de SEo Paulo, FAPESP., através do
Processo N° @1.0082-0.

REFERENCIAS BIBLYOGRAFICAS

Shah, R. K.. and London, A. L., "Laminar Flow Forced Convection in
Ducts”™., in Advances in Heal Transfer., ed. Irvine, T. F., and
Harinett, J. P., Academic Press Inc., New York, 1978.

Aparecido, J. B.., "Transformada Integral Generalizada no Escoamento
Laminar e Transferfncia de Calor em Dutos Retilineos de Geometria
Arbitriria”, Tese de Doutorado, ITA, SNo José do Campos. Brasil,
Dezenbro, 1098.

Aparecido, J. B.. and Cotta. R. N., "Fully Developed Laminar Flow in
Trapezoidal Ductls™. Proc. of the © FBrazilian Congress of Mech.
Eng.. COBEM 87, V. 1, pp. 25-28.

Aparecido., J. B. and Cotta., R. M., "Laminar Flow Inside Hexagonal
Ducts™. Cowputational Fluid Mechanics., Vol. 8. n. 2. pp. G3-100.
1090.

Aparecido, J. B., Cotta, R. M., and Ozigik, M. N., "“Analytical
Solutions to Two-Dimensional Diffusion Problems Within Irregular
Domat ns*™ , Journal of Franklin Instilute, wl. 338, n 3, pp.
421 434, 1089Q.

Costa, D. R., & Aparwido, J. B., “Sol uglio de EquacBes de Difusio
Bidimensionais Wilizando o Método do Elementos Finites®, XI
Congressc Brasileiro de Engenharia MecSnica. COBEM O1, SXo Paulo.
SP. Dezembro., 10Q1. (Submetidc paras publicacacd

Vainberg, M. M., “Variational Method and Method of Monotone
Operators in Theory of Nonllinear Equations®. John Wiley & Sons. New
York, 1973.

Myers, 6. E., “"Analitical Methods in Conduction Heat Transfer®,
McGraw-Hill Bock Company, New York, 1971.

Zienkiewicz, O. C.. and Taylor, R. L., “The Finite Element Method",
Vol. 1. Fourth Edition. McGraw-Hill Book Company. London, Great
Britain. 106Q.

10.Chung, T. J.. "Finite Eement Analysis in Fluid Dynamics”,

McGraw-Hill Book Company. New York, 1978.




