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En est.. t.raba,io •• est.udia a1 ~ent.o r-.unter1code ...,

mode10de aWcnent.osfWl.os, desarroll.do par los aut.ores, ova lIiJllular

.1 flu,io c1Jrant.e e1 ••••ciado de m.t.eriales almaoenaclosen silos. E1~o

•• t.6 bailado en flujo •••iSCClf;)Ust..icosiguiendo 1a 1ewde Druclcer-Pr..,., y

Rlfel1ea t.eenica.s de oenalizaci6n para illlCXltW"1noomDr'es1b1lidad.Se

estudi. en art.icular .1 trat.amienl.o de DUMt.osdel cont.orno con

s1ngularidades; 1a inc1denc1. del ovu.t.ro de penalizaciOn; y 1.

int.erPolac1Orlde· •••iscosidadn. Par (dt.iftIo. s. oomp.r. la solucUln con

resultados uistant.es en la lit.er.t.ura a fin de val1dar a1 ~e
modelo.

The """ical bahaviCU" of a finil.a a1Itmant.model. deva10gad by
t.ha .ut.hc:lrs. t.o simulat.a t.ha f'lCJloolof' bulk materials st.ored in silos is

prasant.lld. The model is basad on a •••1sco-Dlast.ic flCJlool1"8CJt" ••••••• t..t.ion
t.hat. cont.ains t.ha Drucltw--Pr.gr laH, ••• it. __ Denalt.•••tecrniau- t.o

anfcroe 1noomDr'••• ibllit.w. Problems associat.lld t.o poris on t.he boundary
Lhat.exhibit. lICIIllIt singular!t.w; t.o t.ha influence 01 t.ha Denalit.y par •••••• ;
and t.o int.er'SlO1at.ionof v1soos1t.1es are ~. Finall ••••t.ha solut.ion is

compared NiLh resulLs frOlll ott.' aut.hors in order t.o •••alidaLa t.ha
Dl"'eHnt. model.



L. nttCItsidad de COIlIQr'andere1 ClOIIlClOI"'t..mient.omec."ioo de
mat.-r"i.1_ \iII".nul.,.... dur.nt.. e1 f1ujo, t.i_ i~t.anci. POI"dos moUvos

fllldament..1es. En l:lI"'imer1ugar. 1.15PMlsiones QUen e.ierc:en sabre 1.15
garee/as del silo son illlClr"UCindib1asen e1 diRl'lo 0 verif'icaciOn de 1.
est.ruct.ur•. En seglI'odo lugar, los problemas ,...l.cionados con el f'lu.iode
mat.rial.. &:lU1~l"Ulent.os.., gr.nul.ras, QUe PIJ4tden int.~r

sistemaUcalllllnt.e 105 PI'ClCeIIOSindustriales ganer.ndo consecuent.ement..
1Jnpor-t.&nt.e.J)6rdida. econOmiC&S.En ambos CUDS. 1. f.1t.a de un dis.no

int.egrado de 1.. est.ructur.. he oouianado aua se ignora a1
COI'nClOr"t.amient.odel mat.erial dlr.nt.e a1 f'lujo.

Si f"IIf'lu1cn6ramos en t.erminos hist.Oricos. encont.r.mos fOrlllul.s

par. e1 disetlo de .ilos a gal"Ul" del .1'10 1~. ~n QUe Jenssen Cil
P/"esent.6 1. l:lI"'imerjide el1as, .unQUe en t.~ generalas t.odas pert.en

de ~r con manor- 0 mawar l:lI"'8Ci.i6n1as l:lI"'asiones•• Ut.icu de
Uan.do. In~ando Ht.as UlUmas POl" coef'icient.•• -gener~t.e

aXPllf"illlllnt.a1as-sa uUman 1.. ore.iones de vaciado QUe lKlbirnan el
diseI'lo. Siet.e cMcadu desDu*s, Janike [2] exgllcO el COIllDOrt.&nlient.odel
mat.er-ial dlrante el f'lujo w • part.ir' de *1. una nueva linn de

invesUgaciones •• abr-e h.st.& nuest.ros diu. Tenemos .si a Nguyen.

81".",.... at..• 1 [3.43. Meric ~. S.v.ga [63.ent"... ot.ros. QUi_. est.udiaron
a1 f1ujo r.vit..t.o,...io en t.olvas D1an.s .., .xisimet.,...icas de mat.e,...ia1es

\ill"anul.,.....obt.eniendo en fDl"'m.apronmacla 1•• ecuacione. c.,...,...adasD.,...a

av.luar a1 camoo de ~lociclades III l:lI"'uiones QUe a1 mat.rial ejerce
SQbre 1•• gar-edes.-

E1 1:lI"'esent.et.,....bajoas D.rt.e de IIl·DI"'OW8Ctode invHtigaciOn an

el ClUIl•• busca siJlular ~icament.e e1 I:IF"QCeSO de dHe.". t..nt.o de

model. axisilll6t.l"icos 00Ill0 de def'OI"'IIIaCiOnDlana'. Sa analiza el
COI'nClOr"t.anent.odlr~. el at.ado est..cionario suconiendO una ,....laciOn

consUt.ut.iv. del m.t.eri.1 -validacla eXDeriment.a1IllIInt.e['7l- de UPO Visco-

D1Utic.. E1 crit.rio de OI"uck.,....pr.ger he sido ut.iliZ.do De,....

,...~ent..,... 1. suceN'icia de f'luenci. D1ast.icatant.o POl"su simcliCidad
.1getr.ic. como DO/'"SU gener".lidad. we QUe Dermit.e ,....o,..sent..,...

material •• grarulru f,...iCQiQN1•• .., cohaivos.-



La simulaciOn del vaci&do •• C1bt.ierwa Dart.ir de la hiclOt.esi. de

fluido villCClSO~ UICOIIlDlnibl. [8]. La soluciOn dilrc:r'et.a de
1•• ecuacianes de Navi,r-St.cIce. QUIt gobirnan esta c1&•• de groblemu.

•• resuelve via int.lI9I"aciOndirec~ apr-ovechando la analogia ent.re

f1uidos Vi5COSOS.., salido •• Ust.iclos UlCC)q3Iaibl ••. -

58 cresent.a br'tIvenIent.II1&fOl"llU1aciOnutJ11zada -un anillsi. IIU
det.aUado he .ido oresentado en (9). enfat.izandCl en C&lIlbio.est.udios

numrioos introduc1dos. CCIIllOalii t.aIIbien result.ados ~atiyos de

ot.ro. aut.ol"H QUe corwalidan .st.. moc:telo.-

FinalMnW W'l Hta Cll"'u..-a .et.llQano •• t.111fWnen ~ ef~

friceionalu ~ano. DCll'"10 t.anto no a oosible COftlDVarresult.ados
r-e1acionados can 1&r:rtIIIitIn;~

S1 •• ~an 1a. def~onn elasticas la deSOl"iClci~
.,..,.&1 del ~W"lt.o de IllUChosmaterial.. DU8dlI ..,.. hec:ha en

tAnnino. de IIIOdelosv1scClDIUt.icos. Siguiendo & Perz'Ila tiOl, una fonu

Dart.icular ~ ••• escriu definiendo la t.ua de defonnaciOn i.'f! DCll'"
1&exoresiOn:

1.'1• ., ( I ( f") ) r:
donde. FwF 1l1.,(.i,j) describe la suorficie de fluencia. Q-Q !f.iJ> define el
pot.encial Cll.st.ico iii ., •• el Dara-t.ro de fluidllZ. Oado que ambU

lIXI)rHianes son dif.-.nt. ••• esoecifican un f1ujo no uociado. Aqui:



ElIPIlCiallz__ • cont.inuaciOn la eeuaciOn anera! (1) 6 (2) a m.t.erial ••

V.rul.,.... utilizando 1. 1..., de f1ullnci. plast.iea de Dr-ucktr-Pr.ger-. E••.•
cr-ittlr-io PW'lIlit.e,-.pr..."t..r CClI'lVWliIlnt.ement.ela la.., de Mohr-CoulonCl

QUetr.cticionalment.e ha sido IIfllPlaadat..nto para mat.triale. friccionalH

COlllOCCIhIIsivos.L. funeiOn de fluenci. f" •• define IIn est.e e.so como

.' 2 sin "• 'J3 (3-sin VIS
6eco."

k • 'J3 (3-5in VI)

Las const.ant._ " .., c definen el ~o de fricciOn int.erna .., 1. cohesiOn

del mattlr-i.1 reSPeCtivament.e. L. presiOn media •• ~esent.a con CT_.

RIIeI11Q1a.z.1Tldoest& Ultima exP!"'It$iOn.., 1a ~ IIn la Ea. (1)
_ij

Que define la relaciOn oonst.it.utiva de un flu~ lIi5coso no-NeHtoniano

incCllll)l"eSibl.( l.ii • 0) se obt.i_ finalment.. [9J.

t ••define como .1 5e9lI'ldo invariNrt.e de deformacione.

La condiciOn de 1ncomcll•• ibilidad ha sido imcuest.a via flToCiOn de

penallz.ci6n, de modo QUe s. vtrifica



donde & •• un ""-"0 suficiant.ement.a .-aneta CDaramet.rOde DanalizaciOnl.
E1 Drob1_ en fartlla c:Iilrc::t"et.izadacuada definirsa 0ClIII0

donda ! as .1 vact.or de inc6gnit.&s dill Drob1ama (an astAt case

Y4l1ocidadas nodalas). !S la matriz cia rigldaz (an 1a QUa sa amol.a

lnt.e1Iraci6n Sa1act.iva> III! sist.llma de fueras. N6t.asa QUe1a llI&t.riz!S
dlIPandtr6 cla1 niva1 t.w\sional ( 0 cia clafartllaciOnl. La soluci6n dill

Droblema ClUIIdaobt.anarsa a travn de una Utcnica it.eraUva

La t.ecnica de it.eraci6n d1ractA as ut.i1izada dada la rwdu de

convarganoia 5i ti Drob1_ au bien condicionado.
En 1a Fig. 1 •• ~t.iza 1a marcha cia c4lculo QUIt•• ut.iliza an al

c6di~ duArrollado.

Hut.. a1 IIlCIIllInt.o.•• t.ienan ~ tiement.os SartlndiDit.1Ilde 8

nodos OJ Lagrangeanos de , nodos. para vat.ar ElI"'oblamascia •• t.ados

P1anos cia clafClf"lllaCi6nIIIII01idos axisimtt.ricos.-

En a1 cont.axt.o cia 1011Drob1amas de inter.s QUa lllOt.ivanut.a

t.rabaio. sa orasant.an ~ con singu1aridades cuando •• ElI"'at.anda

N1Drasant.ar pCllDttric&lllWlt.a1•• condiciones cia borcla. an 1a transici6n
t.o1va-cilincro cia un silo. Si _t.os ount.os no son tratados adecua~

adam&s cia 105 • orO! as locala. QUese i~ an 1a veclndad da 1&

sinvularidad. a1 r-Unaro de iteraciones necesario Para convttr9IIf'Cia
aumenta 'rJ ouaden oroc*.Joirse polucionas en toda 1a 1II&11a'rJ como

cOntlac:u.'lCia 1. so1uci6n •• va dasmaiorada.·
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Se diRlCll'ledlt di.UnLa. t.tcn1cu para el t.rat.am1~ M la
sl.ngular1dad lIIN)l.ando .1amanl.as finit.os [12. 131. En .st.. t.,.abajo •• ha

ut.ilizado el DrQPUast.oDClf'Hanshell QUIt•• .1 mi. .111IO. cia imDlamarUr

w conduce a ar;roximaclCJn6 adacuada. en el..-,t,os isooar""t.riaos.

EsLa t.6cn1ca est.i ba.ada en 1n~i,. .ingula,.i.dad en darivada. de

v.loci.dada Cdlt los QUIt•• obt.i.., tAnsionul a t.ravb cia degenrar la

t.opologi. cial elernent.o.P.,.. uto, •• ubican los nodos central •• de los
elemant.os~ al CIUrlt.olQnIu1.,. 0CIIll0•• tor. en 1a Fie. 2.-

Y~

X

En 1&Fig. 3 •• _.tora el CUlPD cia velocidades para III eJeml:Il0t.olva-

cllinct'o. Se observa QUIt.i no .e majora 1. soluciOn en la -einclad cia la
sl.ngula,.idad •• t.ienen velocidades Clf:lUest.a.al fluJo. Los eN"'ClI"'e.en
velocidades sa det.ect.&n t.ambien en zona. aleJadas de la int..,..ecciOn

cono-cilindro. Cuando •• lIlDdifican 10. 2 el_nt.O!l cont.iguos a la

singula,.idad, se corrigen los valore. de velocidad.

Mllncionamos ant.eriOl"a*\I.e <EQ.71QUIt.ut.1liz.- la t.tc:nica cia

penalizaciOn Dara .aUsfaOW' la condiciOn d. incOllQ"esibilidad. Se haee
not.a,. QUIt.1 Da,.imalro II iuega un rol fundament.al v .1 int.errogant.e

inevitable ••• QIA valor 'ii_ comodat.o. Ha sido most.r.do per 0Mn (14)

QUe D&ra cirt.os .1~t.os Mb-1nt.erados. C Moende cial t..wIo de
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malla. Io\.Ithn .t.. al ~ par atra DVt.. sugieren .valuer 41en fonna

DrOClClNlionala "

dona " •• el valcr de la ~ de cada el~ \I c una ccnst.antAI.
Se9Un Io\.Ithn U6J, el valor de c dIlPendtI de la kInlalWd de calatra dal

DrOCeNdar'.III p,va los probl ••• est.ud1ados par tl. I"tICCIMiendaCIIW 10".-

En ""sU'o ca.o p,vt.icular .1 valor de C DrCIPUHt.cpar Hughes

rHUlt.a dIma.iM:lo grande, Drobabl....m.e PDrQU8 !os valor.. de

viscosidad del mat.erial ranular sean ba.t.ant.e bajos CCIIIIDaradolJcan
ot.ros mat.eriale. de caract.erlst.icu 1U"amenU!cohe.ive •. En la Fi•. 4 ••

valican las va1ares ~ de wlccidad a la salida de la t.olva cara

dist.int.os c. en un silo con oandiciO'tH de vticcidad iniaial DreSCt'iDt.a

en la paN.e SUC*"iar.-
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Como •• advirte 411'\ [16], A I'la demostrado QUe la. va,..iables
con,jugadu (terwlonu> en el....,t.os finit.os de t.ioo desplazamient.o Uenen

buena PNlCisiOn SOlo en a19lllQS punt.oS del ellln*'lto, aue se denaminan
COIlU'lIllente "ount.os Oclt.imos".Pa,..a un e1em.nt.P tiPO Sllr"endipit.wde 8

nudos 0 Lagr-angeano de 9 ru:tos, &SOSc:u"lt.oscoinciden con los QUe ••

IIrrole.,..1an411'\ \I\a int.egr-aci6n de Gauss <2x 2>.-

En e1 ~ tr-abajo, no SOlo tensior-.. son necesarias, sino

a~ visoosidades. que A calcu1an comO s. indica en la <Ea.6)a p.,..t.ir

dll t.., aa. Comoe1 an64sis •• no lineal debido a •• a d8\:l.ndencia del

Par,metro const.it.ut.i\lOU, sur. 1&neoesidad de .valu.,.. U con Pl"tlCisi6n

a fin de evitar \I\a acumul&c16n de •• ,..or-es en el aNlisis. Una

posibilidad ser1a eva1ua'" U en el oentro de cade element.o, como se
pr-esent.a en la Ref. [9].

Sin emba,..go, CQIIIOloa valor.. de malolO"pr-ecisiOn de II.

CON'8SI)Orldena loa c:u"lt.osde Gauss <2 x 2), en ate tr-abajo •• pr-efiriO

.valuer a pa,..t.ir de una inter-POlaciOn bilineal desde noa PIIlt.os, par-a
calcu1.,.. U en t.odo e1 dominio del e1ement.o.En part.icula,.., •• neoesa,..io

t.ener- II. en !os PIIlt.os de Gauss (3 x 3>para la integr-aeiOn de la matr-iz
desviador-a.

Per r-azones de espacic no •• pr-esen\.an aCAJicomoar-aciones
num6ricu, DW'O•• observan algunas IHjor"as con ,..espect.o al aMlisis

con U • cte. 411'\ III e1Alment.o,esoecialment.. en zonas con gr-adient.es Alt.os
de 11..

Se I'lan modelado flujos •.•avit.at.or-ios en t.olvu c6nicas

<&X1s11'ftMt'1cul \I Dlanu oon 1I'IIt..l"'lal.. DUl"llMl"lte 'l"'lcclonal... Los



rasult..dos Nit sido COIllCIaradps• los CllKw\idosDOt''''''''''' •.• 1 [3,4)

QUi_s c:tuarroUarcn una soluci6n _lit.ica aproximada dlIl fWlOnMlno

(vI. t.6cnic. dlI ~cJ.6n> par. los dos t.irxls dlI tool"... NvuwlIn

obt.~ valoru adiJIlIIrwicnalizados * VlIlocidad CIf"OlIWdio • la s.lida

par. dil....m.a 6nlIulos * inclinaciOn a t.olv. OJ par. di\oW'SOSvalores

~ AnlIulo* friccJ.On DM'ttd-Irano. En la F"i9.S •• -.tr. ti CaJ\IIXl*

..,.locJ.d.~ par. una t.olv. axisiMtrica OJ ." 1. Fi9. 6 par. ti c.so *
t.olv. pl.na <celda hor~. S. han obtAnido an ambos c.sos

dil.rwlCi.s --.01 'U .1 2"-'con los result.adOs * [3,4t 10 at.» evi*nci. 1.

confi.bilidad dill IIlOdlIlo~.-

4.2 F1u.foaxisiJlllH,riCO." sUos con velooidad Dr'tISClI"iQtaen ti
canl.ornD 1IUDIII'"iCr,

CItro a~ .nalizaclo ccrrlUlJXll'lde.1 caso * un sUo vert.ical.
F"ig.7. Es int.rodJcid. 00llI0dat.o la ..,.locidad inicial en 1. part.e SUDel"iar

del •• t.eri.l. Sa comparan 105 r •• ultados • 105 obt.8n.ido. DOt'HaO£.l.,..

at. al U7J -QUienes analizan .1 aroceso transit.ario hasta al est.ado *

rtgu-" * un sUo circular- an !as distintu DOSiciones ~l silo.
nuevllllllll'lte•• han obtenido difer-enciu mlnimu.-

(a) ti modele Dermit.e r..,...sent.N' flujo de mat.erialllS tant.o

DUr"~ friocionalH oomocohIISivos.-

(b) a tr • ..,.. * 105 nt.udi05 nurn6ricos. •• DQsible obsr-v.... ti

cOll'oClOrtamient.olnt.egral *1 flu)o OJ * esta ma,.,..a COIIP"endtIr105

dist.int05 mecan~ de vaeiado an t.olva. Dar-. diver-sas DendiantH de
Dar-ed4IsOJ tamat'lode booa de descar'9&. DUdi6ndoset.aft't)iancredecir' la

axistencia ~ zonas dlI material an NKlOSO.-

(c) •• necesario recreHntar .dllcua~a los PUntos con
sirl'ilUlaridadH.

(d) lIS neoesario ,....liz.r est.udios • fin * det.ennitw' ranges *

nar'-tros de panalizaclon II adeeuados an cada cl••• * DI"Obl_.
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c.> Dor' SU 1I.,.,...Udad. la 'ormulaciOn PUltde AI" ut.endida • otros

cases <3 Dimensionu>. eudi4lnclDH utudial" .1 call1llO da \/Itlocidadu w
pr •• icnes en silos de otr •• secciones <NIct..1lngul.,...., introe1das •• t.cJ.-

1. JANSSDI, H. ~•• "Vrsuctw Obr' Oetreidllci"'uclc in snaz.n.,-. VDl

39. PD. 104:5 - 49. 189:5.

2. JENJKE.A. W.;El.SEY. P. J. and 1oU1.L£V. R. H.• ""F'1cIN PrcDrt.i ••

0' Bulk SOlids". ProottNws, AlNrlC<l1l Soc.ilKv lor TutJ.ng

Vld M.t4tr~. Vol. 6Q, act. 1168-1181, 1960.

3. NGUYEN.T. V.; 1IREI+IEN,C. and SABERSICV.R. H.• ~aviw F1ClM
of OrarWar HatArials in Conical ~AM£ 1041'N1 01

ApD1.J.ed MeoMnJ.cs. Yol. 46. DP.~:53'. 19'19.

4. IlREI'+lEN,C. and PEARCE.1. C..•"Gf"anul.,- Ma\el"ial FlaM in TIoIO
Dimensional Hoc:ll:Jrs",ASME JOCI'NIl 01 ApDUH Mech.vIics. Vol.

4:5. DP. 43-5Q, 1978.

:So I"£RJC. R. ".. and TABARROK.Sol "On t.hIt Oravttw F1ClloI 01 Oranulw'

Mat.erial •••• InC. 1. Mach. $CJ. .• Vol 24. N' 8. mi. 45-479. 1982.

6. SAVAGE.S. Sol "QI"aviW FlC»t of Cohesianleu Bulle Sali.ds in a
Conver'9ing Coni.ca1 o.rvwl-. InC. JournOll l!II Medt. SoJ..• val.
9. DP. 6:51. 1963.

7.1ENIKE. A. W.and SHIELD,R. T.• "On t.hIt Plastic F1aol 01 Coulomb
Solids Bewond Orillinal F'.i1•.•.•••••ASH£ 10CJr'Ml 01 ADDliltd,.,.

c:hMIios, Vol. 26, mi. :S99. 19:59.

8. ZlENIC1EWICZ.O. C. and OODBCLE,P. N.• "Viscous ulCQllI)I"essibl.
flow wit.h special ref..-.rlCe to l'lOn-NeHtonilln <olutic) fiC*".

f"inlte El.-nC M.thod in f"low ProbZ.m•• CEdited by R. H.

GAL1..AGI-£R, J. T. ODEN,C. TAVLORand O. C. ZJENICEWICZ>.ChaD.
%, Wiw... •.••••••YorIc, 19'1'.

9. DIEZ,1'1.A.• ''U'll'1ocIe1o de El~ Finit.os oar. Flujo da Mat.e-

rial •• Alrnac.nados en Silos". M~lo. C~t.cional A'4CA,

Vol. 7-8, 1989.



C4!nt Advance. In Applied Heohanics, Ch&Cl.9. 1lCl.243-377.

Aca*"ic Pr •••• New York. 1966.

11. DRUCKER. D. C. and PRAGER, W •• "Soil I'1ect'Ianics and Plastic

Anal..,.i. 01 Limit Design", QIIM'trlll of Applied H.-tnematics,

Vol. 10. 1)1). 1:57. 1~2-1~.
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