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RESUMEN

En este trabajo sa estudia el comportamiento numérico de un
modelo de slamentos finitos, desarrollado por los autores, para simular
el flujo curante el vaciado de materiales almacenados en silos. El modelo
estd basado en flujo viscoplastico siguiendo la ley de Drucker-Prager, y
‘erplea técnicas de oenalizacion para imponer incompresibilidad. Se
estudia en particular el tratamiento de puntos del contorno con
singularidades; la incidencia del parimetro de penalizacion y la
interpolacion de- viscosidades. Por Gltimo, se compara la solucion con
resultados existentes en la literatura a fin de validar el presente
modelo.

ABSTRACT

The numerical behaviour of a finite element model, developad by
the authors, to simulate the flow of bulk materials stored in silos is
presented. The model is based on a visco-plastic flow representation
that contains the Drucker-Prager law, and it uses penalty technigues to
enforce incompressibility. Problems associated to points on the boundary
that exhibit some singularity; to the influence of the pemality parameter;
and to interpolation of viscosities are studied. Finally, the solution is
compared with results from other authors in order to validate the
prasent modal. :
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1. INTRODUCCION

La necesidad de comprander el ocomportamiento mecanico de
materiales granulares durante el flujo, tiene importancia por dos motivos
fundamentalas. En primer lugar, las presiones aue se sjercen scbre lai
paredes del silo son imprescindibles en sl disefio o verificacién de la )
estructura. En segundo lugar, los problemas nlacionados‘ con el flujo de
materiales pulverulentos ¢ granulares, aque pueden interrumoir
sistemiticamanta los procesos industiriales generando consecuentemente
importantes pérdidas econdomicas. En ambos casos, la falta de un disefo
integrado de las estructuras ha ocasionado que se ignore el
comportamiento del material durante el flujo.

Si reflaxionsramos en términos histéricos, encontramos formulas
para el disefio de silos a partir del afo 1895, en que Jenssen [1}
presenté la primera de ellas, aunque en términos generales todas parten
de obtener con manor o mayor precision las prasiones estaticas de
llenado. Incrementando estas Ultimas por coeficientes -generalmente
experimentales- ss estiman las prasionss de vaciado aque gobiarnan al
diseflo. Siste décadas desputs, Jenike (2] explicé el comportamiento del
material durante el flujo y a partir de &1, una nueva linea de
investigaciones se abre hasta nuestros dias. Tenemos asi a Nougen,
Brenner, et. al (34], Meric [3), Savage [6), entre otros, quienes estudiaron
el flujo oravitatorio en tolvas planas w axisimétricas de materiales
granulares obteniendo en forma aproximada las ecuaciones cerradas para
evaluar el campo de velocidades y presiones aque ®] material ejerce
sobre las paredes.-

El presents trabajo as parte de un proyecto de investigacion en
el que s busca simular numericamenta el procesc da descarga tanto de
modelos axisimétricos ocomo de deformacion plara. Se analiza el
comportamiento durante el estade estacionario suponiendo una relacion
constitutiva del material -validada experimentalmente (7}- de tipo visco-
plastica. El criterio de Drucker-Prager ha sido utilizado para
representar la superficie de fluencia pléstica tanto por su simplicidad
algebraica como por su generalidad, wa aue permite representar

materiales grandares friccionsles y cohasivos.-
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La simulacion del vaciado se obtisne a partir de la hipdtesis de
fluido viscosp no-Nawtoniano incompresible [8]. La soclucion discreta de
las ecuacionss de Navier-Stokes que gobiernan esta clase de problemas,
se resuelve via integracion directa aprovechando la analogia entre
fluidos viscosos y sélidos elasticos incompresibles -

Se presenta brevemente la formulacion utilizada -un andlisis mis
detallado ha sido presentado en [9) enfatizando en cambio, estudios
numéricos imtroducidos, como asi tambien resultados oomparativos de
otros autores que convalidan este modelo.-

Finalments en esta primera etapa no se tienen en cuenta efectos
friccionales pared-9rano, por 10 tanto no es posible comparar resultados
relacionados con la presion.-

2. RELACIONES CONSTITUTIVAS GENERALES Y FORMULACION BASICA

Si se desprecian las deformaciones elisticas la desoripcion
ganeral del comportamiento de muchos materiales puade ser hacha en
términos de modelas viscoplasticos. Siguiendo a Perzuna (10}, una forma
partioular pusde ser escrita definiendo la tasa de deformacion &7  por
la expresion:

z.",'-‘uun)gg W
donde, F=f (0,¢,,) describe la superficie de fluencia, G=Q &,;) define el
potencial plastico y 7 es el parimetro de fluidez. Dado que ambas
expresiones son diferentes, especifican un flujo no asociado. Aqui:
(MOF I>=¢F si F20 v (MF)>=0 si FCO

La relacion (1) puade ser ascrita en forma lineal

l,-,,-l‘; 2 Ong Co @
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* Especializaremos a continuacion la ecuacion general (1) 6 (2) a materiales
grarulares utilizando la ley de fluencia plistica de Drucker-Prager. Este
criterio permite representar corwenientemante la ley de Mohr-Coulomb
aue tradicionalmente ha sido empleada tanto para materiales friccionales
como cohesivos. La funcién de fluencia F se dafine en este casoc como
11

F=3aos+ 33" - k @
donde
’ 2 sin g 6 c cos ¢
&= 75 Gsin® kK = A Bsino

Las constantes ¢ y c definen el sngulo de friccion interna y la cohesion
del material respectivamente. La presién media se representa con oOs.
Reemplazando esta Gltima expresion y la % en la Eq. (1
v
&P N 3a oas BV K % SiJ @
T2
Igualando asta Ultima expresion a

i = 21‘-‘9.'; ()]

que define la relacién oconstitutiva de un flujo viscoso no-Newtoniano
incompresible ( {;; = 0) se obtiene finalmente [9].

u-é+#—-3-ﬂ'—t¥:— ®

T se defina como el segundc invariante de deformacionas
La condicion de incompresibilidad ha sido impuesta via funcion de
penalizacion, de modo que sk verifica

L’il%‘nﬂ (¢;)
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donde a es un numero suficientamente grande (pardmetro de penalizacién).
£l problema en forma discretizada puede definirse como

K as=£¢ con K = K (2) [£-4)

donde a2 @®s el vector de incognitas del oroblema (en este caso
velocidades nodales), K la matriz de rigidez (en la que se emoles
Integracion Selectiva) y { sistema de fuerzas. Notese oue la matriz X
dapenderid del nivel tensional ( o de deformacion). La solucion del
problema puede obtenerse a través de una técnica iterativa

B =K (2170 g )

La teécnica de iteracion directa es tilizads dada la rapidez de
convergencia si el problema estd bien condicionado.

En la Fig. 1 se esguamatiza la marcha de cllculo que se utiliza en el
codigo desarrollado.

Hasta el momento, se tienen disponibles elementos Serendipity de 8
nodos y Lagrangeancs de 9 nodos, para tratar problemas de estados
planos de deformacion y sélidos axisimétricos.-

3. ESTUDIOS NUMERICOS
3.4 Tratamianto de puntos con singularidades en el contorno

En «1 contexto de los problemas de interés cue motivan este
trabajn, se presentan puntos con singularidades cuando se pretende
representar geométricamente las condiciones de bordes en la transicién
tolva-cilindro de un silo. Si estos puntos no son tratados adecuadamenta,
ademis de los errores locales que se introducen ean la vecindad de la
singularidad, el nUmero de iteraciones necesario para corwvergencia
aumenta y pueden producirse poluciomes en toda la malla y como
consecuencia la solucion se ve desmejorada -
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#4. DATOS INICIALES: )\, 7, fig
2 Calculo de la matriz de Rigidez
_(8x9) 2x2)
LI X X
K(QlK.\(l)Lﬂ K2 !} ::: x x
) K2
* 3. Campo de Velocidades
| asmfKe-1] 0 ¢ |
4 Se comprueba la convergencia (usualmente ¢=00L
> al - arht
i $ "
S caly?
- ns
L -2 Calculo de las viscosidades
L {2x2 GAUSS)
Ca=Cl it &;,’ } x x
x x
k4 POSICION
i = § + 4— - 3 —“’—tt.-‘

Fig. 1 ESQUEMA DE CALCULO
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Se dispone da distintas técnicas para el tratamiento de la
singularidad empleando elementos finitos {12, 131. En este tr;aba)‘o se ha
utilizado el propuesto por Henshell que es el mis simpola de implementar
W conduce a aproximaciones adecuadas en elementos isoparamétricos.
Esta técnica esté basada en introducir singularidad en derivadas de
velocidades (de los que se obtienen tensiones) a lLravés de degenerar la
topologia del elemento. Pars esto, se ubican los nodos centrales de los
elementos contiguos al punte singular como se muestra en la Fig. 2.-

Fig. 2. ELEMENTO ISOPARAMETRICO DEGENERADQ.

En la Fig. 3 se muestra el campo de valocidades para un sjemplo Lolva.-
cilindro. Se cbserva que si no se mejora la solucion en la vecindad de la
singularidad se tienen velocidades opuestas al flujo. Los errores en
velocidades se detectan tambien en zonas alejadas de la interseccion
cono-cilindra. Cuando se modifican los 2 elementos contiguos a la
singularidad, se corrigen los valores de velocidad.

3.2 Seleccion del parimetro de penalizacion «

Mencionamos anteriormente (Eq.7) que: utilizamos la teécnica de
penalizacion para satisfacer la condicitn de incomoresibilidad. Se hace
notar que el pardmetro & juega un rol fundamental y el interrogante
inevitable es, cué valor fijar como dato. Ha sido mostrado por Oden [14)

Gue para ciertos elemantos sub-integrados, a depende del tamaMo de
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malla. Hughes et. al (i3] por otra parte sugieren evaluar & en forma
proporcional a i

ae=CH (£ 1y ]

donde 4 es el valor de la viscosidad de cada elemento y ¢ una constante.
Segin Hughes [16), sl valor de ¢ depende de la longitud de palabra dal
procesador, ¥ para los problemas estudiados por &1, recomienda cw 107 -

En nuestro caso particular el valor de ¢ propuesto por Hughes
resylta demasiado grande, probablemente porgue los valores de
viscosidad del material granular sean bastante bajos comparadas con
otros materiales de caracleristicas puramerie oohesivas. En la Fig. 4 se
grafican los valorss promedios de velocidad a 1a salida de 1a tolva para
distintos ¢, en un silo con condiciones de velocidad inicial prescripta
en la parts superior.-

ety
d” r
5] % I
® /\ -
§“ = o 3 1
¥ ! 1
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Hella otiizade

200 400 600 000 1000 ©
Comstenty o Posplivacidn

Fig. 4 RANGD DE PENALIZACION ADECUADOD,
¢ =27 c=012 Ka/em®; T = o0; Uy = 1.
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3.3 Interpolacion bilineal de viscosidades

Como se adviarte en [16], se ha demostrado aue las variables
conjugadas (Lansiornes) en elun-ntbs finitos de tipo desplazamiento tienen
buena precision sélo an algunos puntos del elemento, que se denominan
comunmente “puntos 6ptimos”. Para un elemanto tipo Serendipity de 8
nudos o Lagrangeano de 9 nudos, esos puntos coinciden con los que se
erplearian en uma irtegracién de Gauss 2 x 2).-

En al preserte trabajo, no stlo tensiones son necesarias, sino
ademis viscosidades, que se calculan comb se indica en la (Eq.6) a partir
de Ty o.. Como el andlisis as no lineal debido a esa dependencia del
parimatro constitutivo g, surge la necesidad de evaluar & con precisién
a fin de aevitar una acumulacion de errores en el anidlisis. Una
posibilidad seria evaluar U en el centro de cada elemento, come se
praesenta en la Ref. (9],

Sin embargo, como los wvalores de mawor precision de o
corresponden a los puntos de Gauss (2 x 2), an este trabajo se prefirié
evaluar a partir de una interpolacién bilineal desde esos puntos, para
caloular 4 en todo el dominio del elemento. En particular, es necesario
tener u en los puntos de Gauss (3 x 3) para la integracién de la matriz
desviadora. ’

Por razones de espacio no se presentan agui comparaciones
nuUMericas, pero se obssrvan algunas mejoras con respacto al andlisis
con i = cte. en el alamanto, espacialmente en zonas con gradientes altos
de .

4. COMPARACION CON RESUL.TADOS DE OTROS AUTORES
4.1 Flujos gravitatorios sn tolvas conicas w planas.

Sa han modelado flujos oravitatorios en tolvas conicas
(axisimétricas) v planas con materiales puramente friccionales. Los




- 128 -

resultados han sido comparados a los cbtenidos por Nguven et. al [34]
quienes desarrollaron una solucion anmalitica aproximada del ferndmeno
(via técnica de Perturbacion) para los dos tipos de tolvas. Nguyen
obtiene valores adimensionalizados de velocidad promedio a la salida
para diferentes angulos de inclinacién de tolva y para diversos valores
de dngulo de friccion pared-graro. En la Fig. 5 se muestra al campo de
velocidades para una tolva axisimétrics y en la Fig. 6 para el caso de
tolva plana (celda horizontal). Se han obtenido en ambos casos
diferencias menores al 2% con los resultados de {3,4], 1o que evidencia la
confiabilidad del modelo propuesto.-

42 Flujo axisimétrico en silos con velocidad prescripta an al
contorno superior.

Otro ejemplo analizado corresponde al caso de un silo vertical,
Fig. 7. Es introducida como dato la velocidad inicial en la parte superior
del material. Se comparan los resultados a los obtenidos por Haussler
et. al (171 -quienes aralizan el proceso transitorio hasta el estado de
régimen de un silo circular- en las distintas posiciones del silo,
nuevamente se han obtenido diferencias minimas.-

S. CONCLUSIONE'S

Del trabajo desarrollado es posible extraer algunas conclusiones :

@ e modelo permite represertar flujo Oe materiales tanto
puramente friccionales como cohesivos .-

®© a través de los estudios numeéricos, es posible observar el
comportamiento integral del fluio y de esta manara comorender los
distintos mecanismos de vaciado en tolvas para diversas pendientes de
paredes y tamafic de boca de descarga, pudiéndose tambien predecir la
existencia de zonas de material en reposo.-

(© es neacesarico representar adecuscamente los puntos oon
singularidades.

(@ es necesario realizar estudios a fin de daterminar rangos de
parémetros de peralizacion o adecuados en cada clase de problemas.
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() por su generalidad, la formulacion pusde ser extendida a otros
casos (3 Dimensiones), pudiéndose esstudiar el campo de velocidades W
presionas en silos de olras secciones (rectangulares, irtercsldas, atc).-
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