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RESUMEN

Se aplica el método de elementos finitos al estudio
del comportamiento de vigas sobre fundaciones bhi-~-
paramétricas, considerando el modelo cuasi-Winkler. Los
resul tados obtenidos -defleccién, momento y corte en la
seccion— se comparan con resul tados analiticos,
observandose una buena concordancia. Se demuestra que para
vigas relativamente largas, sin restricciones en los
extremos, el modelo de Winkler entrega resultados altamente
conservadores.,

ABSTRACT

The finite element method is aplicated to study
comportation of beams on bi-parametrics foundations by
considerating a quasi-Winkler model. Results obtained-
deflection, moment and shear on section- and analytical
results are compared. A good agreement is observed. For
relativity long beams without restrictions at the end is
demostrated that Winkler model gives highly conservative
results.
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INTRODUCCION.

Fué Winkler [1], en el aRo 18467, quien por primera vez
propuso un modelo matematico del comportamiento de una viga
apoyada sobre una fundacién eldstica, el cual aun es muy
utilizado en la prictica. El advenimiento de la computacién
ha permitido el estudio del problema utilizando técnicas
computacionales que han desplazado a los métodos analiti-
cos, los cuales son tediosos y extensos. Al respecto,
diversos autores [2-3-4-5], proponen algunos métodos
analiticos alternativos a la solucién de Winkler. Estudios
experimentales de Terzaghi [6], han permitido obtener
relaciones para la determinacidn de los parametros que
caracterizan a la fundacidn.

A partir de la década del 40, diversos investigadores
proponen un efecto adicional de la fundacién sobre la viga,
cuya explicacion fisica es diferente, pero que matemdtica—~
mente conducen a la misma ecuacién diferencial. Keer (7]
presenta los modelos de fundacidn mas utilizados, entre los
que destacan: Fundaciodn Filonenko-Borodich, F. de Hetényi,
F. de Pasternak, F. Generalizada, F. de Vlasov y F. de
Reissner. Cada uno de estos autores ha propuesto solucio-
nes analiticas con un cierto grado de complejidad que las
hace poco atractivas.

Todos los autores mencionados han centrado su interés
en analizar la viga desde el punto de vista de una premisa:
La deflexién de la fundaci6n es la misma que la de la viga,
es decir, viga y fundacién se mantienen unidas de acuerdo
al modelo planteado por Winkler. Este hecho es valido para
vigas "cortas", donde siempre hay deflexién positiva. Cuan-—
do la viga es relativamente larga; hay puntos donde ella
tiende a levantarse o separarse de la fundacién, lo que se
conoce como fundaciones del tipo Cuasi-Winkler. Pavlovic
[8], estudid analiticamente este fendmeno, obteniendo un
set de ecuaciones algebraicas de caracteristicas nolineales
y de trabajoso manejo. El1 método es extenso, dependiendo
del nimero de zonas donde la viga se separa de la funda-
cién, y estd limitado al hecho de que debemos presuponer la
forma de la deflexion de la viga, 10 que para un sistema de
cargas multiples, a veces es dificil. Ademas, sélo permite
trabajar con parametros de la viga y fundacidn, constantes.

En el presente trabajo, se implementa un programa de
elementos finitos, que permite estudiar, con un simple
manejo de datos, los modelos de Winkler y Cuasi-Winkler,
con opciones que permiten variar los parametros de la viga
y la fundacién y estudiar la influencia de cada uno de
ellos.

En general los investigadores han encontrado que el
Modelo de Winkler tiene un buen compbrtamiento para vigas
cortas (BL = 0.8) y que €1 error es minimo para valores
hasta BL = 2.25. Para valores superiores, los efectos de
considerar el problema de acuerdo al modelo Cuasi-Winkler
empiezan a ser significativos, especialmente cuando la
carga aplicada se encuentra en las cercanias de los puntos
donde la viga se levanta.




PLANTEAMIENTO ANALITICO

Consideremos una viga continua, apoyada sobre un medio
eldstico, tal como se muestra en la figura 1(a). La figura
1(b) representa un elemento de viga, donde M(x) es el
momento, V(x) el corte, P la carga axial, q(x) la carga
distribuida y, p(x) la reaccién de la fundacion eldstica
sobre la viga, por unidad de longitud. Al respecto,
consideraremos 1 modelo bi-paramétrico, para el cual los
investigadores han propuesto una serie de modelos que
simulan esta reaccitn p(x), que considera el efecto de un
segundo pardmetro de la fundacién “ki1", cuya formulacion
matemdtica es la forma:

p{x) = k(x) y(x) = ki1(x) d2y(x)
dxt (1)

en donde "k" es el modulo de Winkler [N/m2], y(x) la
deflexidn de la viga y "ki1* el segundo paréametro de la
fundacién.
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FIG.1. {(a) Viga sobre fundacion eldstica
(b) elemento de viga.

La diferencia del efecto de ki1(x) para los diferentes
autores citados, es s6lo de interpretacién fisica, ya que
todas conducen a la misma ecuaciéon matemdtica (1).

El modelo fisico de (1) puede ser simulado conside-
rando que la fundacidn se comporta como una superficie
eldstica representada por la figura 2, en donde la rigidez
k{x) es simulada por un set de resortes k; y kl(x) por una
membrana elastica.

F l a(x) Membrana elistica

My /
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FIG. 2. Modelo fisico de la fundacién bi-paramétrica.

Las simplificaciones de las soluciones analiticas,
consisten en suponer constancia en los médulos k y ki de la
fundacién y, en los pardmetros de la viga: E (médulo de
elasticidad) e I (momento de inercia). Los métodos numéri-
cos permiten considerar facilmente la variacién de todos
estos parametros.
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La ecuacidn matemdtica que rige el comportamiento de
la viga sometida a las cargas mostradas en la figura 2,
estd dada por [9):

E(x)I(x)d2y(x) + k(x)y(x) - (ki{x) * P)d2y(x) =q(x) (2)

dx: ax? gxt

donde el signo asociado a la carga axial P, serd positivo
si es de compresion y negativo si es de traccidén.

Estudios de la ecuacién (2), considerando la fundacién
del tipo Winkler se han desarrollado en extemnso, utilizando
distintos métodos analiticos y numéricos [10-11-12].

METODO DE ELEMENTOS FINITOS
La viga se discretiza en un numero finito de elementos
con cuatro grados de libertad: ¢, con i = 1,2,3,4. La

figura 3 muestra las cargas que actuan en cada elemento y
sus correspondientes grados de libertad.

V. V.

i i #1%Yi 7375
"i N ‘) "J' P56 # - '4=0j
V4 L 4 L
(a) (b)

FI16.3. (a) Cargas en el elemento,
{b) Grados de libertad.

Se implementa un programa computacional, basado en el
método numérico de elementos finitos (M.E.F.), considerando
todos los efectos que incolucra la ecuacién (2). La
variable continua "y" (deflexion), es aproximada en
términos de sus valores nodales (incégnitas) discretos:

Y(x) = Nagy + Nada + Nsds + Nada = N g )
donde los N, representan funciones de forma cubicas,
obtenidas de acuerdo a la forma generalizada de los
polinomios de Hermite [13].

Reemplazando (3) en (2) y aplicando el Método de
Balerkin [14] para encontrar los mejores valores de @, se
obtiene:

JNTgt (EId2Ng)dx +/NTkNgdx —/NTki d2Nedx %

dx2 dx2 dxt
SNTPI2Ngdx = [N q(x)dx (4)
dx2

(4) representa un sistema de cuatro ecuaciones con las
correspondientes 4 incognitas @,, ¢=2, ¢s, ., aplicable a
cada uno de los elementos de la viga.




Aun cuando los parametros E(x), I(x), k(x), ki(x) y
qQ{x) sean variables, el MEF permite suponerlos constantes
dentro de cada elemento "n", por lo que se consideran como
Eny Iny kny kln ¥ Qny correspondientemente. Aplicando el
Teorema de Green y reordenando, se obtiene:

{EnlnSaes + knSI, + (k1n z P)SY,) 004 = Q, ;5 i,5=1,2,3,4

(35)

donde S.s ®es la matriz de rigidez del elemento de viga,STt,
es la matriz de rigidez debido al efecto del pardmetro de
Winkler, shs es la matriz de rigidez debido al efecto del
segundo pardmetro de la fundacidn y/o de la carga axial Y
Qs es el vector de carga del elemento, y estan dados por:s

12/L 6/L2 =-12/L= b/L2

Sia = a/sL ~&/L2 2/L
12713 -6/L2
ryos
[13L/35  11L2/210 9L/20  ~-13L? /420
Y, = L/105 13L2/420 -L>/140
3L/35  -1102/210
L>/105
[ 6/5L 1710 6751 1710
shy = 20./15 -1/10  -L/30
6/5L -1/10
| 20L/15
G, = { gaL/2 ~qal2/12  Qnl/2 -qal2/12 }

de esta manera, la ecuacion (5) se puede abreviar como:
S ¢ = 0O (&)

donde 8" = §,, + 87, + 8l,, representa la matriz de
rigidez total del elemento "n* y @ el correspondiente
vector de carga. Utilizando finalmente el tradicional
sistema de ensamble de matrices para cada elemento, se
obtiene:

Se = @ (7)

donde S representa la matriz de rigidez total del sistema ,
Q el vector de carga y # el vector de incognitas nodales.
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RESULTADOS

Se
A)
Se
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viga mos
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dividen los resultados de tres formas:
Validacién del Programa.
comparan, los resultados obtenidos con el programa,

analiticos entregados por Paviovic [8], para la
trada en la figura 4.(BL = 3u). (B4=k/4EI).
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FI16.4. Viga estudiada por Pavlovic [81,
Modelo Winkler(linea continua),y
Modelo Cuasi-Winkler.(linea dis—
continua).
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Se utilizaron los siguientes valores: F= 10.000 (kg);
L= 5,500 (mm), k= 61.2E-2 (kg\mm?2J; E= 5.200 (kg\mm?2), I=
J342990. (mm*), B = 1.71 E-3. Las curvas mostradas en la
figura S5 representan las deflexiones, momentos y corte a lo
largo de 1la viga, para el caso de fundacién Winkler (linea
continua) y en el caso de considerar la fundacién del tipo
Cuasi Winkler(linea discontinua) al discretizar la viga en
30 elementos. Ambos resultados concuerdan plenamente con
los obtenidos por Pavlovic. Se puede corroborar que en los
puntos donde se aplica la carga Yy en sus proximidades, el
modela de Winkler es aceptable y concuerda con el que
considera el modelo Cuasi-Winkler. La diferencia se
presenta principalmente en las z2onas donde la viga se
separa de la fundacién. En estas zonas, la deflexion
duplica o triplica a las obtenidas con el modelo de
Winkler. Este ejemplo permite visualizar las diferencias
que pueden existir en problemas donde la zona de contacto
entre viga y fundaciétn sea pequeda, para lo cual se
estudiaron los siguientes dos casos:

B) Influencia del Modelo Cuasi-Winkler.
Se presentan dos vigas cuyas soluciones analiticas

estadn dadas por Timoshenko [15]. En ambos tasos se utilizan
los siguientes parametros: E = 2.1E6 (kg-cm2), I = 8.E3

k3
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Fig. 5. Viga con carga puntual F y so-
g lucién exacta (8B).
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{cm*), k=D184.9 (kg-cm?), L=300 (cm), BL=S con B* = k/4EI.
Las soluciones exactas estadn dadas por las ecuaciones (8) y
(?) respectivamente. Las figuras 5 y &6 entregan los valores
para las deflexiones, momentos y cortes, con linea continua
si se usa modelo Winkler y linea discontinua para el modelo
Cuasi-Winkler. Los valores "exactos" dados por las
ecuaciones (B) y (9) respectivamente coinciden con los
entregados por el programa usando modelo Winkler.

Ya={2FB/k (senh? BlL-senh? BL) }{senhBlL coshBL+coshB(L-x)}+
- senhBlL+'coshpLcoshB(L-x)} (8)

Ye=(M/282EI)e~"~ senBx ()

V(xE1) y(xE-4) - M(xE3)

104

15 1
20 |

x/L !

Fig.4. Viga con momento concentrado
y solucidén exacta (9).

0.5

En estos casos las diferencias (principalmente en la
deflexion) entre ambos modelos es notoria, incluso en
puntos cercanos al punto de aplicacién de la carga.
Intuitivamente nos percatamos de la tendencia a levantarse
en el extremo derecho de la viga lo que producira en el
modelo Cuasi-Winkler las significativas diferencias. Es
légico que en el extremo derecho que se levanta, no acttan
momentos ni corte, lo que produce que la viga presente la
tendencia recta mostrada en ambos casos. Asi el modelo
Winkler produce considerables subestimaciones en la
flexion y en los momentos vy en el corte. Las divergencias
entre ambos modelos es mas notoria en la viga de 1la figura
3, asi deflexidén se hace exageradamente grande, al
considerar el modelo cuasi-Winkler, y el corte y momento
tienden rapidamente a cero en el extremo derecho de la
viga. Este ejemplo es una clara muestra del cuidado que se
debe tener al aplicar el modelo cuasi-Winkler, en vigas que
tienen sus extremos libres.
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C) Condicidn Bi-paramétrica:

Se estudia la influencia del segundo parametro de la
fundacidn "kl1" para dos casos:

cil) Viga corta (BL = 1.9)

Para este tipo de viga, el modelo Winkler es satis-
factorio y presenta resultados confiables. Se estudié la
deflexidn en el punto central de 1la viga (figura 7), uti-
lizando los siguientes parametros:E=2.1E6, I=BE3, k=103.7,
L=300. La deflexiétn 6., se obtiene considerando ki = O.

1.
£ F
0.6]
ot
0.4]
0 400 /L 800

FIG.7. Influencia de k1 en una viga "corta“.
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Fig.8. Influencia de k1 en una viga "larga"
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c2) Viga larga (BL = 3n)

Se estudia 1la influencia de "ki" en la viga del
ejemplo A, ya que al estar restringido el movimiento de
ambos extremos, los resultados obtenidos entre ambos
modelos no son tan divergentes. Se estudia la influencia en
dos puntos de la viga: (i) en el centro (ii) en unm punto
donde la viga se levanta. Se grafica en forma adimensional,
referido a las deflexiones en cada punto considerando ki =
0. (81, &2). La figura 8, muestra la variacién de kil y su
influencia en la deflexién.

La grafica 2 de la figura B representa la deflexion
del punto central y es totalmente coincidente en ambos
modelos, lo que era de esperarse, ya que para este tipo de
vigas, la deflexién central es aproximadamente igual ya sea
considerando el modelo e Winkler o el de Cuasi-Winkler. La
gréfica 1, nos permite visualizar la influencia de ki en un
punto donde la viga se separa de la fundacién. En estas
zonas la consideraciéon de k1l se hace muy sensible. Se puede
ver que en todos los casos, k1l tiende a rigidizar la
fundacioén, tal como lo indican las figuras 7y 8.

CONCLUSIONES

Se ha implementado un programa computacional que
permite iterativamente estudiar fundaciones elasticas del
tipo Winkler Y Cuasi-Winkler, e incluye multiples
posibilidades en cuanto a variar los diferentes paraAmetros
fisicos que involucra el fendmeno. La comparacién con
resultados analiticos es muy satisfactoria y permitira
estudiar con confianza problemas en que se aplican cargas
miltiples, incluso cargas de compresiéon, gque para el caso
de fundaciones Cuasi-Winkler presentan alto grado de
inestabilidad sobre todo cuando se consideran vigas con
extremos libres. La influencia ki en vigas simétricas,
como las estudiadas, con cargas puntuales, es poco
significativa en los puntos cercanos a donde se aplica la
carga y es altamente sensible en agquellos puntos donde la
viga se separa de 1la fundacién, que por 1lo general, son
puntos alejados del punto de aplicacién de la carga.
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