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~ici_ de c.'9IlII SUCI!Si-sson ~ • partir de 1• .....-fiaia ct.
lalla considw-ando ~~ ~ En bue • 1& fl61C16n ct.
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dltfClMlilCiOn.

El .adelo ~ ••• sidD aadilicwJD., un III0lII _ no ~ ct.
~ finit.os disponibIe pro. el .Nllsis ct. ~as de hl:InU••.•.
S. -u-an valares ruairiaas ~ caa _ ~rcnt.an can reaAt.ad05
1IlIP8t'-...t.ales.

In this paper it. is ~ an -woat.kln of Uw liD _4a1
P1ast.icit.y~ t.o Concret.e ba-' an the ~tad Fi~-wr
FailLrR Criterion of WiU_ - WarTD <Uww _ also in::ludm ~
cri...... .s paMiCIJI.- cases). n. iniUal W1eldarf_ and Uw •••• w1L
loading lRrfac.s .,.. ~ fr-a. the fai1l.re ..-f_ cansid8rinll
isot.rclpiolClI"k-hrdBning.[)ot Uw basis of Uw abtairwd Wieldfunct.ian •••
an the ~ian of assoc::Yt.IIdDlasticit.y,__ •• iWldUw..~ ~
crovide Uw sU _ st.rain D1uUc iI0 _ &&lMI1at.ian.

n. ~ •••• hils ..., oadIId in • r1Dnlu- finite ~
1IrCIF- -nabla far ~ st.n.d.lral ana!YKis.n.v _ ~
~ ,....,.t. \hat _ ~ "'th 1IllDW'~ de•.•.



El Met.odede Elementos Finit.os no lineal ha orovisto una podr-osa
•••••.•rami••••t.. para det.rmi.nM' la di.t.ri.buoi6n intArna de t.an.iones 'of
defCll"'lMcione.en una elftruct.ura de hor'mip. Sin embllrgo la falt.. de 16I

modele mat.er-ial adecu&do ha sido el maWOl"obst.aculo para un aNUsis
riguroso de la. est.ruct.uras de hO/"ftIi.gQn.Se ha cent.rado .nt.one.. 1.
at..nci6n en el desarrollo de modele. mat...u.ticos constit.uUvos QUtIpuedan
earac •.••izr adacu.dament.e _1 cCllllC)Clt"t.amient.ot.~On-deformaci6n !;j de
fal1& del hormip baio condiciones de t._iOn ..,..al_ en t.r_
di_iones. Hasta el preaenle una gran vari.c:tad de rnodelos han sido
propue.t.os (1), [41.ent.re eUOIi10lide t.iClOelast.ico no lineal .., 105de t.iQo
pla-Lice.

En 10li Ult.imos arlo. la Teoria de Plast.icidad ha sida amDl~t.e
adopt.adaen el modeladode 10. comoortamientos eonst.ilulivos de mat.erial••
friceional.. como honnigCln,suelOli .., roeu. El uso de modelos pla.t.icos
oara el hormip present.a varias venta;"s [11. [71 En principio. li_ ••••
CI..*'lta _1 camrxrLamient.o dIIoendiente de la hi.st.oria de t._iones. asi
IIlismo. PUeden ..,.. .valu.das deformaciones resicLIales debida. a la
casearga.

El ob;etivo primario de e.te t.raba.jo de invest.igaei6n es desaN'Ollar
un modele const.il.ut.ivo rel&t.ivalllllnt..ooq:r_ible WliOfist.icado para el
anali.is de est.ruct.uras de hortll1g6nmediant.eel..,tos finitos

.) El fundament.ot.orico del desarrollo del modelo_t.a bando en la
Teori. Incren.-.tal de Pl.sUcidad.

b) El cri •.••io de f.U. .dool.de •• el de Willam- wamlce de cinco
pram.t.res. QUepermit.e incluir como casos parliculares modelos
_s simpl_ de lIlO. des Wt.,.... parametros.

e) El modele prepuest.o ha .ide codifieado • implement.adoen un
programa exist.ente de aniUsis no line.l CIOr'elementos finit.os.

Con el objet.o de &Dlie.'" 1. t.eer'. increment.al de pluticidad al
hormill6n.cuat.ro hipOt..si. basica-s deben Ii'" heQhasrn :

1> La candiciiIn de flllla QlA ut.ab~ el limit.e SUClW"ioren el
.liP&eiode t.ensiones.

z) La ....,-fici8 dB f1urcia ini.cial QUedefine el COIIIier.zodel flujc
plastico

3) l.il r8lI1a de ~ QUe descr1be 1. 8valuacien de 1••
suoesivas suPerfieies de eat'9&-

4) La regla de fJuja QUe est. ,...lacionad. con una funci6n de
ootaneial plast.ice w prov.. la rel.ciOn plastica incr_nlal
tensi6l'l-deformaci6n

Coaio una aproximaei6l'l al CClfllPOrt.amlent.o,....1 del hor"llgQn. ••
SIJI:)OI'Wl las &igui••..•t.es hip6t..sis simplificaUv.s

Una vez .stablecida un. adecuada superfici. de faUa mediant.e .1
crit.er-iD de Willam-w.-nk•. 1. SUDerfici. de flUlll'lCialniQi.l •• considera
con una looologla slmilar ••part.i,. de una forma conlraida



Postarior-ment.e la. S4•• ~ 1lUDW'f1c1_de cr9a son obt.enidas
lJUC)Oni~ una ftDansiOn IlUfcrtllll de la ~icie de fl.IAncia i.ni.etal
~~. P••• ~ det.ertaiNc:ian de ~ regIa de fluio ••
con.ider-a 1. t.ecria de PI." 1m'" Asactl••••, •• deeit' ~ fl.nCiOtl ••
pOt.encial P}ast.ioc •• ~ igual a 1a funciOn de ~i. dMdo 1ulIar' •
1. condician de ncr"lllaUdad.

Wi1lam\I ~ <J.97Sl. al8it'iron UM ~ic1e dIt fall. de t.r_
para_t.ros Dar. .1 harlIlip WI ~ de traccian \I dIt ClOIlICIrHi6n
rnocIerada.Est.. lllOdelo.que sreMnt.1Iba _idlanos reet.os \I una seoci6n
transv •.••• l no cU"cul••• fua post.eri~ refinado ~a Ie adiem
dIt des CW'a_t.ros CW'a dHcribir _idlanos curvos. ext.endiWldo WI
conseeuenci. el I"angeI •• IlDllcacian • Ie zona de CCllIlDt'•• ian aI_de.

El model0 &:W"edioe1. falla [1l. .1 el est.ado dIt twwiorws AU.face 1a
coMio1Cln:

f'c •• 1a ~ de CXIiIPI-un uniaxiAl
del harlU.g6n. (" c > 0 )

E. decil" 1. suoerfic1e dIt f.lla U Ul)l"esada en t.ilnninos dIt !as
COI\lCOI"I4If'. de t.ensi6n .edi& cr. ". !II el &n9WO de siJlliUridad 8.

Las oOlll!DOl_ltesde terwiOtl-ai. crill!II "'11I repl _ tt.an1. distribuoiOn
mectia de t.nsicInH I'IClI"lIIa1es !II t.angeno1ales 50bNI ~ ~icia .,rica
infinit.u1mal. L•• IlIisInu _tan r-elacionadas con 1•• terwiorws oet.ahitdrieu
crpc;:t.w "'oct. ' !os invari.ant.es dIt t.ensi6n 11 v :fa \I las coardenadu
tUdr'ost.iUc •• .., desvUdor •• £ v 1", •• la for •••• Ul.

•• • ·cd - iIs-Ii f

,..a •. ~ "oct.- • i1a•• ~ ,.a

De ( 1 ) •• ~ que "11I u fll\Ci6n de 0"11I \I 8 :

~ •• l" •••• _ ~
c .J5 f"c-

La suoer-f1ci. de falla •• definida exv-uando en Dl"'i_ 1~ 10s
mel"'idianoscle t.,..ceian \I de ~si6n de 1. suoer-ficie oar. e-00 \I
~ DOl"des oar-Abolasde seeunctoW'actoWIla forma .i9U111nt.e:

Ellta. OUI"Y..utan oanactaclu pOI"UM auorf ioie .u..oidal, CUloIa
torn ••.•• 1gllne linliiiCic:lr' IIU dlfinidi per .



/~ "1 ::t .,. ::t.,.
A continuaei6n •• Dr"""'. 1. const.rucciOn ;rifie. del rnocIe10 de

einco oa,..amelros :

Fig. I gecciiln h1dra5t&t.ica.
Hlridi.iInDs de CClIIO"~ ( e _ r.cP ) y de t.raco.iAJn ( e - rfJ )

-z.o
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La. grincioal_ caract.risticu de ..w crit .•.•io de falla U1. IllUeden
reaMIIir_ COIBO.1..- :

1> Irwolucr-a a t.res .irlvar'ianta. de t.wwi6n ~ Ie ferN fIG.,1.. •
o idanLic.-M fttr. "•••.

2) Present.a una ...-rficie _W oon r~ Unico an aualcali•.•
P<rio.

3) La tran ~ el DlatlD dnYiAdar •• periOdica can '" periodo de
1'Zl:f w L1ww fliI de silMtri&.

4) ~ una lMICCiiln trlltW\oW'Al t'lCI cW"culr ~el J)1Mo
desvl.dor, que varia dnde apro~ ~ hast&.",-oxim.~ circular, con el UlCl •••• lLo de ••...••i6n
tW:r.osULica.

" Los lMt"ic:fianossan DarAbola. de H9lI'ldo rado abirt.u ~ 1&
dlrece16n del •• ~Lico nIl9&Livo.

6> L. aorficie •• convexa .i lotlparu.t.ras del madItlo •• Lisfaoen
lu .i9Uift,es condicic:Ina :
••• >0 ••• ~O •• ~O
bD>O b&~O ""0

7) El IIlOdltl0 cUre t.odas la. ~ de tansi6n ~ el rango de
1. _lP"la de lu a.ioaoianes DNcticu.

8) El crit.er10 de falla inc1uwedl....-.os crit.eru.- _ 1UmDl_ COIBO
case. esoecial... Loti cinco o-"'t.ros ~ aAsLarse de fOl"lfta
de •••••..ificr los si~ orit.erios :

Hode1odII van Hi.- •••.•••••~
•••-aa. " a•.-~- •• -ba-O

Hode1o de ~ o-f'ro •••• (das Dar'-tras)
•••-aa. .l-~ " .-ba-O

Hode1odII tot- ..,.-.v- de Win'· WLti'"~-* " -.=ba-O

HodIIla OCIIrllSPCil'.m-u dII cuMro ..,.~

Los otneo """'tros Gelcresent.e crittlr'io refinado dlt Will-warnlat
son det.erlainado. dlt ~ .~ 0..- 1.. .i~ LerwianH de lalla esten
oont.enidu ~ el cri •.•.•io. Esto inc1uwe ""- -awe- .illpl.. v 1&
det.erminaciiln de em. I:lUI'ltos de r-esi.Lenci. en el ~ de COIIlClf•• i6n
.1evaca.

1) Rlllist.encia. COliili esiiJn '-W\iu1a1 r0
2) ~. tracoiiln II\iaxial r
3 RHistencia a ~ eqI ,jbiaxt.t ,.~
4) PunkJ de tensiOn de 0UIU...u.n..,.. .•.

~ e1 lIll!ridiano de tracciirt
5)P\rio. lMIIibn • CClIIIIlI' •••• ....,..

eneI ..-idirG • CClICll esi6n



Adem••• las parabolas deben P."'" • t.,...""- de U"I PUnt.ac~ O'rno.n
e1 • .it! hidr'osUUco. esto iJnDone1. condlci6n:

r ••CIJ) _ ,..~ • 0 ocn P _ 0';: ) 0 ( 7 )

En ~ia. IICIrlusades _.wos • 10 lal"9Ode 1015 do. meridi.nos
ma. 1. condician .dieional ( 7 > P.,... det.er1llinV 10. sei.. pa,.._t.,..os ao • as.
•• • ~ • ba • ba. Esto invo1UClr. 1& 5oluc:iCn de dos 5i.terMS de Ires
ecuaciones lineales.

Pa,..a indio.,.. 1. inleiaeiOn 0 1a conUnuaeiOn de 1a deformaeiOn
p1ist.lea, en ba.. al orit.er1o de falla adopt.ado ( 1 >, W con 1a hio6t._is de
~eoimient.o isot.r6Dico consideramas 1a .i~ent.e funciOn ;

T_i6n efecUva ~ CXlIIlO 1&tensiOn
eta flu8ncia pra ODIIIPoesUln lIli.axi&l.

TBWilInde ~ia Jnicial pra COlD '8S.i.6n
~

POI"10 t.anto 1a funciOn de fluencla oroouestA incll~ como euos
extremos ;

- la ..-.fici •••• f1uw1cia inlcial pre 0'. ( 0) - fo
- 111criterio dII fal1il dII WillanI - WarnIca paril 0'. ( Z,,) = f'e

DesPUis de 1. fluencla inieia1 .1 COIllCIOI"t.allientodel hoI"'tnigOnsa
considera OV'Cialment.e e1&st.ico \oj parcia1nlllnt.. pa.t.ico. [)\rant. un
iJ 10I_It.o eM oV9&. 1a variaciOn de cleformaciCn t.ot.a1•• descomtJor.,.. en
una 00Il!P0I.,t.e .1Ut.ica III en ot.r. p1&st.ica.Ul [2]. tal. _ decir :

di _ d ," + d ,"

El iJ 1CI_ .to eM clefarmaeiOnelist.iea ~ ob••••••• COIlIO:

d i" _ ~-1. d"



Pol'" ot.r. D&rt.e. e1 incremento de dltfOt'NCUin plbUca pUade
Dbten.- ••• en bas•• 1.~ de f1ujo.. ClOIIlD'

Sustit.uo.lendo 1•• 4IXOl"'nionu (11) w ( 12 ) en ( 10 ) w ~ndD e1
lncrt111le1'\t.o de t.enslones. •• c*lt.iwIe:

DondlI d ). •• III .Kalal" DOSiUvollUlado mulL1plicadcr pU.u.oo que
PUIIdII lMiI" obt.enido ocmo :

dl-
A+

TensiA:lnesrrevia • k apUcllCi6n dill80 _Ita cia
dItIClr'IMCUIn dt-

Par'-&ro dlt ~

FlnalmenLe 1. ...lac16n CClNtiLuLiva del Nt..oial en ~
el..t.oolbtioo l"esulLa:

p.,.a abt...,. 1. ...laci6n ccrwULuLiv. incr~al ( 16 ). •• dIbe
dlIAI"roU.,. 1. CClN"UPClI'ldienLe~ del radi8nt.4t :

El Dl"1Nr thiN) ,."...ftl 11 ~ NrosUUCl " IDs.-..t.ame. la ClCIIIIXlI~ dltsvi.dcrL



Para .1 modelo de cinco par-ametro•• 1 ••..•dient. ClUed.dttfinido en
tArmino. del e5t.i.do .ct.ual d. tens!onu • vavti de In COIl'CX)I'"J8ntesde
tensian medi. (111\I 'rm W.1 Angulo de .iJlli1ar-id.d e, en adiei6n de 10. seis
gr-ados de libw"tad ~ , al • ., • bel • b1 ' ~. 5i bi8l'l 1. exlJ("uian del
gr-.diente •• bast..nt.e .l.bor-.de. en 1.. &plic.oiones OOI'lOJt.cion.l.. est.a
~alidad del model0 a beneficiosL POI" ultimo. la forlN.ll.ci6n del
••..•dient. p.r. el lIlCICIelode cinco P&r-ametr-o.guede reduc:ir-se a 10s cuo.
uoeciala de VOl"Hi.... Dr-uckr-F',.ager III .1 model0 CClN"eSlXlndientede
va parametros.

La r8l&c1On~ian .fectiva - deformaciOn pla.tica efect.iv., QUea
~ por un simpl. lInS&WOde ooll1C)l"esianuniaxial, U]. t.i8'w 1. fDr'IU
general:

En .1 C)l"'RSentet,.abajo. ..t.a fll'Cian •• obtenida .mpl.ancIo 1&
conocida eouacian de Saenz para 1. "cresent.aoi6n uni.xial a - 4 QUe
neoesit.& de t.r-es P.,. ••••tros .xP8r-lmental.. obtenidos a partir- del _110
de cO/TIPNIsiansimple. Ul. [6] .

OeSOOlllClOl"liendo1. defOl"tn&cianen \I'l& 00IIlCl0Ilent.eelastica •••otr.
plastic.. _ ouede exlJ(".sar la mencionad. ecuaci6n en funcion de 1.
deform.ci6n pla.ticL

Poster'iormente derivando s. obtiene 1. rel.ciOn:

H ( a, , 1',. ) - : i,.'
Donde H ( a, . E,. ) .s obtttnido como 1. pendient. local de 1. curv.

uni.xi.l t.8I'lsi6nde COI1lC)r'85i6n- de'ormacian DlUtic- .doclt.&daIII ti_ 1.
siguienttt .~ian :

2.,1 ~ .1. 2'1:~ - ( -r;; - ~ +...::.:-:T ) IF, + E
E toe C f.c

El': + 2 a,(-..1.... _ ......2..- + ~ + If. l:,. _ 2 I,. + £,.1 )
f.c fC £&; E ~ T;;' -zc ~

(21)

En b.s. .1 mocIulode pluticided H. .sooiado con 1. t... de eXCI.rwian
de 1. sUPW"icie de 'luenoia 0 oar-ga••• Clbti_ 1. relaeian inOlement.aL

Postriormente intll9l"'ancIosobr'e el camino de defor-aci6n •• CIbU_
la r-elacUln a, - 'f,. (18).



S. ra'~n 10. valartts abt.ndos •.• baA a la fOf"lllU1aciilnanterior
adopt.ando10. para-tros dal Meter-ia1••••.• KuDf.,. et a1. e~l

El inc:rwnento de ~ormaciiln DUst-ica .'ect.iva as ~inido en
t.ilrmino. del t.ra~jg D1&st.icoDOt' U'lidad de volumenen 1&fortll&.Ul ,

d II! - fl. . d~"

£1 inc,..."t.o de t.r~jg p1"st.i.co •• caleulado como:

d II! - 1 . d /:" •••d)' . 1 . ~

E1 par_met.ro de Wldu"ecilllient.o A as UN. funci6n del t,..abajo
plutioo '" W ••••• ,..elacionado con .1 madYl0plutioo H. e1l, [2J. m
.egUn;

.I.£.
all! --* .Ii. 8 (1".1 )

a i"



El moc3lo contIt.iwtivo cresent.ado ha sido impl~t.ado en un
programa de tI1ement.05finit.os para analisis no lineal de est.ruct.ura. y se
ha &plioado para evaluar la rHpU8st.a l'IUl'4rioa de ensawos sobre
ttIIJ)eCimenespara 105 cualu son oonocido. 10. ruult.ados exPttt"'iment.ale•.

E1 ejemplo QUe •• pr-aent.a u la ..,lioaoi6n del 1IlClde1oa 105
conocidos Ensawos •• 0CIIllP'.• iOn b.liIxL;a1 dII ~ lit. al. en E1 IIIismo
consitlte en tI1utudio del (lClI'npOrumientodII elament.os de t'lcrmig6nde 20
x 20 x ~ em. ~idos a diler.ntas condi.cionu de carga; OOlllPI"ui6n
U"I1uial. ~.i6n equibiaxial, CClI'/IC)r"ui6nbiaxial no simet.rica.

Los CIV••••t.r-osre!evant.es dill mat..-ial son:

E
Ie

f'e -

f't. - O.D9 f'e
"tip = 1.16 "0

A contiruaci6n •• presant.a la diScret.izaciiln per element.o. finites
utilizada para rnodellz.,.. tI1 _awo .., la. graficas OQq)&rativas entre 10.
rtISU1t.adosexPW'imentalu !II numirico. para di.t.jnu relacionu ant.N! 1••
t.ensiones grinoiQalu era I era.
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E1 r:resent.e modelo de pla.t.icidad incremenl&l. .e ban an el CrUrio
de FaUa de Willam-Warnke,reconocidO comouno de 105QUIt-.ior reoroc1Jcen
10. resull&dos exgerimentales obtenido. de ensa'olC!'sobre hormi96n. en \II
alllD1iorango de mllgnitudu w rel.cion •• de tensiOn.

Dlcha 'Ul)erficie ha .ido adoDtada tambi~ comosuperficie de carga
w sabre la rnililll. •• ~lican 10. conceotos olasicos de 1. pl•• t.icidad
asociad&.

La evoluci6n de la suoer-ficle •• realiza en ba•• a U'l& curva de
endlreoillliento. QUe ~t. obt.... .1 llI6ciu1opla.tico H ••.partir de la
ClrVa \IIwial IT - & eXDresad&a t.rav" de 1. ecuaciOn de Saenz.
llegardose a _tablecer .1 incremento de tens16n de ClOfllI)NUiiOn\IIialtial en
func:i6nde la deformaciOn olastica efectiva

Este estudio •• la fa.e inicial del desarrollo de \II IIlOdeloe:uwos
resultados POdran _jorar.e a tram de 1. eXQ&n.iOnno uniforme de la
SUC*"ficie de cal"9&.t.om&ndoan cuenta la variaciOn de cada uno de 105
para-tro. del modele en forma indeoendlent. per e'ect.o de la deformaciOn
plastica l)N)ducida.
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