MODELD ELASTO - PLASTICO CON ENDURECIMIENTD PARA
HORMIGON BAJD ESTADOS MALTIAXIALES DE TENSION

En el presente trabajo se desarrolla una aplicacion de la Tearia
Incremental de Plasticidad al Hormigin en base al sofisticado Criterio de
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superficies de cargas sucesivas son obtanidas a partir de la superficis de
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fluencia obtenida u oon la hipotesis de plasticidad asociada se derivaron
las expresiones gue proveen la relacion plistica inoremartal tensidn-
deformacion

El modelo propussto has sido oodificado en un programa no lineal de
Mnsfwtosdwgwad'ﬁusisﬂuu\nurudewﬁn
Se muestran valores ruméricos cblenidos, que se confrontan con resultados
exparimertales.
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numerical results that are compared with experimantal data




INTRODUCCION

El Mitodo de Elementos Finitos no lineal ha provisto una poderosa
harramienta para determinar la distribucion interna da tensionas v
deformaciones en una estructura de hormigbn. Sin embargo la falta de un
modelo material adecuado ha sido el mayor obstaculo para un anilisis
riguroso de las estructuras de hormigbn. Se ha centrado entonces la
atencién an el desarrollo de modelos matemiticos constitutivos aue puedan
caracterizar adecuadamente el comportamiento tension-deformacion y de
falla del hormigén bajo condiciones de tension generales en tres
dimensiones. Hasta ®1 presente una gran variedad cde modelos han sido
propuestos (1), (4], entra eallos los de tipo elastico no lineal y los de tipo
plastico.

En los Ultimos afos la Teoria de Plasticidad ha sido amoliamente
adoptada en el modelado de los comportamientos constitutivos de materiales
friccionales como hormigdn, suslos y rocas. £l uso de modelos plasticos
para &1 hormigbn presenta varias ventajas {4), (7)1 En principio, tiena en
cuanta el comportamiento dependiente de la historia de tensiones, asi
mismo, pueden ser evaluadas deformaciones residuales debidas a la
dascarega

El objetivo primario de este trabajo de irvestigaciéon es desarrollar
un modalo constitutivo relativamante oompransible y sofisticado para &l
anilisis de estructuras de hormiodn mediante elementos finitos

Los aspectos del estudio son los siguientes:

a El fundamento tedrico del desarrollo del modelo estié basado en la
Teoria Incremantal de Plasticidad

b) El criterio de falla adoptado es el de Willam - Warnke de cinco
paramatros, que permite incluir como casos particulares modelos
mas simples de unc, dos y ires parametros.

c) El modelo propuesto ha sido codificado e implementado en un
programa existente de anilisis no lineal por elementos finitos.

HIPOTESIS BASICAS

Con el objeto de aolica~ la teoria incrementsl de plasticidad al
hormigon, cuatro hipotesis bisicas daben ser hechas (7] :

1) La condicién de falla cue establece el limite superior en el

, @spacio de tensiones.

2 La superficie de flumncia inicial que define el comierzo del flup
plastico.

P La regla de endurecimiento que describe la evaluacion de las
sucesivas superficies de carga

4) La regla de flujo que esti relacionada con una funcion de
potencial pliastico w provee la realacién plistica incremental
tensidn-deformacion

Como una aproximacion al comportamiento real del hormigdn, se
suponen las siguientas hipétesis simplificativas

Una vez estsblecida una adecusda superficie de falia mediants el
criterio de Willam-Warnke, la superficie de fluencia inicial se considera
con una tooologta similar a partir de una forma contraida
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Postariormante las subsecusnies superficies de carga son oblenidas
suponiendo una exparsion uniforme de la superficie de fluencia inicial
Endurecimianto isotrapicn). Para la determinacion de la regla de fluic sa
considers la teoria de Plasticidad Asociada, es decir la funcidén de
potencial plistioo se adopta igual a la funcion de fluencia dando lugar a
12 condicion de normalidad.

FORMAACION DE LA SUPERFICEE DE FALLA

Willam y Warnke (1973, sugirieron una superficie de falla de tres
parimetros para el hormigin an régimen de traccion y de compresién
moderada. Este modelo, que presentaba meridianos rectos y uma seccién
transversal no circular, fue posteriormente refinado madiante la sdicion
de dos parimetros para describir meridianos curvos, extendiendo en
consecuancia el rango da aplicacion 2 la zona de compresién elevada

El modelo predice la falla [1) si el estado de tensiores satisface la

condicibn
fuloy) = ﬂf"ﬂ - g =0 (1)

donde : #'c es la resistancia de compresion uniaxial
del hormigén (¢ > 0)

Es decir la superficie de falla es expresads en términos de las
componentas de tensiotn media Gy Te ¥ €l dngulo de similaridad ©.

Las componantes de tension media om ¥ Tm recresantan la distribucion
madia de tansiones normailes y tangancialas sobre una swerficie esférica
infinitesimal Las mismas estin relacionadas con las tensiones octahadricas

pctuvoct,loshwnmmunsxénl‘ylgylucm:
hidrostiaticas y desviadoras € y r, e 12 forma, (1), :

’--vussllnfas {2)
‘r.'-gvod’-ghsér'
De ( 1) se ceduce que Ty e funcidbn de o ¥ O :

7, r (on0)
= * Wyt (3)
o T e

La superficie de falla es definids expresando en primer lugsr los
meridiaros de traccién y de compresion de la superficie para O y
por dos parabolas de segundo grado en la forma siguiente :

Fy = E%-a.oq;:-ba.(
I;:e'—o-b.v&b.'fcoh.(;:r para Ows0"

Estas ourvas estin conectadas por una superficie elipsoidal, ouys
Wraza en el planc desviador esta definida por -

r para 8=0®

5

(4)
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2 g r'fboso + 2rg r‘-rct) N4 (f‘c'—"g") cos®™ + 5 r'f—-4 ry re
r=
4(l'gl—r"T)cos:0+(rc—~2rt)’ (5)

donde el ingulo & es funcion de las tensiones principales a traves
da

20‘-3 -—Os (6)

- JZ((’;—G.’. + (cg—c.!'+ (c.-—u‘)’)

oon Oy 2 Oy 203

A continuscién se oreasenta la construccién grifica del modelo de
cinco parametros :
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Fig 1 Seccidn hidrastatica .
Meridianos de comprasion ( © = 60° ) y de traccion ( © = 0°)
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Fig 2 Seoccion dasviadora F.
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PROPEDADES GENERALES DE LA SUPERFICEE DE FALLA

Las principales caracteristicas de esta oriterio de falla (1) ousdan
resumirsea como sigue :

L
4
)

L]

6}

Involucra los tres invariantes de tensién en la forma #0;, 7o, O
0 identicamerte #og, Te, 0

Presenta una superficie suave oon gradiante (nico en ouslquier
punto.

La traza en el plano desviador es periédica con un periodo de
120° y tiene 60° de simetria

Presenta una seccién trarsversal no circular en el plano
dasviador, que varia desde aproximadaments triangular hasta
aproximadamente circular, con el incremento de presion
hidrostitica.

Los meridianos son paribolas de segundo grado abiertas en la
direccién del eje hidrostatico nagativa.

La suparticie s convexa si los parimetros del modelo satisfacen
las siguisntes condiciones :

>0 a0 g0

b >0 b <0 bp L0

El modelo cubre todas las combinsciones de tensién en el rango de
1a mayoria de las aplicaciores practicas.

El criterio de falla incluye diversos oriterios mas simoles como
Casos espaciales. Los cinco parimetros ousden ajustarse de forma
de verificar los siguientes criterics :

- Modalo da Von Mises Wn parinetrao)
2 = by ] y=b =ag=by =0

- Modalo de Drucker-Prager (dos parametras)
39 = by a =Dby Y ag=by =0

— HModelo de Lres paramstros de Willam-biarnke
-E = _‘Lbl ] a =y =0

de cuatro parinstras

Ll S

—  Modalo

DETEFRMEINACION DE LOS PARAMETROS

Los cinco pardswiros del presante oriterio refinado de Willam-Warnie
son determinados de forma tal que las siguientes tensiones de falla estén
contenidas en el oriterio Esto incluye tres ensayos simples y la
dctmmeiénd-hmdlmzstmumnrmdtmmn

Resistencia a compresién uniaxis! o (6 =6l F
Resistencia a traoccidn uniaxial y (0= )
Resistencia a compresion equibiaxdal £y (6 =0°, £, >0
Purto de tension de compresion elsvade og/fc og/f'oi
an el meridiano de traccion (0=
Punto de tangion de compresion elevada on/tc , e/t
en el maridiano de compresitn (0 =6t
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Ademis, las paribolas deben pasar a travas de un punto comin Om,
el eja hidrostitico, esto impone la condicion

Tmo
" = red = 0 oon 0-7;')0 «(7)

En consecuencis, son usados ensayos a 10 largo de los dos meridisnos
mas la condicion adicional ( 7 ) para determinar los seis parametros ag , ay,
ag , by , by , by Esto involucra la solucion de dos sistemas da tres
ecuaciones lineales.

SUPERFICIE DE FLUENCIA INICIAL Y SUPERFICES DE CARGA
Para indicar la iniciacidn o la continuacion de la deformacion

plistics, en basa al criterio de falla adoptado ( ), y con la hipdtesis de
andurecimiento isotrdpico consideramos la siguiente funcién :

t(g.g') = F(g) — 0e(Tp) = 0 (8)
donde :
F(!)=m!L'6—, Funcién de fluancia
oe (Tp) Ternsién efactiva obtenida como la tensiéon
de fluancia para compresidn uniaxial
 £4 Daformacion plistica efectiva. .

El rango de variacién de la tensibn efectiva resulta :

‘o ‘O’.(tp)‘ rc (9)
donde:
fo Tensién de flusncia inicial para compresin
uniaxial

Por lo tanto la funcidon de fluencia propussta incluye como casos
extremos :

— la superficie de fluencia inicial para Oe{0) = fg

~ al critario de falla de Willam - Warnke para o0 (Tp ) = f¢

RELACION INCREMENTAL TENSION - DEFORMACION

Después de la fluencia inicial el comportamiento del hormiaon se
considera parcialmente eliastico y parcialments pléstico. Durante un
incremento de carga, la variacion de deformacion total se descomponen en
una componante elistica y en otra plastica, [1], [2), [3), es decir :

dg = dg' + dg' (10)
£l incremento de dlfmcién elistica ousde cbtenersa como :

dg’=pt. do ' (11)

D Matriz de corstantes elisticas




- 183 -

Por otra parte, el incremento da deformacién plistica pusde
obtenerse, an base a 1a regla de flujo, como:

dt’-dx'ﬁ (12>

dondes )
Gi(g) Potencial nléstion.

Con la hipitesis de plasticidad asociada se adopta:
O(g) = F(g) (43)

Sustitugendo las expresiones (11 )y ( 12 ) en ( 10 ) y despajando el
incremanto de tensiones, se cbtiens

agap.ag-ux.p.g—g (14)

Donde d )\ es un escalar positivo llamade multiplicador plistico que
puede ser obtenido como :

? F(F; g’)‘ D .o

dx-o\q»(a-—g—i-n;; ’))T.p.au:"’ e
donde
g Tensiones previas a la aplicacién del incremento de
deforwmacion dg.
A Parimetro de endurecimiento.

Fimnalmenta la relascién constititiva del material en régimen
aelastoplastico resulta:

dg = Dep dg (16)

p.(g-if. b

.
oo p-p-n«r(g—gf.p.:_g

VECTOR DE FLUJD

Para obtener la relacién constitutiva incremental ( 16 ), se debe
desarrollar la correspordiante expresién del gradients :

3 - ‘t;.;;g.'ﬁ- + BB ,!{-_.ﬁ! (1)

El primer téraino representa 13 comoonenta hidrostitica y los
rastantas la componenta desviadora
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Para el modalo de cinco parimetros el gradiente oueda definido en
términos del estado actual de tensiones a través da las comgponentes de
tension media om, Tm Y el dngulo de similaridad ©, en adicion de los seis
grados de libertad ao , a3 , ag , bg ., by , by Si bien la expresion del
gradiante as bastanie elaborada, en las aplicaciones computacionales esta
generalidad del modelo es beneficiosa. Por Ultimo, la formulacion del
gradients para el modelo da cinco parametros puede reducirse a los casos
aspecialas de Von Mises, Drucker-Prager y el modelo correspondiente de
tres parametros.

DEFORMACION PLAETICA EFECTIVA PARAMETRO DE ENDURECIMIENTO

La ralacién tension efectiva - deformacién plistica efectiva, que es
gobernada por un simple ensayo de compresidon uniaxial, (1), tiene la forma
general:

Oemoe (T, ) (18)
. En el presente trabajo, esta funcién es obtenida empleando 1la
conocida aouacion de Saenz para la repraesentacién uniaxial o — ¢ que
necesita de tres parimetros experimentales obtenidos a partir del ensayo
de compresion simple, [13, [6] .

Descomponiendo la deformacién en una componente elistica y otra
plistica, se puade expresar Ja mencionada ecuacidon en funcidn de la
deformacién plastica

Posteriormente derivando se obtiene la relacién:

- d o
H(’Q"p)-d—t;" {19)

Donde H ( 0 , T, ) es obtenido como la pendiente local de la curva
uniaxial tension de compresidon - deformacién plastica adoptada y tiene la
siguiente expresion :

2 ot 2T
—E“}-(—i;é——‘z‘—'f—-‘:—i-)cgi-E

3 ot 2% T, 2% ., &,
R‘.+2c.(-¢4;-:%+afp+(§p—;—-¢'+:’;)
(20)

H(c’..t,)-

En base al modulo de plasticidad H asociado con la tasa de expansion
de la superficie de fluencia o carga, se obtiene la ralacion incremental

d’g‘“(.g.tp).dt’ (24)

Posteriormente integrando sobre el camino de deformacion se obtiene
la ralacién o¢ -Tp (18).
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Se grafican los valores obtenidos en base a la formulacién anterior
adoptando los parimetros del material segin Kupfer et al. (3)

1.0 —

/

Te

f'c

0.0 4 0.001
L
Fig 3 Ralacién o, /7 f¢c - &
El incremento de deformaciéon plastica efectiva es definido en
términos del trabajo plistico por unidad de volumen en la forma, (1] :
aWf = o, . d%, (22)
£l incremanto de trabajo plistico es calculado como:

du’-g.ag'gux.g,g-g (23)

El parimetro de endurecimiento A es una funcion del trabajo
plistico W y estéi relacionado con el médulo plistico H, {4}, 122, 20,
segun

[ 4

- - 2F W 30 . _ 2F 8(s.g) agq
A aw " ag " og _‘#'N»‘r‘ ag” 8g

.-4'..5:3.,.5.3-.;;_{,.;_3 (24)
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COMPROBACION EXPERIMENTAL DEL MODELOD.

El modelo constitutivo presentadc ha sido implementado en un
programa de elementos finitos para andlisis no lines) de astructuras u se
ha aplicado para evaluar la respuesta nunarica de ensayos sobre
especimenes para los cuales son conocidos los resultados experimentales.

El ejemplo que se presenta es la aplicacién del mocelo a los
conocidos Ensayos de compresion biaxial de Kupfar et al [S1 El mismo
congiste an el estudio del comportamiento de elementos de hormigon de 20
x 20 x S cm sometidos a diferentes condicionas de carga oombresion
uniaxisl, compresion equibiaxial, compresion biaxial no simetrica.

Los parimetros relevantes del material sorv

E = 32500 Moa
& = 22 /oo
"c = 328 Mpa

Los parimetros adoptados para el modelo sorv

A continuacion se prasenta la discrestizaciéon por elementos finitos
utilizada para modelizar el ensayo y las grificas comparativas entre los
resultados experimentales y numiricos para distinas relaciones entre las
tansiones principales oy / oy .

>

Fig 4 Geometria, discretizscién por elamertos finitos
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CONCLUSIONES

£l presente modelo de plasticidad incremental, se basa en el Criterio
de Falla de Willam-Warnke, reconocido como uno de 1os que mejor reproducen
los resultados experimentales obtenidos de ensayos sobre hormigon, en un
amplio rango de magnitudes y relaciores de tansion

Dicha superficie ha sido adoptada también como superficie de carga
W sobre la misma se aplican los conceptos oldsicos de la plasticidad
asociads.

La evolucién de la superficie se realiza en base a una curva de
andurecimiento, gua permite obterer el mddulo plistico H a partir de la
curva uniaxial o — & expresada a traves de la ecuacion de Saenz,
llegandose a establecer el incramento de tension de compresidn uniaxial en
funcién de la deformacion plastica efectiva.

Este estudio es la fase inicial del desarrolle de un modelo cuyos
resultados podrin mejorarse a traves de ls expansion no uniforme de la
suparficie da carga, tomando en cuenta la variaciéon de cada uro de los
parametros del modelo en forma independiente por efecto de la deformacion
plastica producida.
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