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En 1. presente comunicaciOn comentBmos brevemente
algunos da nuestros recientes desarrollos para la
soluciOn mediante elementos finites de problemas
elasteplast4ces, elastcvisccplasticoS \,Ide frBctura.

In this ccmmmunicat40n wE briefl\,l present
our recent developments for the finite element
of elB.teplastic, elastov1scoplBstic and
problems.
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La reselu~iOn da diverses preblsmas ingenieriles
mediants sl m~todo de les e1ementes finites exiga
disponsr de elementos. algoritmes y ralaciones
constitutivas confi.bles y eficisntes en los ~ampos de la
plasticidad, la viscoplasticidad y IB frBcturB. A mode de
eJemple podemos citar el modelado de estru~turas de
hormig6n en las qUB aparsesn dBfermacionBs pl~sticas
permanBntes rl~, erBctos reol6gicos y fisuraciOn; la
dBterminaci6n de cargas limite W 105 problemas de
conformado en metales.

Para atacar este tipo de problemas hemos
d.sarrollado en 105 Oltimos B~es algunos m~edos
innovadores que dBscribiremos muy brevemente en esta
comunicBciOn. ponianoo especial enfasis en ilustrar 105
resultados alcanzados. Nos refariremes en particular a
nuestro trabBJo an les siguientes campes:

Ilustrarames 1. buena capacioad predictiva de un
medele de hormig6n qua heme. desarrellado basandenos en
plasticidad ne ase~iada y fractemec~nica ne lineal.

Comentaramos 105 r••ultados obtenides con nuestre
nuevo elemento bidimensional CMITe basade en la tecnica
de interpolaciOn mixta de componentes tenseriale•.

Presentaremos algunos resultados ebtenidos can una
familia de elementos que hemos desarrollado para la
scluci6n de problemas can localizBe~6n de defermac~onEs
(v.~. fisuraci6n). Var.mos qua 81 compertB~~en~o
.structuralesinsensible a 1•• di.torsienBS de malla.

t1estraremos mediante algunos eJemplos las
posibilidades de un nuevo algoritmc que desarrollamos
basandcnos en 1. regla del punta med~o.

En 1. referencia r2J h~mos presentamos un mooele
censtitutlve para la deser-ipei6n del comportamisnto
~n.t.ntaneo del hormig6n. Antecedentes parciales de ests
desarrolle pUBden encontrarse en nuestras refer.neias
C3,'iJ. La. cara=:ter1stic:assobre.allentHs del modele son



En la descripciOn da las zonas da preralla ~ d.
posfalla dUctil utili~amos un modelo de plesticidac no
asocieda (5,6:1. L.a plasticidad no asocieda origina
matrices de rigida~ no simetricas, que impRdirian la
dit'USiOndel mOdele en cQdigcs ganerales. Para resolver
.st_ problema en forma afieiente heme. utili~ado la
tecnie. de actuali~aciOn BFGS combineca can la matriz
con.titutiva equivalanta sim*trica propuasta por Panda ~
Piatruszczak t7J, con excelente. resultados.

En la descripci6n dela zona de posralla fragil,
caractarizeda por la localizaciOn de d.formacianes,
utilizamos el modelo CSela fisura difusa da Bazant ~ Oh
CBJ, ba.ad~ en fractomacanica no lineal. Esta modela as
insensible a 10. rafinemientes an la malla pera no ala.
di.torsienes. En al punto ~ de este trabaJo comantamos
nuestra soluciOn para este problema.

En la Fig.l camparames nuestros resultades num~icos
cen les valore. axpe:-imentalasde Kupfer et al. C5IJ para
una serie de preblema. planas dE tensiOn corre.pandiente.
a varias relaciones antre las de. tansienes principales.

L.os elementos finito. convencianala. basados an
interpolaciOn d. desplazamiantos prasentan al fen6mano da
bloquao Clecking) al sar utilizados en el campe pl-.tico
an problemas plane. de deformaciOn W axil.im6trico•. E.to
10. incapacita para la pradicciOn d. cargas Ultima. en
Bst. tipo de problema. CI0J.

En la pr••anta sacciOn mastraremas algunos
resultados obtanidas mediante un nuava alamento ba.ade en
1. t~nica da interpolaci6n mlxta d. camponente.
ten50riales ::11-13:3: 81 l;lM!TC rl'iJ.En nUEstra refarenCla
(lSJ :::'emostramosque .1 Qf1ITC ne tloquea. en 81 campo
pI-stice, an problemas planes dE defermaciOn ~
axiisimlllotrices.

En la. Figs.2 a 'i camperamas les re.ultades dad~s
per el l;lMITC can los carr8spondi8ntes al slemento
estandar de cuatro nados basado en 1. interpolaciOn dw
desplazamientos CSTO-'i). Usme. que para 10. ca50s dw
plasticidad perfacta (Fi~•.2 ~ ~) el QMITC pueda predacir
la carga limite con axactitud, en tanto que al STD-'i na.
Enal caso de plasticidad con endur8cimienta lineal
CFiQ.3), wI QMITC describe exectamenta la rigidez final,
miantras que e1 STD-~ presenta una rigidez a.puria.



Osterminades materiales presentan un fenOmene de
ablandamiente CStraLn $oft.n~~> per el que, en ~iertas
~ireunstancias. ante la aplicaciOn dB un desp1azamiante
~reciente 1a reacei6n 8S dB~reciBnte. Encentrames a1gunes
eJemples dB impert.neia en e1 hermig6n mierefisurade ~ en
Ie aparici6n de bandas de certa en metaleB semetides a
alta. tensien... En 1a presents cemunicaei6n nes
referiremes exclu.ivamente 8 aquelle. cases en que e1
cemienzo de 1eea1izaciOn esta elaramente sana1ado per un
nive1 de tensi6n ~/e defarmaciOn (ceme en al primar
eJemple). Ne censideraremos cases (16) en que el inieio
de lecaliza~i6n esta ligado a un proceso da bifur~aci6n
(como en el segunde aJemple).

Es bien sabide qUB en estes preblemas de nuestre
interes s61e se pedran cbtener resultades insensibles a
les refinamientes de mal1a teniende en CUBnta las
siguientes apreeiaeiones:

1 . t.a energ1a
fractured. debe ser
materiel rSJ.

r.querida per unidad de
eon.idereda una prepiedad

area
del

2. E* err6ne. 1. utilizaei6n de
constitutivas del tipo tBnsien-d.ferma~i6n, que
a la anul.ciOn del volumen de lo~a1izaeiOn.
censiguiente anulacian de 1& enargia C17,18J.

relacienes
~endu~en

cen la

Existen ~a modelos que cumplen can astas
cendicienes. Les medeles de Fisura Discreta CIS) utilizan
elementes de fisura rBgides di~act.mente per una ~ala~i6n
censtitutiva dal tipo tBnsi6n-desplBzamiante, aJustada al
valor de anBrgi• aspec1fica da fractura. El seguimiente
gal proceso da prepaga~i6n dB fiaura ebliga a sucasiv.s
~edefinicienes dB 1a malla para ir dando cabida a la
~n.erciOn de les elementes de fisura. Este grave
~ncQnv.niente as suparadoper al Hoa.lQ d. lQ Ftsura
f)r.j- •••.•o. (8). Est. mag.lo in.traduca an cadit punta de
,i.ntagraciOnfieuraliedentrc da un aI.mEnto una ·relaeiOn
constitutiva dlllitipo tansiOn-dsformaei6n, pero .se~iada
a un ancho de banda que ~tua como limitador de la zena
de lec.lizaciOni impldiande .u anulaC10n. La combinaciOn
da aneho lie banda ~ rBla~ion tensi9n-defermBciQn se
.Justan al raspete de Ie anarg1a e.pac1fiea de frBctura.
£n .ste plantec, que m~s que un alemente finite finlto
dabe slIlreensiderado come un modalo de materlal cen
localiz.ciOn, se presanta otro problema igualmente grave:
los resultados sen altament. sansible. a la distersiOn de
la mall•• Al distersionar 1e. alementos les resultades
surran grande. modiricaciones. 5iende habitual la
divergencia.



1a utiliz.ciOn de elem.ntcs no rectangulares, hemos
desarrolla~a una familia de elementos finitos [203 capaz
de presentar (cuando las condiciones de carga ~/o
deformaci6n as! 10 exiJan) bandas de loealizaciOn en su
intBrio~. Mediante interpolaci6n indep.ndiente de las
despl.zamientos debidos a la 10calizaciOn hemas logrado
obJetividad da resultados ante la distorsiOn de malla.
Coment.remos a continuaci6n algunos resultados abtenidas
con nuestro elementa de cuatra nados.

La rig.S describe el funcianamiento
tracciOn-compresi6n de una malla simple dlstorsionada
sIn distorsianar. El material e. el~stico lin.al ~
relaci6n de ablandamienta tensiOn-desplBzamienta
tambi6n lineal. En la rig.S repetimos el axperim.nto
una solicitaci6n de cartB puro, inve.tigando
propagaci6n de fisura en modo I.

a
y
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Finalment. mcstramas la evoluciOn de una malla de 25
elementos distorsianada y sin distorsianar sametide a
tracci6n (fig. 7) y corte pure (Fig. 8). En estas ensayos
la loealizaciOn se ha inducido debilitanda el el.manta
central.

En la implementaciOn num*rica de un modelo
ela.ta-viscopl.stico del tipa Perzwna [213 existen dos
variantes principale. para la bUsqueda de la
configuraci6n de equilibrio correspondiente a un instante
dado Nt": .

1. Formular el equilibria en
de.plazamiBntos totale. dR5de la
refer.ncia "0" hest. Nt" [22,23J.

termines da
canfiguraciOn

2. Formular e1 equilibrio en terminos de 10s
desplaz.m~entos ~ncremental.s desde la Ultima
configuraciOn de equilibria determinada [2~).

Siguiendo nuestro estile de trabaJo tendiente a la
inplementaciOn del algoritmo en aesarrella en un prcgra••
general incremental de elementos finites. heme. aaeptade
la segunda variante. Los preblemas a resolver para esta
implementaciOn .en 1a integraciOn numerica ae la relaciOn
censtitutiva y el esquema iterative aurante el analisis
incremental.

Para la integraci6n num~ica de la relaciOn
constitutiva ~os aesarrollade [2S3 un algoritmo ba.ado
en 18 regIa del punto medio. Este a1goritmo tiende, en Bl
limite plastica (tie.pos granaes), al aesarrollade para
pla.ticidad inviscida par OrtiZ y Pepav [263, que
nosotros utiliz.ramo. en nuestro modele de harmig6n [23.



2. £. general: puede utilizarS8 en viscoplasticidad
no asoc:iada.

Para ~lustrar el grade de exactitud alcanzado por
nuestro algoritmo de integrac:i6n viscoplastica
recurriremos a los Ma~ a. Iso-error C26J
correspondientes a astados planos da tensi6n. Para
construir estos mapas integramos madiante nuestro
algoritmo para dif.rentes incrementos da la deformaci6n
total, partiendo de una situaci6n tensional ~ de
endurecimiento que ser~ prop~a del mapa. LLevando sobre
un par de ejes cartesianos a 105 incremento. aplicados
segUn dos dirllcc.iones(que s~n pe-rdida da generalidad
adeptamos princ:ipaies ~~I ~ A£IIJ, ~ teniendo en cuenta
el error en 81 valor integrado por el algoritmo para los
incrementos de deformaciOn represent ados por cada uno de
los puntos del mapa, podramos trazar las curvas de
iso-error. En les eJas coord anades llevarames los
incrBmentos de defermaci6n en unidades ds la defermac:iOn
espec1fica de fluencia en el ensayo uniaxial. Les errores
porcentuales en las tensiones ~ en las deformac:iones
integradas (an los casos pIanos de tensiOn la compenente
de defermaci6n normal al plano debe integrarse) se
evalUan en t*rminos da las normas de los
correspondientss tensores integrados por al algoritmo y
exactos. Estos Ultimo. no son computables ana11ticamente,
pero pueden astimarse por repetida aplic:ac:i6n del
algoritmo (teeniea de subincrementaci6n). En.l caso de
les mapas que presentamos los valores "ex.ctos" fueron
calculades cen 1000 subincrementos: nuestra
expe,~mentaci6n numer~ca indica que el error del error ~o
lle~a er este case a:

Para el trazado de los mapas de ~so-errer que
mostramos en la Fig.9 hemes ut~lizade viscoplastic~dad no
asociada con func~cne. de potencial viscopl~stico y de
fluencia del t~pc Drucker-Prager con endurecim~ente. En
la misma Figura 5e ~ndican les puntos a Que corresponden
los dist~ntes mapas ~ 185 dlrecclones de derormac~On
corre.pondienntes. Para estudiar la ~nfluencla del grado
de v~scidez hemos construido mapas cerrespondiendo a
direrente. valor~p del Factor Adimensional d. VlSCld~2
f .•. v.- (E rat:: . PUBde verse fAcilmente que f .•. v.- 0
corresponde al 11mlte de plasticidad invlscida.

~os errores ebten~dos son del mismo orden de
c:orrespondiente. a otros algoritmos eXlstentes
p.asticldad i~v~sc~d. w / .• coplast~c~dad.

les
para



En cuante a1 esquema itarative duranta e1
incremental, estames desarrellande una matrlZ da
consistente cen el algoritmo presentado C25J.
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algoritma de integraciOn de viscepla5ticidad
para des puntas en estado plana de tensiOn.
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