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RESUMEN

Se presenta una extension de la formulacién de Bandas
Finitas para el anslisis de laminas plegadas de espesor
longitudinalmente variable. Se propone 1a técnica de
perturbaciones para expandir tanto el parametro de carga como el
vector de desplazamientos en ®»1 estado critico en términos de umn
parametro apropiado. La matriz de carga~geometria ez aproximada a
la correspondiente al caso de espesor longitudinal constante. La
respuesta se obtiene no =sdélo para un cambio de espesor
determinado, sino para todo un rango de variacién del parametro de
perturbacién. Se incluyen resultados numéricos que {lustran Ia
precisién de la solucién.

ABSTRACT

: An extension of the finite strip formulation for tLhe
bifurcation analymis of folded plates with changes in the
thickness in the longitudinal direction iz presented A
perturbation technique is proposed to expand the load parameter
and the displacement vector in the critical state in terms of a
suitable parameter. The load geometry matrix is approximated to
that associated to the oconstant longitudinal thickness case. The
response is obtained not only for a given value of thickness
change, but for a whols range of perturbation parameter variation.

Numerical reszults are included to illustrate the accuracy of the
solution. A ’
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1. INTRODUCCION,

El Método de Bandas Finitas en su formulacién clasica
permite analizar las estructuras denominadas prismaticas con
grandes venta jas computacionales frente a la discretizacién
bidimensional. Se entiende por estructura prismatica aquella tal
que las caracteristicas fizico~geométricas de la seccidn
transversal permanecen oconstantes en la direccién longitudinal.
Sin embargo, en muchos problemaz de ingenieria es necesario
considerar variaciones de algun parametro en esa direccién. En (1]
se¢ presenta el emplec de la técnica de perturbaciones para
analizar cambios en la respuesta estructural asociados a
variaciones en los parametros que definen el sisttema. En otras
palabras, se propone la investigacién de la influencia en la
solucién de cambios en esos parametros, expandiendo la respuesta
en tLérminos de un parametro de perturbacién. Esta técnica fue
utilizada con éxito en el andlixis estatico de laminas plegadas de
espesor longitudinalmente variable, empleando el Método de Bandas
Finitas (21

En el presente trabajo se propone el uso de la
técnica de perturbaciones para determinar el punto de bifurcacién
de las estructuras mencionadas, extendiéndose la formulacién
tradicional de Bandas Finitas. La no prismaticidad considerada
nuevamente viene dada por cambios en el espesor de las placas en
la direccitn longitudinal. Dichos cambios se representan como una
funcién por una amplitud, y es esa amplitud la adoptada como
parametro de perturbacién. Se considera una expansién de orden
genérico tanto del vector de desplazamientos como del parametro de
carga en el estado critico. El procedimiento permite el calculo de
todos los coeficientes de la expansién polindmica por medio de la
solucién de un conjunto de sistemas de ecuaciones. El primero de
ellos es el problema de valores propios asociado al estado de
referencia (correspondiente al caso de la estructura de espesor
constante). Los restantes constituyen una serie de sistemas de
ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes.

En primer lugar se muestran los aspectos basicos de
la formulacién de Bandas Finitas que surgen al considerar una
variacién longitudinal del espesor. Posteriormente se presenta la
perturbacién de la condicién de bifurcacién, en la que se
aproximan los esfuerzos de la trayectoria fundamental. Por ultimo
se inciuyen resultados numéricos que permiten evaluar la precisién
de la solucién.

2. FORMULACION DE BANDAS FINITAS PARA LAMINAS PLEGADAS DE ESPESQR
LONGITUDINALMENTE VARIABLE.

La formulacién de Bandas Finitas con espesor variable
en la direccion longitudinal, para el analisis de laminas
Plegadas, se basa en los mismos principios correspondientes al
caso de espesor constante. El desarrallo de la misma sigue el
" procedimiento presentado en (3) y la diferencia fundamental radica
en la integracién explicita en la direccién longitudinal '‘y’. Se
vera que la presencia de la funcion t = t(y), siendo t el espesor
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de la estructura, en la matriz de elasticidad D, produce en la
integracién de Jla matriz de rigidez un acoplamiento ds los
distintos términos del desarrollo arménico.

Se considera que el espesor variable t de una lamina
puede representarse en la forma:

t-tO(!O‘rﬁ(y)J 1>

donde "o es un espesor constante tomado como referencia, fiCy) es

una funcién de variacién del espesor y T es la amplitud de la
funcién de variacién. Por conveniencia analitica, y por la
importancia que reviste en problemas practicos, se investiga a
continuacién como caso particular, un cambio brusco de espesor en
el sentido prismatico, como el indicado en la Figura 1., para el
que resulta:

=1 N para y‘SySy:

f=0 , para y<y<dy,

Figura 1. Cambio brusco de espesor en la direccién
longitudinal.

Al representar al espesor t. como indica ¢1), la
matriz de elasticidad queda expresada como sigue:

2
D-Do'l»-rb‘-b‘r Dz+'r D. 3

donde I)° es la matriz de elasticidad para el caso de espesor
constante, y que puede escribirse como:

o o
Do - 4.8
0 D,
con
Et E¢*
-] [+ ]
Dm - [+] » Dd - ry C <4.b»>
TSI 12C1-1")
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i Y] o
C = v 1 0 (4.0
[s) 0 Jd{1-vd/2

E y v son el médulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson
respectivamente.

La forma de las matrices de coﬁoccién o8 la

miguiente:
D = Dlm ° con Dlm - ﬁ D@n
[
° Du D“ =358 Dd
o 0
D = con { D =3 ﬂ'b o
2 af of
o D
af
o 4] "
D = con { D, = 3D
] o D of of

of
La energia potencial total de una banda se expresa
como smigue:
N N N
b 1 o.T L o T o0

-t Z Z @’ K _ @l - z @’ £ T3

. nt4 =4 nEl
donde g: es el vector de parametros nodaleg de una banda asociado
al modo n; C, es el vector de cargas correspondiente a dicho modo;

N es el numero total de arménicas consideradas vy K.m es la

submatriz de rigidez de una banda asociada a las arménicas n y m y
que esta dada por la siguiente expresion:

L b
K:m-_[o_fo B:DBmdxdy 'vp)

siendo Bn y Bm las matrices de deformacién - desplazamiento para

lam arménicas n y m respectivamente, L la longitud de la banda y
b el ancho de la mimma. Sustituyendo (3) en (7) sme obtiene:
K =K +7 K +1°K° +°k° @
nm onm 1rvm anm Snm
Resulta entonces que la mubmatriz elemental de rigidez esta dada

por la suma de cuatro submatrices. La primera de ellas eos la

matriz tradicional de rigidex para ia banda de espesor t.o. Las
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submatrices de los términos restantes tienen la forma general:

Y:r v
K:'“'-I, . B"Dj B dedy ,j=133 >
4

La evaluacién de todas ellas implica una integracién claxica de
Elementos Finitos a lo largo del eje transversal ’xX y una
integracién explicita a lo largo del eje longitudinal ’y’. Con
respecto a esta ultima, puede observarse que se han modificado los
Iimites de integracién. Debido a ello apareceran las wmiguientes
integrales:

y

2 Ny mity
I‘-!y sen (=2 sen (=2 dy
P

<10

Y
2 NIty mIty
I’-Iy cos (2> cos (2> dy
1

que son las responsables del acoplamiento entre las arménicas n y
m O sea, la presencia de t m=mtlyd en la matriz de elasticidad
dificulta el procesmo de integracién de la matriz de rigidez e
impide la utilizacién de las ’Propiodades o'{-t.ocona.les de las
funciones trigonométricas sen <:'—L3-> y ocos (’LL_V) en la forma

clasica de la formulacién de Bandas Finitas.

Tram el proceso de ensamblaje de las distintas
bandas, la matriz de rigidez para toda la estructura puede
escribirse como:

2
K-K°+1K‘+7

]
+
Kz T I(, <10
en donde se ha supussto que existe un escalar T que puede
representar los cambios de espesor en toda la estructura
Concluyendo, cuando el espesor es variable on la direccién
prismatica, la minimizacién de la energia potencial total conduce
a un sistema de ecuaciones arménicamente acoplado, que puede
escribirse como:
2 ]
-+ -

(K°+1K‘+T Kz TK']g f =0 12>

En (2] se plantea la solucién de este problema
mediante la técnica de perturbaciones, expandiendo e! vector de
incégnitas nodales a3 en términog de un parametro adecuado. Se
adopta como tal a la amplitud de la funcién de variacion del
espesor, O Sea,

. s, P2 T asd

!-’00"70%7

Al subgtituir la matriz de elasticidad D por 1la
expresién (3) y el vector de parametros nodales por (13> en el
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campo de tensiones generalizadas dado por : (3]

o= Deg=DB3ga i4d

se obtiene que éste queda expresado por el siguiente desarrolio:

o w0 +‘ro*1"a + % o + .. Usd
- ~o -3 -2 =3
siendo
2,"PoBa,
A
2,"D,Ba,+D Ba +D Ba, 16>

'.-DOB!'..*DtB.,*DI Bll*bi B!O

Se observa que e = el vector de tensiones generalizadas para el
caso de espesor longitudinal constante.

3. EXPRESION PARA LA CONDICION DE BIFURCACION.

La discretizacién por Bandas Finitas transforma la
condiciéon de bifurcacién a partir de una trayectoria primaria de

equilibrio lineal, en el siguiente probiema de valores propios
(4]

IK+XxK la=Q Aan

donde A\ em el parametro de carga en el punto de bifurcacién, a es
el autovector asociado al autovalor A, K ez la matriz de rigidez
de la estructura y l(o la matriz de carga-geometria. La relacién

adicional

fija la longitud del autovector, o sea, la magnitud de sus
componentes.

La matriz de carga-geometria de una banda esta dada
por:

L
x;-jre’n’e dx dy 18>
o ©

donde G ez ia matriz geométrica que contiene los téerminos no
lineales en desmplazamientos incrementales, y M es la matriz de
esfuerzos en el estado fundamental, cuya forma es: [4)




M o o o o ]
x xy
o N © 0o N @
» ny
M e o "u © o "uy 19>
N O 0O N © o
ny y
0o N 0o 06 N o
ny 2 4
© 06 N o o N
3 .Y y -

Del campo vectorial dado por (15), sélo los esfuerzos membranales
intervienen en la matriz M. Sustituidos éstos en (18), se obtiene:

MueM +rM +22M+1"M + 20>
(-] [} E § f ]

Reemplazando ahora el desarrollo de M en Ia expresion (18) para la
matriz de carga-geometria de una banda, ésta resulta:
z e s e
K;-K'oo+-rl(;‘+1' Kog + T Ko+ o @1
Luego del ensamblaje de todom los elementos, la matriz de
carga~geometria de la estructura puede escribirse como:
»

2
Ka-K“0'7K°"T Kai-'r K“#.... 22>

El primer término de este desarrollo es la matriz correspondiente
a la estructura de iguales propiedades vy dimensiones, pero de
espesor longitudinal constante.

Finalmente, consmiderando las expresiones «11) y 22>
de laz matricems de rigidez y carga~geometria para el caso de
espesor longitudinalmente variable, el problema de valores propios
resulta:

2 2 2 ?
[[Koﬂ K‘*‘r K’*‘r K’] + A [Kooﬂ Ko“"r Koz" Kc’*'..l]g =0

con 23

T 2 »
a [Kooﬂ Ko‘-t-r Kozﬂ' Ko‘-&..l awt

4. PERTURBACION DE LA ECUACION DE AUTOVALORES.

Como primera alternativa se estudié6 una versién
simplificada del problema definido por (23). Considerando que la
matriz de carga~geometria que interviens en la condicidn de
bifurcacién del problema no prismatico es la correspondiente a la
estructura de espesor constante, el numerc de matrices adicionales
que e3 necesario computar se reduce a tres. Un estudic de este
modelo en el que me expands también la matriz de carga-geometria
en términos de v, tal como lo define (23), me encusentra en estos
momentos en desarrolio. En base a la aproximacion seflalada, las
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condiciones asocladas al caso de espesor variable
longitudinalmente resultan:

2 s
[[Ko-o-'rk‘-f‘r K’O'r K'HJ\KOO]QOQ 4>
2K _am=1

g0

El problema de valores propios definido en (24) pueds
escribirse en la forma compacta:

E‘< N7t 0w Q

e~ 7)
FCrad=1

El campo solucién esta dado por el parémetro de carga A en el
punto critico y el vector propio a asociado al mismo. Considerando
que ambos s=on regulares en la amplitud de la funcién de variacion
T, ésta e= adoptada como parametro de perturbacién. Expandiéndolos
en términoz de dicha variable, se obtiene:

!-go*g“r-t;'f’-tg‘-r'-b ...... 6.8
AmA_ +A T EA T eN e <26.b>
© F § 2 ]
siendo
dla ‘d"x
, W = — y A S o €26.c>
J J'd.r.l ° 3 "df’ °

Se reemplazan los desarrollos dados en (26> en el problema de
autovalores definido en 23>, para obtener las siguientes
relaciones:

+

[K° xoxoo] ao*‘r[K:%"x:Kooﬂo*Ko‘z"hoKooﬁn]*
2

+T [Koga+xa’a+K:£o‘koxoo§:+ksxoo!|*)‘zKooeo]+
»

Rl A R L R A W A

+)L. Koo’x+k. Koogo]’ weeee ™ Q
@7
T

Koo 8t T 80 Kpom v Al Koo n, |+ [al Ky m,

T

+,:K°°!‘¢.:Koog°]+-r'[!°l<°°§'+ Q:K“!:-t
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*gxoo‘t’ ‘:Koo’o]"""'”"i

Como las condiciones indicadas en (23) deben ser validas para todo
valor del par&metro de perturbaciétn v, se cumple que:

d’E‘O\,g,f) .

d‘r‘i e

: <28)>
d‘l‘-"(k,g >
.—-_3._.___—_ = 0
dr

La evaluacién de estazs derivadas en 7 =0 conduce al siguiente
conjunto de sistemas de ecuaciones de perturbacién:

[K°+)\°Koo] %-Q 298
r
!oKoogo-i

-]

K +x K ] +[K + A K ] a =0
[ [~ T« -] !l 1 1 o0 o 290>
L

!bxoogl-o

[K +K°K°°]%+[K‘#X‘Koo]g‘+[K.-'-X:Koo]goig
2

©
T K + T | 4 - 0
go [<1+] Q’ 2‘ o0 QI Q9.e>

[Ko*xokoo]!t*[K;’xnxoo]’t"[xt‘)‘zxoo]g;*

+[K.+>\.K0°]g_ong Q2od

r T
2!0KOOQO+2’IK“”-°

El primero de ellom es el problema de valores propios
correspondiente al camo prismatico de referencia, ya que K° y Koo

=on las matrices de rigidez y carga-geometria para la estructura
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de espesor longitudinal constante, respectivamente. Los =sistemas
de ecuaciones de perturbacién siguientes constituyen sistemas de
scuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes. En cada
uno de ellom aparecen dos incégnitas: kr y 2. Su resolucién me

describe en el préximo punto.
3. SOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE PERTURBACION.

Se plantea la =olucién de los sistemas linealez de
ecuaciones dadoz en 29> empleandc el mecaniz=mo de contraccién
(3. A lom efectos de ilustrarlo wse trabaja con el segundo
sistema, (29.b)>, peroc su aplicaciéon se extiende a todos los demas.

. Premuitiplcando la primera relacién de <29b) por el
vector 8, e obtiene:

v

.o[x°+x°x“] .‘+,:[x‘+>.‘x°°] a, "0 <30)>

La matriz I:K° + ko Kool es smimétrica porque K° y Koo lo son. Por
lo tanto:

T
[K°+XOK°°]-[K°+XOK“] <31
La ecuacién (30> puede entonces escribirse como:
T
v
[[K.,”o"oo]ao]a*so['ﬁ“.xoo] 5, =0 €32>

El primer término de (32> em nuloc en virtud del primer smistema de
ecuaciones de perturbacién. Al mismo tiempo, en el segundo miembro
se reproduce la segunda relacion dada en 29.2). Resulta

finalmente:
T
7\' -, K‘ a, 33
Las expresionez que se obtienen para ka y A’, al contraer el

segundo y tercer sistema respectivamente, son las siguientes:

k.-..:[K"’leOO]!I-!:'<I ‘0

34>

A = -
)

&

[Kt*ktxoo]g-!:[Ka’)‘:xoo]’i-!:x.go

Aplicando el mecanismo descripto, cada sistema
resulta de (n*1) ecuaciones con n incégnitas, miendo n el rango

del mizmmo. Un sistema genérico de orden r puede escribirse como
sigue:
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[KO + XO KOO] ."1‘ - [\'—!
T
!B KOO %‘ - br-l

donde [r_‘ es un vector n-dimensional y br_‘ es un escalar. Ambos
dependen de las soluciones obtenidas en loxs anteriores sistemas.

(& .5

~

Si con a =e indica wuna solucién particular del
sistema r-ésimo y =me tiene presente gue a es la soluci6én del

sistema homogéneo, la solucién general puede expresarse de la
siguiente forma:

%-g}d-cgo €36)

siendo c¢ una constante a determinar . Sustituyendo (36) en (3%
resulta que el sistema puede resolverse on dos etapas (6. En la
primera de ellas se obtiene la solucién particular:

[KO...XOKOO] g‘-al"l D

y on la segunda se obtiene c:
T "~
e= br-g 2 Km: 8, <8

Cabe seNalar que el sistema dado por 3I7) es
deficiente en su rango. Debe elegirse entonces una componente de

a vy eliminar una ecuacién. Para obtener un sistema mejor

condicionado de orden n-1) se sugiere elegir la fila
correspondiente a la mayor componente de a, 7).

6. RESULTADOS NUMERICOS.

Se presenta a continuaciéon un ejemplo simple que
tiene por objeto mostrar la convergencia y precisién de la

solucién obtenida en base a la formulacién expuesta en este
traba jo.

Se estudia una placa cuadrada de lado unidad
simplemente apoyada en los cuatro bordes y sometida a una carga
axial. Se wutiliza la misma banda desarrcllada para el analisis
estatico y de bifurcacion de estructuras plegadas prismaticas (3}
y (41> y que fuera luego empleada en el andlisis deo estas
@estructuras pero con espesor longitudinal variable [2). En Ia
Figura 2a se presenta la geometria de la placa.




Figura 2. Geometria y discretizacién de la placa.

Los resultados del egtudio de convergencia 13
muestran en las Tablaz 1y 2., donde la carga critica es expresada
en términos de un coeficiente k por la siguiente reiacién:

P mko t 39>
< L J -]
siendo
2
En " ]
o, W ——————— [ —o] <40>
* 205 b
M k
1 8.60
3 5.86
3 5.38
7 5.38

Tabla 1. Convergencia de la solucién en términos del numero de
arménicas de la trayectoria secundaria (M), con

a’lL = 0.0123, v =0.20, y 3 sistemasm de perturbacién.
(variables definidas en la Figura 2.).




NSP k
1 3.54.
2 8.58
3 5.88
4 3.85

Tabla 2. Convergencia de la solucién en términos del numero de
sistemas de ecuaciones de perturbaciéon (NSP).
(Datos en Tabla 1.).

Con respecto al numero de sistemas de ecuaciones de
perturbacién a considerar, cabe sefalar que recién en el de tercer
orden aparecen todas las matrices involucradas en el problema. Los
resultados de la Tabla 2. confirman la convergencia de la solucién
empleando m6lo los tres primeros. Pero muestran que aun para el
primer sistema de perturbaciones se ha logrado convergencia en el
autovalor para T = -020. Por otra parte, en la Figura 3. se han
graficado las aproximacionss obtenidas para distintos nameros de
términos en el desarrollo en serie de las incégnitas, observandose
que para valores grandes del parametro de perturbacion es
aconsejable la resolucién de por lp menos los tres primeros
sistemas. En la mencionada figura, k es la diferencia entre los
valores correspondientes a los casos de espesor constante vy
variable respectivamente.

k.
0.15 -

0.125- NSP=1

010 -
00754

NSP=2
NSP=3

0.0504
0.0254

0

0 010 020 030040 050 1

Figura 8. Aproximaciones sucesivas de k‘ - k—ko on funcién de T
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Para la verificacién de resultados se emplearon
bandas en la direccién ’x’ que permiten hacer un anilisis de
Bandas Finitas claxico, con una variacién de espesor transversal.
Se denomina ’solucién prismatica’ a la obtenida por esta via La
Figura 4. muestra ambas soluciones para distintas relaciones a-L y
valores del parametro de perturbacién .

k k
604 604
e i \
S04 504
Loi M ho- \
30- | 30-
20

L L ¥ v v 20 \J A4 J
0 -010 -Q20-0.30 -040 -0.5()I 0 00125 0025 0.050u
_L.
Figura 4. Comparacién entre la solucién por perturbaciones
y la solucién prismatica. En (a), a/L = 0.0125.
En (b)), v = ~0.20.

—— solucién por perturbaciones.
———e solucion prismatica.

La diferencia entre ambas esth direct.amente
relacionada con la aproximacién realizada en la evaluacién de la
matriz de carga~geometria en el problema no prismatico. En otras
palabras, la técnica simplificada de perturbaciones propuesta
converge al modelo que 3e estid representando, que no es el
fisicamente adecuado, s=sefialando la necesmidad de me jorar los
esfuerzos en la trayectoria fundamental de equilibrio.

7. CONCLUSIONES.

Se ha presentado una técnica simplificada de
perturbaciones en Bandas Finitas para el analisis de bifurcacién
de laminas plegadas con espesor variable longitudinalmente. Esta
Permite, una vez obtenida la solucién del estado de referencia
(correspondiente a la estructura de iguales caracteristicas pero
de espesor longitudinal constante), estudiar los cambios en el
@ospesor por medio de la resmolucién de sucesivos sistemas lineales
cuya matriz de coeficientes e=2 la misma. Las matrices que corrigen
a la de rigidez clasica resultan arménicamente acopladas. Sinp
embargo, al ser pequefic el numeroc de sistemas de perturbacion a
resoclver, el costo computacional no se incrementa
mignificativamente.

La aproximacién realizada para la determinacién de la
matriz de carga-geometria implica que, para determinar la carga
critica del problema no prismatico de espesor variable se requiere
la sclucién del estado fundamental asociado al caso de espesor
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constante. Si bien esto constituye una ventaja en el sentido que
s0n solamente tres Ll matrices adicionales a evaluar, los
resulitados demuestran la necesidad de expandir no =élc la matriz
de rigidez del mistema, =ino también ia de carga-geometria.
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