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En el presente art1culo, se analiza el comportamiento flexional
de cascaras basado en la teoda de placas de Mindl in mediante tecnicas
de elementos finitos. Para evitar el efecto usual de bloQueo en placasse utiliza un funcional de Mindlin modificado.

!n the present paper, it is analized the shell flexional beha-
viour based on the Mindlin Plate theory by means of Finite Element
Techniques. En order to avoid the usual "locking" problem on plates,a modify Mindlin functional is used.



El anal1sis del comportamiento flexional deplacas mediante la
t~cnica de elementos finitos ha side objeto de importantes investiga-
~iones, cuya formulacion en general puede ser dividida en dos grupos:
una basada en la teor~a de placas de Kirchhoff y la otra en la teor1a
de placas de Mindlin (que incluye la deformacion por torte). Bajo la
hipotesis de Kir.chhoff, los elementos finitos que derivan del teoremade los trabajos virtuales. 0 del de la m1nima energ1a potencial total
deben satisfacer una tompatibi1idad Cl a 10 largo de los contornos del
elemento. Por otro lado en la formulation basada en la hipotesis de
Mindlin no se requiere dicha compatibi1idad, basta Co.

Pero desafortunadamente, estos elementos de tipo CO tienen la
tendencia al bloqueo tuando el espesor de la placa se hace cada vez
mas pequeno.

Se han efectuado muchos esfuerzos para solucionar este problema,
entre ellos podemos cHar, el de la teoda discreta de Kirchhoff
[1-2], donde se :controla la energ1a de deformacion porcorte en un nu-
mere discreto de puntos. el de integracion reducida en la evaluacion
de los coeficientes de la matr1z de rigidez [3-4] y otros [5-6]. Segun
nuestro conocimiento, el primer resultado general que converge. inde-
pendientemente del espesor, es el obtenido por F. Brezzi y M. Fortin
en 1986 ['7].

Una perspectiva diferente, que consiste en modificar el funcio-
nal, mediante la inclusion de un "tennino de penalization", que fue
desarrollado por S. Alliney y R. Carnicer, [8] pennite alcanzar unafonnulacion mixta, cuyas condiciones de estacionalidad :coincide :con la
de Brezzi y Fortin [7].

Se incluye en este art1tulo un resumen de la fonnulacion general.
Dado el adecuado funcionamiento de este procedimiento en el com-

portamiento flexional de placas, se desarrolla una apltcacion directa.
al caso flexional de taSCaras, que son discretizadas mediante elemen-
tos pIanos, de manera de aplicar a cada elemento el funcional modifi-
cado, obteniendose buenos resultados. incluso cuando el espesor tiende
a hacer cumplir la hipotesis de Kirchhoff, no evidenciandose efectos
de bloqueo.

La teor1a clasica de Mindlin se basa en la hipotesis que las sec-
~iones planas luego de la deformacion permanecen planas pero no norma-



les a la superftc1e media de la placa deformada. Esta S1mpl1f1ca;c16n
es la mas elemental que 1ncluye el etecto de deformac16n por corte. 51
expresamos las rotac1ones en torno de 10s ejes X e V, como Bl Y 92
respect1vamente (Fig. I), el campo de desplazam1ento asoc1ado al com-portam1ento flex1onal, v1ene dado por,

U(x, y, z) • -z Bl(X, y)
Vex, y, z) • -z B2(X, y)W(x, y, z). W(x, y)

5e asume que la placa en su conf1gurac16n 1n1c1al ocupa una reg16n Q x
[-h/2, h/2], s1endo h el espesor de la placa. La conf1gurac16n defor-
mada deb1do a la apl1c~c16n de cargas vert1cales (por un1dad de super-f1c1e) f· [O,O,f] se detenn1na m1n1m1zando el func1onal.

- fJ f w dxdy -
Q

donde: Vz es la fuerza de contorno de corte en el borde anti
~ es el vector momenta de contorno en el borde a~a



E II [(81,x + v 82,y)] 81,x +
12(l-v2)

+ (82,y + v 01,x) 82,y + l2v (Ol,y * 02,X)I] dx dy (3)

representa la energ1a potencial relacionada con la flex1on. mientras
que el segundo,

2II!w - 0/1 • fIn[(w,x - 81)2 + (w,y - 82)1] dxdy (4)
o

tiene en cuenta el efecto de las fuerza de corte. D1v1d1endo el fun-~1onal por h3, se obtiene,

J (8, w) • 1 a(O, 0) + ?h-2 IIV w - 0~ - - ~ - Ii -
o

- Iin g w dXdy - Ianti Vz w ds - Iantl 8 . (-~) ds (5)

J I VO' VO· {~/! I [Hi (rl)]1 y! • I en anu2 J
wI Vw, Vw. {w/w I Hi(n) y w • w en anul}
~ I VM, YM. {~/~I [H*(antz)]Z}
yZ I Yy. Vy. {Vz/Vz I H~(anti)}



En la fonmulac16n (5) solamente el t~rm1no relac10nado con las
fuerzas de corte est' mult1p11cado por h-2 ; de manera que se puede~onclu1rque cuando el espesor h -> 0, se comporta como un "tenu1no de
pena11dad", asegurando la 19ualdad !w. @, que ~01nc1de con la h1p6-
tes1s de K1rchhoff •
De las ~ond1c1ones de m1n1mo para J( 8, w) se obt1enen,

'eU • a(!, ~) - Ah-2 (Vw - !,1) - h-3 Janta (-R) • ~ ds • 0 (6)
&wU • Ah-2 (!W - 8, !v) - (g,v) - h-3 laOlI vi v ds • 0 (7)

De la segunda ecuact6n apltcando tntegrac16n por partes, 1nmedtatamen-
te surge que,

s1n 1nclu1r t~rm1nos de d1vergenc1a nula. Por 10 tanto la ecuac16n que
asegura la cond1E16n de equ1l1br10 de las fuerzas de corte con las
~argas externas no control an la parte rotac10nal del ve~tor rotac16n.

Una descr1pc16n mas prec1sa de la fuerza de corte se cons1gue.
exp11c1tando los componentes rotac10nales e irrotac10nales de,

:conill p • Ply !l - Plx !2
~ I Hl(n) y ~. 0 en anu1p I Hl(O) Y p. 0 en aOtl

Este proced1m1ento corresponde bas1camente al desarrollado por f.
Brezz1 y M. Fort1n (7J y es mas 0 menos standard en d1nam1ca de losflutdos (V. G1rauld y Rav1art (9J).
Aqut 1mpondremos (9) med1ante un term1no de pena11zac16n, de manera
que el func10nal mod1ftcado es,



(10)

Tomando var1ac10nes con respecto a los argumentos de J* (10). ap11can-
do la regIa de calculo vectorial,

ten1endo en cuenta las ~ond1clones de borde, se obt1ene que
A (!t, !v) • (g, v) - h-3 lant) Vz v ds

a(~, y) - A (rot p, ~) • A (!W, y) + h-3 lant M. Y ds (13)
I

Se observa que estas ecuaclones d1ferenc1ales se encuentran desacopla-
das, slendo la (12) un problema ellpt1co, que penmlte obtener el
:campo W. luego las (13) y (14) son equ1valentes al problema de Stokes.
de donde surgen! y p • y f1nalmente la (15) es nuevamente una ellp-
t1ca. obten1endose w.
Ademas, en el caso que el espesor tlende acero, el cumpl1m1ento de

yw .!' en n
es sat1sfecho por la (15), mlentras que

rot! • 0 en n. se asegura por la (14)



Se considera una placa s1mplemente apoyada isotr6pica ( v • O,25) de
lado a y espesor h, solic1tada a una carga un1fonne fo (Fig. 2). Los
resultados obten1dos por medio de la presente fonnulaci6n var1acional
(que denominamos "teor1a de placas con defonnati6n por torte modi fica-
do " 0 MSDPT) se comparan con el modelo con defonnac16n por corte
(teorta de platas con defonnaci6n por corte" 0 SDPT) como la define
J.N. Reddy en [10].
El elemento usado en el modelo MSDPT corresponde a un elemento trian-
gular con funciones de fonna lineales para la inc6gnita w y p mientras
que para 'B1 y ll2 se utl1tzan fultciones lineales mas una "bubble func-
tion" [11]. En el modelo SDPT, el elemento es cuadrado, y sus funcio-
nes de fonna lineales (para la evaluaci6n de un :coeficiente de rigidez
se usa integrati6n reduc1da).
En la Tabla 1 se muestran los desplazamientos en el centro de la placano nna 11zados

~ • W(O,O} Eh3 10/fo a4
para los modelos SDPT (con (M) y sin (F) 1ntegr~ci6n reducida) yMSDPT.
De los resultados surge que se alcanza una muy buena aproximaci6n del
MSDPT frente al SDPT con integr~c16n reducida aun cuando la relact6n
h/a ttende a valores muy pequenos (hip6tests de Kirchhoff), sin evi-denciar problemas de bloqueo ("Locking")



Efecto del uso del principi0 variacional modificado, su comparaci6n
~on el efecto de integraci6n reducido (M) e integraci6n total (F), pa-
ra el desplazamiento y la tensi6n en el centro de una placa isotr6pica
simplemente apoyada.

SDPT MSDPT
Exax:t

4 x 4 (linear) 4 x 4 (linear)rectanaular element trianaular element
a/~ Integr. w** <r w** Q: w** IC

10 F 3.883 0.216 4.720 0.267 4.791 0.276
M 4.773 0.266
F 2.363 0.137 4.576 0.213 4.625 0.276

20
M 4.603 0.266
F 0.944 0.059 4.540 0.213 4.584 0.276

30
M 4.560 0.266
F 0.652 0.038 4.536 0.213 4.579 0.27640
M 4.555 0.266
F 0.182 0.018 4.530 0.213 4.572 0.276

50
M 4.548 0.266

APLICACION DEL FUNCIONA~ DE PLACAS PARA EVALVAR EL COMPORTAMIENTOFLEXIONAL DE CASCARAS CON DEFORMACION POR CORTE

Debido a los buenos resultados obtenidos en el analisis precedente,
se decidi6 encarar el an6lisis de cascaras, aprovechando su discreti-zaci6n mediante elementos planos triangulares.



Para ello se adopt6 un s1stema de coordenadas planas, donde cada
elemento presenta un s1stema de coordenada~ ob11cuas (Xl, X2) def1n1dosobre una superftc1e, tuya coordenada de X coincide con la nonnal n,
y su proyecc1on sobre el plano w es un sistema de coordenadas planas
ortogonales (Xl, x2, n) (F1g. 3),... OJ _

xl • xl
i2 • x2
]3 • 9(xl, x2) (16)

ell

A
~1! Xl I I

:: I
I I I
I I! I

I

La funcion f (Xl, X2) se obtiene a part1r de los valores que lamisma asume en los nodos 1, 2, 3, ( ~ 1, ~ 2, ~3)

s11endo Nl(X1, X2), N2(X1, X2), N3(X1, X3) func10nes de formas linea-
eSt

El vector pos1c1on de un punta sobre el elemento r(Xl, X2) puede serexpresado como,



de donde surge la metrica necesaria para la evaluaci6n de las funcio-
nes ( • , P, !, ~)en el elemento.

Cadi elemento se analiza como una placa plana, de manera que las
ecuac10nes d1ferenc1ales que surgen de min1mizar el func10nal de pla-
cas con deforma:c16n por :corte mod1f1cado son apl1cables para evaluar
el comportamiento flexional de la cascara.

• p,
8
g
A

w son escalares en el elemento
vector de rotaciones
carga normal a la superficie/h3
m6dulo de corte (GK)

El operador a( 8, y) que surge de la minimizaci6n de la energ~a de de-
formac16n flex1onaT, queda expresado, a partir de las nuevas coordena-
das, CllllO,

E

12 (1-,,2)



Posterionmente se plantean las ecuaciones, (19,22), adopt6ndose funciones
lineales dentro de cada elemento para las incognitas w,' y p; y
(unci ones lineales mas una "bubble function" para Bl' B2' teniendo en
cuenta para las diversas operaciones la metrica correspondiente.
Nuevamente el problema se analiza desacopladamente, primero se ob-
tiene el campo de " a partir de la soluci6n del problema el~ptico
(19), conocido, se resuelve el sistema de ecuaciones (20) (21),
que es similar al problema mixto de Stokes, obteni6ndose los campos p
y !' y finalmente otro problema el~ptico (22) de donde surge w.

Se analiza el comportamiento flexional de una c6scara cil~ndrica
abierta, apoyada sobre t~mpanos, solicitada a una carga normal a SU
superficie fo, de espesor h, cuya proyecci6n sobre el plano 11 es un
cuadrado de lados a x a (Fig. 4). Se comparan los resultados del des-
plazamiento en la zona central con los obtenidos mediante un programa
de incognitas mixtas (M,w) que no presenta deformacion por corte. En
la Figura 5 se muestran las mallas utilizadas para ambas teor~as.
Los desplazamientos normalizados para una relacion de espesor/lado;
h/a • 60, obtenidos mediante la teor'a de Mindlin, no presentan blo-
queo y alcanzan una buena aproximacion frente a 105 obtenidos mediante
la teor~a de Kirchhoff (Fig. 6)
Finalmente se calculan 105 desplazamientos, cuando la deformacion por
corte comienza a eVidenciarse (h/a • 5) y se observa que los obtenidos
por Mindlin superan a las de Kirchhoff como era de esperarse. (Fig. 7)



Comparacion de 108 desplazamienlos

11105 en la seccion central {a/h=60}.
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Comparacion de 105 desplazamienlos

maximos en la seccion central (a/h= 5)

8
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