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RESUMEN

En el presente trabajo se describen técnicas operativas para
matrices almacenadas en formato ralo que permiten confeccionar
algoritmos computacionales muy eficientes en 1o que hace a
memoria y tiempo de cidlculo invertidos, por 1o que pueden ser
exi tosamente aplicados a diversos problemas de la mecinica.

Se presenta en primer lugar una rutina para realizar el
ensamblaje simbdlico de una matriz de rigidéz para nodos con mas
de un grado de libertad. A continuacién se detallan programas en
lenguaje FORTRAN que resuelven sistemas de ecuaciones cuya matriz
de coeficientes posee Simetria estructural. Esto incluye 1la
descomposicion de dichs matriz y una optimizacién del proceso de
triangulacidén para matrices banda.

ABSTRACT

Algorithms operating on sparse matrices are described in
this work. These algorithms are very efficient, regarding both
computer memory and tLime, and are convenient for different
problems in mechanics.

A routine Lo make the symbolic assenbleage of stiffness
matrix for more than one degree of freedon is presented.

FORTRAN programs to solve systems of equations which
matrices of coefficients have structural symmetry, are detailed.
These include descomposition of such matrices, and optimization
of the triangulation process for band matrices.
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INTRODUCCION

Este trabajo es una extensidn para matrices con estructura
simétrica (2) del que realizara S.Pissanetzki [1). En todos los
casos se supone un conocimientos de este dliimo, y no se ha
profundizadc en detalles ampliamente tratados por este. Asi, el
primer algoritmo CRi. rutina de ensamblaje simbdlico para nodos
con mis de un grado de libertadd) es en esencia similar a la de
f{1l,por lo que si bien se ha considerado conveniente incluirla,
se encuentra precedida sélo de una breve descripcion.

Un algoritmc muy simple comc el producto de una matriz
simétrica por un vector llenc en formato ralo es presentado pues
fundamenta una forma de representacién para matrices con simetria
estructural, para la cual es inmediata la extensioén del producto
citado. Estas operaciones son necesarias para resolver ‘un
sistema una vez triangulada su matriz de coeficientes sea que se
descomponga © no, Yy tampoco se volvera sobre mayores detalles.

ABREVI ATURAS

Matriz Simétrica.

H Matriz con Estructura Simétrica.
Cantidad de elementos.

Cantidad de nodos.

Trisngulo inferior.

Triangulo superior.

Matriz de rigidez

Matriz A triangulada

C"q;jzﬁaﬁ

REPRESENTACION DE MATRICES EN FORMATO RALO

En principic se muestra con un ejemplo la representacidn de
una MS:

50200 IA=(1,2,4.5,6,6)
o 69310 JA=(C3,9,4,4,50

A= 28 410 AN=C2.3,4.54D
o118 93 AD=( 5,6,4.8,5>
000 83S

A continuacién se transcribe directamente el algoritmo que
efectya el producto de una MS por un vector lleno.

Al
DATOS: TA,JA,AN,AD
Vector B
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N dimensién de la MS A y del vector B
RESULTADO: Vector C H
D .

DO 10 I=in N o)

TAAZTAMD \5 ~

TAB=ZIAT+4—1 AN

UzADME NI

DO 20 K=IAAIAB

J=JABO : 6 _’5
h=
2,

Uz U+ ANGOR B
20 CUNH=CULNTANGK®ID
10 C=CD+U

An

CONOUNA BN

Este algoritmo se encuentra simplificado para rescatar su
esencia. Seguidamente se representa una MES en formato ralo en
una forma muy conveniente a los efectos del presente trabajo.

20 24 IA=C41,3,55.5)
A= o 7?7046 JA=(9,4.4.9
s s s o AN=(2,1,8,0)
785014 ANT=(39,2,5.8)
AD=( 2,7,3,1)

Deberia notarse que el triangulo inferior ha sido almacenado
por columna de manera que se corresponda con los punteros 1A ¥y
JA., hecho en el que radica la potencia de esta representacion.
Asimismo ésta no necesita estar ordenada siendo esto conveniente
cuando se trata de una matriz de conectividad de una red de
elementos finitos.

Es interesante ver ahora como se altera A.1 para producir el
producto de una MES por un veclor lleno. Sole hay que ingresar el
veclor ANT con los datos del trisngulo inferior y modificar la
linea 6 de la siguiente manera:

S CUH=CLH+ANTAORBA
ENSAMBLAJE SIMBOLICO DE UNA MATRIZ DE RIGIDEZ

Sea E la matriz de conectividad de una red de elementos
finitos de dimensién NELMN., la que da por filas los nod
pertenecientes a cada elemento. Por consiguiente su traspuesta E
da los nodos asociados con cada elemento .Se pretende explicar
como funciona un algoritmo de ensamblaje.
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Sea I un indice gue recorre los nodos de la red. En un
principio chequea en E los elementos asociados con el nodo I,
luege para cada uno de aquellos se determina a través de E cuales
son los nodos que le corresponden, los que son en definitiva los
que estaran relacionados con el nodo corriente definiendo las
posiciocnes no nulas de la matriz de rigidez, ¢ lo que es lo
mismo, llenando su representaciédn en formato ralo.

Si por ejemplo llamamos U al vector de las incdgnitas y Ux y
Uy a sus dos grados de libertad el sistema resultante tendra
dimensién doble y es necesario ingresar esta informacién en la
- matriz de rigidez. Asi las variables correspondientes al nodo I
se ubican de la siguiente manera:

e D e 11 g 3

Una vez ensamblada 1la fila 2e1-1 ya estan a mano los datos
necesarios para hacer lo propio con la fila 2ex. Asi{i si las
posiciones no nulas de la fila 2#1-1 SON:

las de la fila 2#1 seran:

...donde deberifa notarse que el elemento A@ex-1,2%D resulta
siempre distinto de cero, y ademis que si en los arreglos
anteriores se encuentra el indice 2*u-¢, también debe estar el
indice 2%n.

Con la rutina de ensamblaje para nodos con un grado de
libertad (1), y las aclaraciones precedentes no deberia haber
dificultad en interpretar 1la correspondiente a dos grados de
libertad CR1D, que aparece en #1 apéndice.

TRIANGULACION DE UNA MES
Notaciones.

-Con (fi,fJd se indicari la operacidén de restar a la fila I
la’ fila J multiplicada por el coeficiente ACi,Jd>rACH,Jd>. Al
elemento aCi,jd se le dira multiplicador y a ACJ, D pivot.

-La cadena asociada a la fila I es una lista de numeros que
indica las filas que deben ser combinadas con ella en el proceso
de triangulacidn. Se notard CFCID, y en las rutinas estara,
almacenada en el vector auxiliar IP.
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....-Repetidamente se hace referencia a la primer posicién no
nula de 1a fila I de la matriz triangulada U, o a la siguiente en
el caso de que una Cfk,fi) haya sido efectuada. En todo caso
siempre se trata del siguiente pivot de esa fila. Se simbolizars
con PNNCID.

En el algoritmo para la triangulacién de una MS se opera
exclusivamente con el TS pues con cada operacién queda implicita
1a simétrica. Ademis los multiplicadores correspondientes a una
fila cualquiera se encuentran en la columna homéGloga. En el
correspondiente para una MES las operaciones en el TI deben
explicitarse y parece conveniente hacerlo simultineamente con las
simétricas.

En principio el TI de A esti almacenado por columna en el
vector ANT y en corresporndencia simétrica con AN.Debe definirse
también un vector UNT de la misma dimension que UN para almacenar
los multiplicadores del TI.

A continuacién se aclaran algunos detalles sobre el programa
adjuntado a este trabajo R2.

El ciclo do 170 recorre tanto las filas de la matriz A como
las de U. En un principio se cargan los vectores auxiliares DI y
DIT con 1los elementos no nulos de AN y ANT.

Posteriormente se carga en LAST (18) el primer elemento de
CFCID =i no ests vacia. En C19) se define L, la primera fila que
sers combinada con la fila I. En C(21) y (230 se calcula el
coeficiente de Cfi.fl) a la vez que se normaliza UNTCIUPCLYD a
los efectos de descomponer la matriz. En (240 se efectOa
separadamente la operacién sobre el elemento diagonal. En (2%
C29) y C30) se completan las operaciones con el resto de la fila
L, vy en ¢39) la operacidn se registra sobre el vector de Lérminocs
independientes.

Entre la €190 y la (400 se recorre CFCI). Entre 1la (31) y la
€38) L se registra en el vector IP. En la (44 y (&30 son
transferidos a UN y UNT los valores obtenides en DI y DIT.Entre
1a C48) y la C53) I ez registrada en el vector IP, y por Gliimo
en la (54D IUPCID seftala a PNNCID.
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Conclusiones

Este programa es muy eficiente en tiempo de céilculo y en
aprovechamiento de memoria si el objetivo es descomponer la
matriz Cnotar que en este caso habria que eliminar la 39). Pero
si el problema es resolver un sistema donde matriz y vector de
términos independientes varian simultaneamente lo ideal es ir
insertando las modificaciones en este y luego hacer sustitucion
hacia atrads. En este caso el vector UNT provoca un considerable
desperdicioc de memoria ya que este suele ser grande comparado con
el vector ANT. Seguidamente se presenta una sclucidn a este
problema para cierta clase de matrices.

RALEZA Y ANCHO DE BANDA

Si la matriz del sistema de ecuaciones ademis de ser rala
presenta banda, es posible mejorar 1la performance de los
algoritmos. El proceso de triangulacidén se realiza en dos etapas,
una simbdlica y otra numérica entre las que debe intercalarse la
doble trasposicidn como rutina ordenadora [1). En el siguiente
item se presenta como alternativa una rutina que determina una
representacién simbédlica ordenada de la matriz triangulada R3,
haciendo usc del concepto de ancho de banda C(IBAND.

Triangulacidn simbédlica de una MS de banda. R3.

La diferencia principal con la rutina simbdlica presentada
en (1) es que en esta a medida que se producian las posiciones no
nulas se cargaban en JU y se indicaban en IU para impedir que
algunas de estas fueran contabilizadas reiteradamente, de manera
que la cola de IU actuaba realmente como una llave; en la nueva
rutina las posiciones que se van generando son tildadas en IU
12> y (28 ,hasta el final del procesamiento de cada fila (23) en
que son transferidas en forma ordenada al vector JU. Esto se
puede hacer sin mayor gasto puesto que en general el arreglio IU
se carga en forma densa en las primeras IBAN-1 posiciones, con
respecto a la diagonal. Por el contrario, si la matriz no es de
banda este método supone una busqueda onerosa en la cola de la
llave JU, Otra ventaja nada despreciable es que al transferirlos
ordenadamente el contador JP ( 270 almacenado por filas en JPI
(%) da directamente PNNCID (31D sin necesidad de buscar el minimo
CIJWJIPID)>, en cuya cadena seri afadida I solo si tiene otros
elementos no nulos (29> y (30).
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Triangulacion numérica de una MES de banda

Sea el caso triangular una MES en la cual AC1.N) es no nulo.
Cuando se genere X1,ND y se cargue en UN suceders lo propio
con UCN,1D y UNT. De modo que una posicidn cargada en la primer
iteracion recién sers liberada en la ‘Gltima. Este hecho
desafortunado sugiere la siguiente observacién: la dispersion de
los elementos Gtiles en o]l vector UNT ser& tanto menor cuanto
menor sea IBAN.

Supongase entonces triangul ar una MES de banda. E1.
siguiente esquema presenta una porcidén de esta matriz donde por
simplicidad los indices representan a los elementos.

11 12 18 14
21 22 23 24 23
"1 2 29 24 23 %6
48 42 49 44 43 40 47
S2 59 54 33 S 37 S8
o3
3

1) o4
24
a3

Supdngase que el proceso se encuentra en la fila 5. Cuando
se operaron las filas 2, 3 y 4, se generaron por simetria las
columnas homélogas. Porciones de estas han sido destacadas en la
figura, conformando un triangulo que encierra precisamente los
elementos que sSe invocar&n para generar la fila 35 y sus
simétricos. En principic es claro que 52, 53 y 54 son los
multiplicadores de la iteracidén corriente. Ademss, cuando se
modifique B8 se utilizarsan 38 y 46, y por simetria se generarsi 05
invocando a 63 y 84. Y asi siguiendo hasta cubrir el triangule.

Deberia notarse que 1o que ests sobre el triingulo ya puede
ser deshechado, mientras lo que estis por debajo adn no fue
cargado. Ademas en este paso sera liberada la primer fila,
generandose a cambio una columna que en principic fue colocada
debajo del elemento diagonal 55.

En la rutina R4 que se presenta la técnica que se utiliza es
la siguiente: la columna generada se almacena sobre la fila que
se descarta, requiriendose entonces un vector que sdélc tiene la
dimensién del triangulo. Esto origina una mayor complejidad en la
busqueda de los multiplicadores, comoc Se manifiesta en las
rérmulas (29D, (30), (32 y demass de R4, cuyos detalles fueron
considerados poco esenciales y demasiado técnicos para ser
incluidos en este trabajo. !
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Descripcién de R4

En la C28) se define L1, variable auxiliar para localizar
en VV a los simétricos de la fila L. Por eso los elementos del TI
se obtienen via VL1 como en (30) donde se calcula el coeficiente -
de (fi1,f1) o en (45) donde se invocan los elementos del triangulo
para efectuar las operaciones simétricas. Ambas previo pase por
las llaves (290, :

En (27> L2 = I-N es la distancia entre las filas, pero
también es la de WCL,I> a la diagonal, por lo tanto es 1la
componente en VL1 del multiplicador (300 y (32. Ademas L2 es el
numero que se debe restar a los indices de L para homologarlos
con los de la fila I C40> y (41D, de manera que las operaciones
se hacen en la posicién J3 de DI y DIT.

Entre (45 y (470 se determinan las posicicnes de los

elementos simétricos que seran requeridos del triingulo segun lo
expuestio.

Deberia notarse que las operaciones en el TS tienen como
elemento fijo al multiplicador VW.),el mismo que en el algoritmo
anterior era UNTCIUC). En el TI el elemento fijo es el simétrico
de este que siempre es UNCIUC. El resto de esta rutina coincide
en esencia con la presentada en 1)

CONSI DERACI ONES' FINALES

El presente trabajo proporciona un método eficiente para la
resolucién de sistemas de ecuaciones con matrices ralas de
estructura simétrica de grandes dimensicnes.

Tales problemas aparecen usual mente asociados a la
resclucién numérica de operadores diferenciales no autcadjuntos
(43 (8] y 18). Las matrices de estos sistemas de ecuaciones
son generalmente irreducibles y débilmente diagonal dominantes,
por lo que se hace innecesario cualquier forma de pivoteo [3).

APLICACIONES

Aplicaciédn al problema de flujo térmico bidimensional en
uniones scldadas [4), (5], (8] y (7).

Una importante aplicacién de estas técnicas., que dieron
origen a su estudic es en el problema de flujo térmico en

soldadura. En dicho problema la ecuacién de conducciédn de calor
estacicnaria es:
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[ T ] T T 2h
= [KT;] *7‘—‘—' [xa——z] *CWT-:-*—-S—CT'.To)'*q-'O
siendo: _
K = conductividad térmica (Wom °C) .
h = coeficiente de transferencia pelicular [Wm °c1
s-espesordelachapa(gl]
q = fuente calérica { Wom')
c = calor especu‘lc‘:o { jJoulers kg °c
p = densidad (kg /m’}
t = tiempo (s)
T = temperatura [ °c)
¥ . y = coordenadas espaciales ¢ § =y - vt
v = velocidad de soldadura [ m/s)

Esta ecuacién diferencial es resuelta por el método de
elementos finitos, con una formulacidn del tipo Galerkin y una
aproximacién lineal. La discretizacidn fue hecha con elementos
triangulares trinodales. La matriz de rigidéz posee estructura
simétrica, para lo cual se utilizaron los algoritmos explicados
anteriormente con muy buen resultado. Los tiempos de cémputo
comparados con la utilizacién del formato clasico, bajaron en un
80%, y la memoria utilizada en un 30%.

. Modelc de elementos finitos (7] aplicado a la hidrologia
subterranea: el acuifero de Camet de la ciudad de Mar del Plata.

La ecuaciédn que describe el flujo de aguas subterrianeas es:

QCTH AR + ACTH D _Q+C(S+S D> %2 h
A% % ay oy y ¢

altura hidraulica

transmisividad

describe los caudales extraidos, la infiltracion y la
evaporacidén (depende de la posicidn y el tiempod.
coeficiente de almacenamiento.

coeficiente de rendimiento especifico.

wu o447

Y
La matriz asociada al problema resulta simétrica. Se
confecciond una red de 8864 nodos (822 incognitas), y 414

elementos triangulares hexanodales Caproximacién cuadraticad. Con
los siguientes resultados:

IBAN = 150 dAND = 4128 dimCUND= 32,108
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Es notable el hecho de que la matriz de rigidez tiene menos
de un 2% de elementos significativos, y triangulada menos del 10%.
Ademis para fijar las condiciones iniciales se resolvié el
problema estacionario para lo cual debié reenumerarse una parte
de la red sacrificando la condicién de banda de la matriz,
resultando la matriz triangulada del mismo orden. Todo este hizo
posible la corrida del programa en una HP 1000 de séle 900 K.

Distribucién de tensiones térmicas en una chapa delgada (8).

Fue confeccionado para hallar la distribucién de tensiones
alrededor de una unién soldada. Opera absoclutamente con las
técnicas expuestas en este trabajo y se logrd con el mismo una
gran eficiencia.

APENDICE

R1
DATOS:IE,JE,IET,JET,N
RESULTADOS:IA,JA IDAN
TAS=L
IDIF=4
IBAN=2
JPr=1
NM=N-§
DO 31 Izi NM
x2=2%1
JPI=IP
IDIFSIDAN+I
IFA™XD. EQ. N>XGO TO S&
JALIPIZE2
JP=IP+y
IETASIETD
IETR=IET(I+4)-4
DO 52 IISIETAIETE
ISIETD
IEAZIRW)
IEBSIE(J+1)~1
DO 53 KP=IEA,IEB
K=JE(KP)
IFK. LE. DGO TO S8
IFQrad. GE. DGO TO 39
IPGO=T
IF(X. OT. IDIFIDIF=K
| K=2¥K-1

JAIPI=K
JP=JIPee

53 CONTINUZX




20

56

51

20

20
40

CONTINUE
IDIF=IDIF-I

IFADIF. AT. IBANIIBAN=IDIF

IH=JP-JIPI~L
IN2=2¢IH

IFGIN. EG. 000 TO 34
DO 20 L=1IH
JAIPIL-LIZIAIPOLI*L
JP=JIPIN

DO 24 L=1,IM2
JAIPL-1IZJAIP-LD
JP=JP+IH2
JAUADSIPI+IN2+4
TAQZ+)=IPL

o0 TO S8
IAI2=JPL
JA2+)=JIPL
CONTINUE

N2=2®N

IPL=IPee
JAIPM=EN2
TAMNZI=ZIPL
TANN2¢1)=IPL
IBAN=IBANS2+2
END

RZ.
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DATOS:IIA,JA AN, ANT,ADIU,JUM
RESULTADOS:UN,UNT,ADidiag de n

DO 170 J=i.M

IUAZIUM

TUBSIUX+1>-1

IF(IUS. LT. IUAXOO TO 40
DO 20 J=IUA.IUB
DI(JIIIN=O

DIT(JU(I=O

JAA=XAMD

IAB=IAT+1-1

IF(IAD. LT. IAAXGO TO 40
DO 30 J=IAA.IAD
DIJAIN=AND)
DITWAIN=ANT
LAST=IMD

IF(LAST. £G. O30 TO 110
LNzIMLAST

L=LN

1
3
12
19
14
13
16
17
18
19

“Qoevouew




?0

80

100
110

140

160
170
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LN=IPA

IVCSIUPrQ.)

IUD=IUPL +1)-4
UM=UNTIUC) ADILS
AXDADD-UMSUNIUD
IFQUC. KEQ. IUDIGO TO B0
IUPAD=IUC+L

DO A0 J=IUML)LIUD
JEEIUT)
DUIDL=DIIL - UMEUN)
DITW=DITIIL)-UNCQUC) FUNTII)/ ADL)
JSIUKIUPAY)

JISINGD

IFJJ. EQ. 0>00 TO 70
IPAXII D

IPJI=L

GO TO 80

IPN=L

IMLI=L

BDH=BID-UM® B(L)

IF(L. NE. LAST0O TO S0
IFUR. LY. IUAXOO TO 1480
DO 120 J=IUA.IUB
JI=IUD

UNWIH=DIJII
UNTWN=DITIS

JEJIJUQUAY

JI=IPD)

IFJJ. EQ. 000 TO 140

DATOS:IA.JA M, IBAN
RESULTADOS: IV, JUlarreglo ordenado)

JP=t

DO PO I=4,N-2
JPI=SP
pile o TN 24
IAAZIAD

20
24

22
23

23
208
2?7
28
29

M

cddsgreun

41

42
43
44
43

4?7

49

S1
52

gre

Nouaw




20

40

50

20

TABR=(I+4)-1

IF(IAR. LT. IAAYCO TO 30O

DO 20 J=IAAIAD
JI=JALN

IUJI =X
LAST=IFD

IF(LAST. £Q. 0)30 TO 00

L=LAST

=IML)
TUA=IULI*S
LHz=L+1
IUA=TULH)~-4
DO B30 J=IUAIUR
JI=IUCH
IUI =1

IF(L. NE. LASTX0O TO 40

DO 70 K=1,IBAN-1

IFQUIE+K). NE. DOO TO 70

JUHIPI=T+K
JP=JIPre
CONTINUE
JL=IP~-JPI

IF(J1. LK. 130 TO 90O

MIN=JUJIPD
M=IPMINY

IF(M. EQ. )00 TO 80O

IPDO=SIRM
IPM=X

o0 TO PO
IPMING=I
D=1
CONTINUE
IVB=JIP
IUM+L)=JP
END

R4.

DATOSIA,JA,AN,ANT ADIU,JU M B, IBAN

RESULTADOS:UN,AlXdiag.

DO 180 I=ft,M
IUASIWT
IUP=IUI+L)-4
IF(IUB. LT. IUA)CO
DO 20 J=IUA,IUB
J1=JU

J2=J1~1

TO 40O

de
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10
11

12
13
i
13
16
1?7
10

R

24

20
2?7
2

goNRge

3

$¢848

L33
42

v® VoUW




20

30
40

83

g8

2?0

1]
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DXWI2)=0.

DITW=0.
HII/ITDANIRIBAN+L
IAASIAM
IAB=TIAQ +4)-1
IF(IAB. LT. IAAXQO TO 40
DO SO JSIAA.IAD
J1=JAD
J2=J1-1
DIJIDI=Z AN

DITW2)ZANTI
LAST=INMD
IF(LAST. EQ. 0’30 TO 110
LMNzIMLAST)
L=LN
LN=EP(L)
Li=L~(L/7TRANYRIBAN+1
LZ=X-L
LS=LA+L2
IF(LS, OT. IDANDOO TO 35
UMSVVILA-O®(22IBAN-L1/2+L2)/ AD(L)
ao ToO oo

UM=VVLI-IBAN~-LR(SRIBDAN-LS)/2+IBAN-L2)./ADL)

lvc=ruray

IUD=IUAL+1)-¢
ADMDM=ADI-UMFUNIUC)
IF(IUC. EQ. IUDX3JO TO 80
IUPAISTUC*Y

DO a5 J=IUPRL)IUD
JE=IUWT

J2=J1-L

J3=J2-L2
DIIS= DI -UMRUN(Y)
Je=Li+J2

IF{(J4. OT. IBANYGO TO 1
PIVVULA-O®2PIBAN-L1)/2¢J2)
g0 TO a5

10
12

12

13

14
13
16
1?

19

10
20
21

22
23
24
23
20
2?7
28
20

”

39
34
"
sc
8?7
b ]
%
40
41
42
43
44

40

PIVVHJI4-IBAN-DIR(IRIBAN-I4)/2+IBAN-I2)

DITWUH=DIT(IN-UNIIUC)*P/ADL)
JZIJUQAUPLY

JIZIND

IF(JJ. EQ. 030 TO 70
IMKLISIPS S

IPIN=L

g0 TO 8O

IMJ=L

IrLI=L

BID=BD-UMRB(L)

49
S0
51
=2
53
S4
53
so
57
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UNWH=DII2)
IF(JS. OT. IBANXGO TO 130
VVHI1-1)R(2*IBAN-11)/2¢IDAN=-ID=DITJID)
ao TO 140
190 VVIS-IPAN-DHEFIDAN-ID./2¢IBAN-ID=DITWID
140 CONTINUE
J=IJUAUAS
JI=IMD
1IF(JJ. EQ. 0’30 TO 150
IFD=IPID
PIN=T
6o TO 170
150  IPHEI
P
170 IUMD=IUVA
180 CONTINUE
END

100 IF(L. NE. LASTY0O TO 30 S8
110 IFGUB. LT. IUAXO TO $70 >0
DO 140 J=IUAJIUB a0
JLEIUD [ &
J2=J4-1 a2
J8=J2+X4 a3

o4

a3

3
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