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Este trabajo es una ampliacion del presentado en el MECOM 88 [1J y trata
de la utilizacion del metodo multigrilla en un contexto de elementos finitos en
combinacion COIl tecnicas de refinamiento adaptivo, comunmente llamado metodo
"'FullMultigrid". Aquel trabajo fue aplicado a la resoluci6n de problema.s elipticos
con singularidades tanto en el dominio como en los datos de borde. En esta
oportunidad trataremos algunos de los aspectos que a nuestro juicio resultan ser
mas importantes para su implementacion y m06traremos algunos resultados que
pueden ser de surna utili dad para mejorar la eficiencia en la resolucion.

Abstract

This work is an extention of other that was presented at MECOM 88 [lJ and
treat with the use of multigrid method combined with adaptive refinement on finite
element context, that is commonly called "Full MuItigric/'. That work was applied
to the resolution of eliptic problems with singularities either over the domain or
the boundary data. En this oportunity we treat any of the most important aspects
for its implementation and show any results that could be of great value towards
the improvement of the efficiency in the resolution.
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INTRODUCCION

Nos ubicuemos dentro del metodo multigrilla y dado que su aplicaci6n es
en un contexto de elementos finitos las mallas adrnisibles generadas seran no e&-
irueturadas. Ademas debido a la uiilizaci6n de un mejoramiento adaptivo de la
solucion a traves de un refinamiento tipo H, las mallas generadas tambien t,endriu
la caracterlstiea de ser no homogeneas y anidadas. Ubicado ya en el marco de
referenda que mencionar&mos diremos que en virtud del mismo aparecen como
iemas de inieres los siguientes:

A.- GENERACION DE LA SECUENCIA DE MALLAS

1.- Obiencion de la malla GR a partir de 1&malla GR-J .
2.- Definicion del conjunto de mallas Gf a partir de la malla GR.
3.- Tratamiento de !os elemenios que poseen alguna de sus caras £rente a un

conionlo fisico del problema. ("Boundary Fitting")

B.- MULTIGRlLLA EN

MALLAS NO ESTRUCTURADAS
MALLAS NO HOMOGENEAS
MALLAS ANIDADAS

1.- Clasificacion de nodos en cada malla Gr.
2.- Esquema de relajacion.
3.- COmpuio del residuo.

i en la zona relajada.
ii extension a tOda la malla.

ill tratamiento de nodos irregulares
4.- Interpolacion y restricci6n.

1.- Estimador de error.
2.- Estrategia de refinamiento.

i Estudio sobre mallas optimas y distintos criterios de refinamiento.
ii Estudio sobre eleccion optima del nUmero de elementOl>a refinar.

3.- Convergencia y estabilidad del metodo bajo diversas' mallas iniciales.

A.- GENERACION DE LA SECUENCIA DE MALLAS

1.- Refinamiento de la malla por biseccion

Dada una malla inicial GO ingresada por el usuario con las mismas caracteris-
iicas mencionadas al comienzo, 0 sea no estructurada y no homogenea compuesia
por elementos cuadrangulares en 2 dimensiones y elementos de forma cubica en 3
dimensiones [2J[3], !as mallas siguientes se obtienen refinando aque110selemeni06
elegidos mediante algUn criterio que mas adelante detallaremos. Entre las posibles
formas de refinar un elemento aparece la llamada bisecci6n, que consiste en dividir
cada elemento en 4 en el caso bidimensional y en 8 en el caso tridimensional
mediante la union de 108puntos medios de cada una de las aristas a cada 1800
del elemento. Paralelamente con este proceso se va armando en correspondencia
una estructura de datos tipo arhol donde cada elemento de la malla ocupa un
correspondienU! lugar dentro del arhol al que llamamos para evitar confusiones,



"'grupo". Asociado a1 mismo existe una estructura de datos diseilada acorde a Joe
requerimieDtoe del etquema undo. El tema de cOmo armar una base de datos a
pesa.r de lief mu,. importante no senl aqui tratado. La secuencia de mallaa es
como lie muestra en 1&tigura 1.

Partiendo par eje1:nplode 1&malla mostrada en 1a 1igura La definida par el
usuario lie obtieoe 1&mlilla mostrada en 1.b biaec:t.andolos elementos 3 y 4, luqt)
lie obtiene 1&malla de 1&fipra 1.c haciendo 10miamo eon los elementos 1,6 y 12
Y por Ultimo 1&malla en Ld lie obtiene dividiendo los elementos 9,11,21,23 '1 U.

2.- DefiniciOn del coojuuto de ma11asadmisibles BOhRtodos loa niveleB

PlU'&un dado paso de nmnUQiento existe un ooujunto de mallas sobre lu
cuales lieejecutari. el metodo multigrilla que lieobtienal de 1&manera indicada en
i•.fi.pra 2.

Aqui VeDlOl que partiendo de 1&malla obtenida COD el teroel" paso de refi-
n=ento lieprovoca un desrefinamiento que eoosiste en ir removiendo loa elemen-
tosde maximo Divel, ui obteuemos la malla mostrada en 1&tigura 2.b partir de
Ill,mostradll, en Ja 2.ll,removiendo Joe elementos 33 • 44, Ia 2.c a partir de la 2.b
removiendo 101 elementos 17 a1 32 y par ultimo 1. 2.d a partir de 1&2.c quitando
los elementos 5 a112. Aqui podemos notar !as sipientes cooclusioDes:

- en general 1&malla Gr -F G', esto OCurR cuando lie refiDa un e1emento de
Dive! menor al m&ximo actual.

- el elemento de m&ximonivel de 1&malla mas fina DO tiene porque eoincidir COIl

el paso de Rfinamiento. Esto ocurre cuando por algUn motivo los elementos
• refina.r DO BODloa del maximo nivel en al menOllun paso de refina.miento.

1.0 visto provoc:a que ante un paso de refinamiento dado uno tenp que &C-

tualizar los datoe existe:Dtes en el arbol adema. de agregar Joe nuevOll,para ir
conoc:iendo cui.Jes elementos conforman cada una de !as mallu del coojUDtosobR
el que se aplicari multigriUa.

3.- Ajuate adaptivo del cootomo ( Boundary Fittint; )

Otro aspedo a eonsiderar que se halla encuadrado en eI marco de Ill,~
neraclOn de mallas es el referido a1 tratamiento de lOllelementos que se hallaD
sobre la frontera fisica del problema. Mas aUn el ma)'or incooveniente aparec:e
cuando el contomo fisioo pOlleecurvatura finit&, en cuyo caso 1a bisecciOn de 1&
ansta del e1emento que lie halla !rente al borde produce un empobRcimiento de 1a
eticiencia de 1a tecnica de Rfinamiento, producido por utiliza.r elementos cada Vel:
mas pequeiios y mantener constante el error en la discretizaci6n del dominio. Esto
podria provocar que Ill, mayor parte del error se roncentrara en aquellos elementos
que estan mas refinad08 y por mas que Ie continuara trll,bajando lIObreeIlos no se
lograria mejorv 1&situaci6n. AI reapecto la idea de ajustar el contomo a medida
que uno retina es una de lu formas de Rmediar este inconveniente y a esta tecnica
se 1&denomma "Boundal)" Fitting" . Tal como 10muestra 1&tigura 3 al rdinar el
elemento cuya arlsta enfrentll, un borde curvo, uno deberia proyectar el nodo creado
VB BObreel oontomo E dando origen a1DOdovII. La forma de hacerlo es definir a
traWs del usuario la funciOo del oontomo en forma implicita y 1uego lie iDtersec:ta
1&linea recta que parle del nodo VB -en Ionna normal coo 1&£rooterll,del elemento
SObR 1&cual lie halla- coo el c:oatorno, obteniendo una ecuaciOn UDidimeDsional.
De esta forma eI dominio disado QR _ Q a medida que R crece.



La figura 4 muestra como converge el contomo en el caso de un problema
definido por un perfil alar a medida que se lIeva a cabo el refinamiento.

Como es de conocimiento el metodo multigrilla se basa en resolver un sistema
de ecuaciones algebraicas en un conjunto de malla obtenidas a traves de un cido
definido a priori por el usuario 0 mediante alguna tknica adaptiva. La idea se basa
en suavizar para cada una de estas mallas las componentes 0 arm6nicas del residuo
que Ie son propias, y que basicamente se hallan ligadas con el tamaiio de 180grilla
[4J. En nuestro easo habiendo usado tecnicas adaptivas para 180resolucion, cada
una de las mallas que componen el conjunto sobre el cual se aplicari. multigrilla
est&.compuesta por elementos de distinto tamaiio. Debido a esto se hace necesario
clasifiear los nodos que vinculan dich06 elementos a fin de conocer sobre cu8.1esse
lIevara. a cabo 180relajaci6n, recordando que esta solo se realiza sobre los elementos
que son del mismo nivel al de 180grilla en cuestion. Este aspecto es muy importante
dentro del proceso y a continuaci6n intentamos en forma gr8.fica, mostrar como se
realiza..

1.- Clasificacion de 105nodos

La figura 5 muestra para una dada malla obtenida a tr80ves de 3 pasos de
refinamiento adaptivo como surgen las 4 mallas que componen el conjunto y en
cada una de ellas hemos llevado a cabo tal c1asific8ociOn.Los nodos se clasifican en
4 tipos:

- nodos tipo T, son aquellos que se deberian 80gregar a 180mall80en cuestion para
reconstruir 180mall80 mas fina hasta el paso de refinamiento actual. Como 10
muestra l80figura 180ma.na en 5.80no contiene elementos tipo T pues estamos
sobre 180malla mas fina hasta el paso de refinamiento actual, en cambio en las
mallas 5.b, 5.c y S.d, si existen, y pueden ser hall ados superponiendo carla
una de estas mallas con 180mas fina ( 1805.80) y detectar 105nodos que se hall an
en el complemento de 180interseccion.
nodos tipo F, son aquellos que estan conectados a elementos de nivel! coinci-
dente con el de 180malla Gf consideracla. Tal como 10 muestra 180figura S los
nodos tipo F de una determinada malla Gf pasan a ser nodos tipo T para los
niveles inferiores.

- nodos tipo B, son aquellos que estan conectados al menos a 1 elemento de nivel
coincidente con el de 180grill80en cuestion y al menos a 1 elemento de nivel
inferior. Como 10 muestra 180figura 5 estos nodos serian los que conforman un
contorno de los nodos tipo F.

- nodos tipo R, son 8oquellos conectados solo a elementos de niveles inferiores
al de 180grill80en cuestion. Estos conforman un complemento del conjunto de
nodos representativ08 de 180malla considerada, llamando de esta forma a los
nodos que aportan componentes del residuo que seran su80vizadas durante 180
ejecucion del metodo multigrilla.

Con est80c1asificacion se pueden definir 4 conjuntos, cada uno poseyendo so-
lamente nodos de alguno de los 4 tipos considerados, y que nos permiten obtener
3 parametros asociados a cada uno de los nodos. Estos parametr08 llamados A'F,
kB \' kR indican el nivel a partir del cual el Dodo en cuestion pasa a ser del tipo



F,B y R ~Yameote, 1 al miamo tiempo el ftlor de •• iDdica el Dift1 a putir
del cual el millDlO deja de lei' tipo F 1IimilarmeD&e el parUnetro 1. iDdica el
nive! & parii.r del caal el miamo deja de lei' tipo B. Par ejempJo el DOdo DUU'c:ado
COD& en 1&&sura • toipo T pu'& 101 niveles 11 2, _ tipo F para el iii"' 3 1 -
tipo R para el iii"' 4. Par 10 taDto ate Dodo mmca _ de tipo B 1 pac 10 taDto
Ie, •• S, Ie•• 41 i. - .•.Del a*mo modo W DOdo mareado COIlb _ de tipo T
eo 108 niveles 11 2, • de tipo B eo el niftl 3 1 • de tipo R eo el nift1 4, pac Jo
tanto 1.- 3,1. - 4,1aIIDO IlUDC&fue toipo Festo • dtAae caIocaudo i, = 3-
Como pol' de6Dici6D eo eate c.-o e1 DOdo uce aIIDO toipo F ell el Diva 3 1deja de
serlo tambi&l ell el misaIo •••• 1&Ide 1& impoGOiJidad de lei' limultaneune!l&e
de 2 tipoe ., IU!p de ~ que el DOdo DO pado 8er tipo F 1 Daci6 aieodo
tipo B. Eete b«ho muy iIDporiaote ocwse c:aaadoel DOdo «IIirnplar. hedao que
moti~ un tratemiento pClIIMrior.

2.. Relajaci60

El siguieDte uped.o a coDBiden.r .u referido a 1& relajaci6n. La eIec:ci6D
del esquema de relajadOa a usar est.& muy lipda a 1&estratePa de rdiDamieoto
utilizada y dado que eo nuestro CUD lc» e&lculoe • haeeo elemeato pac eIemrnto
el esquema SOB pwece lei' una iDtera&Dte eleccicio Como 1& ~
est. lie realiza a fin de auaviA.r 1&CCIIDpoDeDtedel raidoo propia 0 uoOed. al
nivel de la malla considenda 1 par' 10 tanto .010 lOll relajadoB aquellas demeotoe

. que SODde dicbo nivel' Por defiDic:i6D los nodoe uoc:iadoe a esto8 demeDto& _
del tipo F y By pot" 10 tanto 801a.meote eno. iDsr-'n eo el esquema. Con el
fin de adarar 10 expuesto resumimos lc» priDcipales detallea acerca de este tema.
La matriz de ri&idez a"OCiada Ie arma en bIoct- relacionado8 COIl1&claai6c:aciOIl
antes explicada.

A, •• I~:~~::~A:,.,] a, = I::::] (1)
o A,•., A"., a,)

A coDtiDuaci6n obvianlmoe eI sul:indiee I par simplicidad. Del -ruema SOR
aplicado solo a b demeDtos del Divel Gf surge que

UF t- U,- w(A'FU, + A,su. - bF)
Us t- UJJ

UJr t- Ull

sOlo loa vabes en 108 DOdoa tipo F variarin durante 1&relajaciOe y par eDde
el residuo de 1<» Dodoa tipo F y tipo B Ie alterwan.. El residoo IObre lc» DOdoa tipo
F tender' • cero iii lie pnmiza que el radio espectral del operador (I -l&/A, F ) _

menor que I, mieotru que el residuo en loa nodoa tipo B DO lie puede pnniisar
que tieuda a cero 1& que la relajaci60 DO depeode del termiDO b •. Par Ultimo d
residuo eo loa DOdoa tipo R DO lie alterara. n proce8O de relajaci60 ooatiDuara
hasta que Ie deteriore IU COIl~&eDcia, becho que Ie pwametriza a trafts de la
relacion eave ••• Il<Il'm. del residuo solo tobre •• DOdos tipo F eo 2 iteraciooa
sucesiV1lll.



3.- COmputo del residuo

Otro aspecto importlUUe en el metodo multigrilla es el c:6mputo del residuo.
Como vimos en 1a relajaci6n el c&leulo del miSIDOsob~ los Dodos tipo F nos daba
un indicio de 1a velocidad de convergencia. Por otro lado tambien lie hace necesario
calcular el residuo para toda la maUa para poder testear convergencia en norma
y adem8a para poder iny~ su valor nodal COIDOsegundo miembro cuando lie
produce el paso a una .grilla mas gruesa, operacion que luego sera tratada. DurlUUe
el c:6mputo del residuo sobre eada elemento aparece un easoespecial que sucede
si dicho e1emento posee Dodos que son irregula.res. Como estos nodos no son
considerados como grad06 de libertad, su valor es descargado sob~ BWI nodos
padres , entendiendose par tal aquell08 nodos entre 108cuales se halla el irregular.
Ademas para garantizar continuidad de las funciones de forma - en el caso lineal
aqui considerado - el valor del residuo en el nodo irregular es repartido en partes
iguales [5J.

4.- Interpalacion e 1nyecci6n

Para finalizar con 10 coneerniente al metodo multigrilla en si ,hemos usado
como operadores de interpolaci6n e inyeccion el denominado Full weighing para
los elementos que paseen nodos tipo F y B, cuya estrella asociada a dicho operador
es la siguiente: ••

4•• ~ n ~ u
y un operador identidad paraaquellos elementos que poseen nodos tipo R.
Con la inyeccion de 108nod08 irregulares no hay inconveniente pues a esta

altura del computo su valor ya ha sido descargado. Ademas la condicion de con-
tinuidad no es alterada pues durante 1a relajacion SWI valores no se modifican ya
que no son involucrados y en la posterior interpolacion de la correcion el operador
usado ya satisface este requisito.

c.- REFINAMIENTO ADAPTIVO

1.- Estimador de error

En 10 que respect a a este tema cabe mencionar aqui que hemos usado como
estimacion del error uno que basicamente esta relacionado con la norma p del error
de la interpalada y que en el caso de una aproximaci6n lineal como la usada viene
determinado por las derivadas segundas.

lIuR
- ull, :5 lIuR

- u111,+ lIu1 - u'lI, l::l lIu1 - ull,



•• (lJ2 )
Ju/(X) - v(x)l" ~ E 0.;. 6.%,6.%j

'J-l Z, XJ .,

h.6.z· <-,- 2

•• ( tP. )E 1!Jz.1!Jz. 6.z,6.% j
i,j-l • J ••

~f:1(0 lJ2; ") 6.Zi6.Zj\
iJel Z, Z, ••

"·I( (flU) Ih2 h2~E -- -~~.-
" "_ OXiOXj.. 4 4I,J-l •

{ .. I( 0
2

) I}+. = Max E __U_
.,EO. iJel OXiOXj '"

Sobre cada elemento se ca1cula el maximo valor de las derivadas segundas
sobre los nodos, eoasiderando sobre cada nodo la suma de 108valores absolutos de
"Ias respedivas derivadu segundas parciales evaluadas sobre el mismo

y debido a que 1&soluci6n por elementos finitos es lineal en este caso, se
necesita realizar una debilitaciOn de la derivada sepnda contra la funci6n de forma
uti1izada.

(O:;xJ .. ~ ( - L :: ~:; dO) / (Ls Ntdn)
Ademas este tipo de estimador tiene la virtud de detectar singularidades

tipo salto en la funciOn presentes en problemas de cambio de rase, £rontera libre,
shocks en flujos compresibles y singularidades por irregularidades en el contomo
geometrico 0 en los datos de contorno. A traves de una estimaci6n de cOmo varia
el estimador confonne Ia - 0 Y IUponiendo que la • esta acotada por abajo surge
que este tiende a cera 10que garantiza que al ir refinando se logre converger.

( 4E"),, > '" h'" 0 > h'''. '" 0 = la'''. 04t. - L..., lie C - mI. L.J c au•
•• a e «

( )

1/2
4E, 1 < 1/'

h.i. ~ +mi. 01/2, - C,E,

2.- Criterio de re6Damiento

i.-EleceiOa del criteria



En cuanto a 180estrategia de refinamiento uno por 10 general debe encontrar
un conjunto de pa.ni.metros '1•• uno par elemento, que refieje el eomportamiento
del mismo segUn 180estimaeion UlJada y a partir de eI uno P\1eda decidir si debe 0
no refloar carla uno de lee elementos. SegUn e1criterio a usar surgira un parametro
asociado al mismo. Uno puede usar como criterio reducir el error local en cuyo
easo definim06 el panimetro 'I. como el error en 180norma del 8upremo sobre carla
elemento.

Otro criterio mas integral seria reducir la norma p del error sobre carla ele-
mento en cuyo easo tenem08 180expresion

y asl podem06 seguir definiendo distintos criterios y generalizarlos con 180
expresion 'I. = +h:' con m arbitario, donde carla uno de ellos esta asociado a un
valor de m en particular. A continuaeion necesitamos definir un objetivo a lograr
con el refinamiento, 10que Beconoee como malla optima. En nuestro caso y como es
comUn hacerlo 180malla optima seria aquella que en e1limite tiene como indicador
de error por elemento un valor constante a todo 10 largo del dominio. 0 sea el
objetivo es lograr que". sea similar para tados 108elementos. Definiendo el error
como un funcional del tamaiio h y del mismomodo con el costo computacional,
obtenemos las ecuaeion de Euler para encontrar el extremal, en este caso fijando
como constante el costo eomputaeional a traves de un multiplicador de Lagrange
[4]. Esto da como resultado que el criterio optimo en el eentido definido por 108
funcionales es reducir el error en norma V[6J.

W =::: ION. = to L 1 =::: to L h-n4 11•• =::: to f h-n4 d11= W[h(x») (14)•• 10

E[h(x)] = ~ (l +I'(x) h2'(x)df!) 111' (15)

Por 10 tanto el valor de m esta asoeiado con 180eleecion de la norma p.
Esto Ultimo puede lief vista en 180figura 6 a tram de un ejemplo en el cual se

grafic6 180norma p del error en funci6n del tiempo de cpu para varios valores de
m bastante diferente entre si. .

ii.- Eleecion del nUmero de elementos a refloar

Otro Mpeeto muy importarlte eD la estrategia de refinamiento es 180eleccion del
nUmero de elementos a refloar. Existen muchas alternativas posibles al respecto.
Por un lado Be podrla pensar en refloar una eantidad nj80de elementos que esten
ordenados BegUnel valor del indieador del error. Eeto parece dificil que sea optima



ya que podria presentane un CII80 DO 1DIl1 inuaual doode existen pocos elemeritos
eon gran error y muehoe eon bajo error y ataeatrategia refinaria elementos eon
valores del error muy dimmit... or con el coner del algoritmo dificilmeme Ie llque
a una malla eon valores en el indic:ador de error que estell dentro de una banda
10 mas estreeha posible, 10 que noeotrol hemos definido como malla Optima. Poe
otro 1ado lie podria penaar en refiDar no una ca.otidad fija sino c:01oc:u'un valor
umbral tal que solo los ~ que 10 superen serian refinadOL £eta elecciOn
del valor umbral es otro aspecto de 10eeonsiderados interesantes y a eontinuaciOn
trataremoe de mostrar cOmo puede ser elepdo en forma optima. La elecci6n del
valor umbral Ie realiza tomando un parametro fJ entle 0 y 1 y definiendolo como
beta veces el valor maximo del indicador de error. Si fJ es cerca.oo a 1 habra.
convergencia a 1a malla optima pero 1a velocidad de convergencia sera muy lenta
debido a que muy poco8 elementos son refinados en cada paso. Contrariamente
si fJ es cerca.oo a 0 en cada paso lie rdinan casi todos los elemem.e. pero muy
probablemente no ha18 convergencia a 1a malla Optima. E1 valOl"Optimo para
fJ sena aquel que muestre maxima velocidad de converpcia a una malla COIl

indicadores de error por elemento todos ubicados en una banda 10 mas estrecha
posib1e. Por 10 tanto 2 valores interesan para hallar dicho optimo, a saber :

a) velocidad de CODYergenciaa 1&malla optima, dada por 1a ca.otidad de pasoe
de refinamiento necesarioe para aleanzarla, y
b) el ancho de 1a distribuci60 final, 0 sea 1adiferencia entre 105valores miximos
y minimos del indieador.

Cada vez que un e1emento Ie refi.na nacen 2,•.i hijos ·en el CII80 bidimensional4-
eon eficiencias del orden de 2-a Vece8 la eficiencia del elemento padre asumiendo
que el valor ~. DO varia mucbo por 1&subdivision, cosa que parece ser asi si
uR ••..•1.1. La figura 7 muestra 1a distribuciOn del nUmero de elementos en funci60
del 10garitmo de 1&invena de las eficienciaa. Ai refin&l' 10eelementos eon un valor
de su indicador de error mayor al valor umbnl • defi.nido como una fraeci6n fJ del
m8.ximo valor del indicador sobre todoe loe elementos '1au ., el area resultanle
. sombreada en la figura . que representa 1&ca.otidad de elementos refi.nadoe lie
traslada hacia la zona de menores valores de la inversa de la eficiencia en un valor
m log(2). E1 corrimiento del valor '1•••u en cada paso de refinamiento lie designa
por S y por 10 apuntado anter10rmente el area sombreada lie amplifica en un factor
2nd Vece8. La ca.otidad de pasos de refinamiento neeesari08 para aleanzar la malla
Optima viene dado por el valor Roc [6},valor enya expresiOn explicita lie halla en 1&
figura 7.

y como vemoe es inversamente proporcional al valor S . En este grafico lie
muestra que sucede al elegir un valOl"de fJ comprendido entre 2-a y 1. En este
caso e1 corrimiento vale S = -log fJ y el gap final viene dado pOI' ~ = m log 2.
Por 10 tanto aqui DO tenemoe control sobre el ancho del gap ~ 18 que este no
depende de 1&e1ecci6n del fJ pero si podemoe disminuir al miximo la cantidad de
pasos necesanas aumentando el valor de S 10 que equivale a disminuir fJ 10maximo
posib1e, 0 sea fJ."c = 2-11I

•

Haciendo el mismo analisis para fJ compreodido entre 0 y 2-a lie muestra en
1a figura 8 que aqui S = m log 2 y ~ = -log fJ y pOI' 10 tanto DO tenemOl eontrol
sobre 1a ve10cidad que DO depeode de fJ sino que podemoe ajustar el parimetro
para obtener el pp mas estred1o, y esw Ie logra eon el valor m&ximo posible de
fJ, 0 sea llegamoe a 1& misma CllIDC1U1iOn que en d cuo anterior [61.



La figura 9 muestra que sucede en el easo de elegir el valor de {J en forma
optima y el easo eontrario. Como vernos la figura 9.a muestra la distribuci6n
inieial , la figura 9.b muestra 1&distribucion luego de 4 pasos de refinamiento
elegido el valor de fl en forma optima y en 1&figura 9.c y 9.d mostramos que
sueede si Beelige un {J inadecuado al cabo de 4 y 8 pasos de refinamiento. Como
conclusiOn en este Ultimo caso 1&distribucion muestra tener un gap doble al cabo
del doble de la eantidad de puoe de refinamiento que el easo resultante de elegir
fl.,•.

3.- Coovergencia en mallas

Por Ultimo mDlltramoa en 1&figura 10 una seeuencia de mallas en donde par-
tiendo de diatintas configuracioDes iniciales llegamos a menos de un refinamiento
homogeneo a 1&~a malla final. La malla 10.e es la malla final parliendo de la
malla 10.a y 1&10.£.1& obtenida partiendo tanto de la malla 10.b, 10.c y 10.d [6].
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