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RESUMEN

Se describe la implementacidn de un resolutor eficiente
por Elementos Finitos de la Ecuacién de Poisson en dos y
tres dimensiones. Se utilizaron simplices en ambos casos,
con redes no estructuradas. Se compard la perfomance de dis-
tintas técnicas para resolver el sistema de ecuaciones re-
sultante, con distintas formas de almacenamiento de la ma-
triz de rigidez. Los resultados numéricos aconsejan el uso
de técnicas de almacenamiento ralo con resolucién directa
del sistema de ecuvaciones.

Se analizd ademis la implementacidn del resolutor que
emplea un esquema de Gradientes Conjugados Elemento a Ele-
mento en una mdguina con arquitectura SIMD de pocos procesa-
dores.

ABSTRACT

The implementation of an efficient Finite Element
Poisson solver in two and tree dimensions is described.
Simplex are used in both cases, with unstructured grids. The
perfomance of different solution techniques and different
stiffness matrix storing methods are tested. Numerical
results has shown the advantages of using sparse matrix
techniques and direct solution.

In adition, the implementation of the solver using a
Conjugate Gradient - Element by Element scheme in a few
processor SIMD machine was analized.




INTRODUCCION:

La resolucidén de un problema por Elementos Finitos com—
prende los siguientes pasos:

-Calculo de las matrices elementales.

-Ensamblaje de la matriz del sistema de ecuaciones

-Resolucién del sistema

-~

Cuando se trabaja con elementos simples, la etapa que
mids esfuerzo computacional requiere es la de resolucién del
sistema de ecuaciones, ya que se realiza una gran cantidad
de operaciones de punto flotante sobre los elementos de la
matriz del sistema. Dos factores importantes a tener en
cuenta son: el modo de almacenamiento de la matriz del sis-
tema y el método de resolucidn.

En una primera parte analizaremos la perfomance de dis-
tintas técnicas de almacenamiento de la matriz de rigidez y
de resolucidn del sistema de ecuaciones, para la resolucién
por Elementos Finitos del problema de Poisson bi y tri-di-
mensional, a coeficientes constantes por elemento. Se utili-
zaron para discretizar el dominio tridngulos de tres nodos
(resp. tetraedros de cuatro nodos), y como esquema de reso-
lucidn el método de Galerkin con funciones base lineales

[1}.

Finalmente, analizaremos la programacidén del "Nicleo de
Poisson" en una mdquina con arquitectura tipo SIMD.

EL_NUCLEO DE POISSON: .
ANALISIS DE PERFOMANCE DE DISTINTAS TECNICAS

Técnicas de almacenamiento de la matriz de rigidez:

Frecuentemente 1la matriz del sistema de ecuaciones que
surge de la discretizacién por Elementos Finitos de un pro-
blema es "rala", es decir, tiene una gran cantidad de ele-
mentos nulos. El almacenamiento de la matriz completa reque-
riria demasiada memoria, ademds de aumentar innecesariamente
el nimero de operaciones necesario para su resolucién (se
realizan muchas operaciones sobre elementos nulos). Por otra
parte, la matriz que surge de discretizar con el método des-
cripto la Ecuacibn de Poisson por Elementos Finitos es simé-
trica y definida positiva, propiedades éstas de relevancia
en la elecci6én de los algoritmos de resolucién.

Almacenamiento Banda:

Esta técnica consiste en almacenar todos los elementos
ij de la matriz tal que 0 < j - i < 8 (A), donde:

B(A) = max [ [3-i]/a;520)
1,3

es el minimo nfimero de supradiagonales que es necesario al-
macenar para tener todos los elementos no nulos de la matriz
A en mgmotia. Por ser la matriz simétrica sSlo se almacena
1a gemi-banda superior (o inferior).
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Almacenamiento Skyline:

Este tipo de almacenamiento esti especialmente pensado
para cuando se pretende resolver el sistema de ecuaciones
resultante por eliminacién de Gauss (mis precisamente, para
matrices simétricas: factorizacidén de Cholesky). El mismo
consiste en un almacenamiento "banda variable", es decir, se
guardan los elementos °ij /7 0 ¢ j-1i« ’j (A), donde:

55(5)"-:! {,Ij’i'/‘ijiolj>i}

Es ffcil ver que, cuandc se calcula el factor triangu-
lar de Cholesky de la matriz A, el mismo puede ser almacena-
do con la misma estructura que la matriz A, esto es, los
elementos que dejan de ser nulos durante la factorizacién,
tienen espacio reservado en la matriz original.

Para minimizar la cantidad de memoria a utilizar se
suele renumerar la red, de modo de que el semiancho de banda
(B (A) + 1) sea lo menor posible. Si bien no existe un algo-
ritmo que garantice este resultado, uno de los mis emplea-
dos, y que da en general buenos resultados es el debido a
Cuthill y McKee [2]. Para el método Skyline se utiliza una
variante, que consiste en invertir el ordenamiento del méto-
do de Cuthill-McKee [3); se ha probado [4] que esta modifi-
cacidn nunca empeora el ordenamiento original (desde el pun-
to de vista de memoria utilizada y nimero de operaciones ne-
cesarias para factorizar la matriz), mejoréndolo frecuente-
mente, sin que cambie el semiancho de banda de la matriz.

Almacenamiento Ralo:

Esta técnica permite sacar el miximo provecho posible
de la “"ralitud® de la matriz, dado que sdlo almacena 1los
coeficientes no-nulos [5). Cuando se resuelve el sistema por
factorizacidn de Cholesky, aparecen elementos no-nulos en el
factor triangular, gque eran nulos en la matriz original; a
este fendmeno se lo denomina "llenado"™ del factor triangu-
lar. Para minimizar el llenado es necesario un adecuado or-
denamiento de los nodos de la red, para lo cual existen va-
rios algoritmos (ver por ejemplo: {5,6))

Resolucién del sistema de ecuaciones resultante:

Se analizar&n dos métodos para la resolucibn del siste-
ma de ecuaciones: uno directo (Pactorizacién de Cholesky) y
otro iterativo (Gradientes Conjugados).

Las operaciones necesarias para resolver por gradientes
conjugados un sistema de ecuaciones son productos escalares,
productos matriz-vector y sumas escaleadas de vectores. Al
no presentarse el problema del 1llenado de los factores
triangulares, la técnica de almacenamiento raloc es, para el
caso mis general de redes no-estructuradas, la mds adecuada.
(Realiza operaciones s6lo con los elementos no nulos. No es
necesaria una renumeracién de las incbégnitas).
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Resultados obtenidos:

Se implementaron programas para la resolucién de la
ecuacidn de Poisson estacionaria, con las técnicas menciona-
das en las secciones anteriores, con el fin de analizar su
perfomance (tiempo empleado y memoria utilizada).

Los resultados obtenidos se muestran en las Figs 1 y 2.
Las redes utilizadas en todos los casos fueron no-estructu-
radas, renumerados sus nodos segin el método de Cuthjll-
McKee inverso para el caso de almacenamiento Banda y Sky-
line, y segin el ordenamiento de grado minimo [7] para el
caso de almacenamiento Ralo.

Los tiempos analizados corresponden a la suma de tiempo
de ensamblaje de la matriz y resolucién del sistema, tenien-
do en cuenta el caso en que, en general, ser& utilizado el
nicleo de Poisson: centro de un lazo iterative, cambiando
las condiciones de contorno y/o los coeficientes, pero no la
topologia de la red. En este caso, el tiempo necesario para
el resto de las etapas del cilculo se hace ripidamente des-
preciable,

TIDGO 08 ENSAMBLAJE Y RESOLUCION
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Figura 1 : Perfomance de distintas técnicas
de resclucién (Tiempo de CPU)

En la Fig 1 se muestra el tiempo de CPU consumido, en
funcién del nimero de incégnitas. Realizando un ajuste de
las curvas obtenidas experimentalmente se observa que las

técn?cas Banda y Skyline emplean o (Nl'e) para las etapas
mencionadas, mientras que la técnica de almacenamiento Ralo

tarda 0 (Nl"}. El "punto de corte” (nimero de incSgnitas
para el cual se hace ventajosa 1la técnica de menor orden)
esté en las 100 incégnitas. También se muestra el tiempo
consumido por el programa que utiliza almacenamiento ralo Yy
resolucién por gradientes conjugados; el mismo tiene el mis-
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mo orden que la resolucidén directa con almacenamiento ralo,
aunque con una constante mayor. Cabe mencionar que no se
realizé ningin tipo de precondicionamiento, con lo cual, al
menos en teoria, deberia disminuir el orden de este algorit-
mo.

MEMORIA TOTAL UTILITADA
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1.E3
100 1000 10000
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Figura 2 : Perfomance de distintas técnicas
de resolucidén (Memoria utilizada)

En cuanto a 1la memoria utilizada, los resultados se
pueden observar en la Fig 2. Andlogamente se obtuvo que tan-

to en Banda como en Skyline se necesitan O (N1'4) lugares de
memoria para la resolucién del problema por el método direc-

to, mientras que la técnica rala utiliza sélo O (Nl‘l). El
"punto_de corte” en este caso es de 1000 incognitas. Al re-
solver el problema por el método niterativo de gradientes
conjugados, la memoria requerida es O(N), ya que no se pre~
senta el problema del llenado del factor triangular.

En base a la experiencia obtenida con la programacién
del nicleo de Poisson bidimensional, se implementd el caso
tridimensional, wutiliz&ndose tetraedros de cuatro nodos,
técnica de almacenamiento raloc y resolucién directa del sis-
tema de ecuaciones.

PROGRAMACION DEL NUGCLEO DE POISSON
EN UNA ARQUITECTURA SIMD

Descripcién de la arquitectura:

Una matriz sincrénica de procesadores en paralelo con-
siste en un conjunto de procesadores, bajo la supervisién de
una Gnica unidad de control. A este sistema se lo conoce con
el nombre de procesador matricial (Array Processor) y puede
manejar una inica instrucciSn operando sobre un conjunto de
datos simulténeos (Single Instruction-mMultiple Data o SIND).
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Nos ocuparemos de un caso particular de esta arquitec-
tura, que es el que corresponde a la supercomputadora dedi-
cada del proyecto ARPAS de CNEA [8), basada en un proyecto
similar del Istituto Nazionale di Fisica Nucleare de Italia
{9,10].

La arquitectura de estas supercomputadoras se muestra
en la Fig 3. Consta de un controlador central, que envia
instrucciones a los demds elementos: un banco de 16 Unidades
de Punto Flotante (FPU), un banco de 16 conjuntos de memo-
rias, una red de intercomunicacién y un sequencer. Todo el
conjunto actlia como coprocesador de un "host”, con el cual
se comunica a través del controlador central.

>

>
[ MEM MEM MEM |...

—>

HOST 3081/E INSTR. >
<— >[7 RED DE INTERCONEXION ...

>
SEQUENCER FPU ] FPU [¥FPUA]...

>

Figura 3 : Arquitectura de las supercomputadoras dedicadas
de los proyectos APE / ARPAS

Esta arquitectura fue disefiada originalmente para la
resolucidn de ecuaciones de cromodinamica cudntica (QCD) en
su formulacidn por celdas. La discretizacién de estas ecua-
ciones en el espacio-tiempo tetradimensional, para alcanzar
un nivel de precisién aceptable lleva al cilculo de una in-

tegral en 5 x 106 variables para un reticulo de 204 sitios
(para lo cual se utilizan métodos Montecarlo), y el cd8lculo

de algunas columnas de una matriz rala de 106 x 106. Estas
estimaciones fueron hechas con la experiencia de unas 103
horas de c8lculo en Cray-1.

La naturaleza del problema, y los métodos iterativos
empleados para resolverlo hacen especialmente adecuado este
tipo de arquitectura, ya que:

- Se trata de un problema local, 1lo cual minimiza la
c§nplej1dad de la red de intercomunicacién entre FPU’ s-memo-~
rias,

~ Se pueden usar algoritmos paralelos en forma natural.

~ Los c8lculos son en su mayoria multiplicaciones y su-
mas de punto flotante.




La red de comunicacién es tal que si se asigna una me-
moria a cada FPU, la misma puede acceder a su propia memo-
ria, o a la de sus vecinas (estructura en anillo).

Las FPU son unidades aritméticas de punto flotante, que
operan con nimeros complejos (resp. reales en el proyecto
ARPAS) de 32 bits (simple precisién), realizando en forma
optimizada la operacién A * B + C. Tanto los sumadores como
los multiplicadores trabajan en modo "pipeline”"{11, Cap. 3},
de modo gque se puede obtener un resultado por ciclo
de reloj.

Programacibn del niicleo de Poisson:

Para la resolucién por Elementos Finitos de la ecuacibn
de Poisson en esta arquitectura, se utilizé un esquema ele-
mento-a-elemento (EAE) [12], con el fin de obtener un alto
grado de concurrencia en las operaciones. Como método de re-
solucién se eligid Gradientes Conjugados.

En el esquema utilizado, cada elemento es procesado por
una FPU, lograndose un buen balance de carga cuando el nime-
ro de elementos es mucho mayor que 16. Las matrices elemen-
tales (y los Vectores Término Independiente elementales,
VTI) son calculados completamente en paralelo, y son almace-
nados en las memorias asociadas & cada FPU.

La matriz global del sistema de ecuaciones resultante
nunca se ensambla (Se elimina la segunda de las etapas men-
cionadas en la introduceién).

Las condiciones de contorno se colocan a nivel de las
matrices elementales, colocando un 1 en la posicién diagonal
correspondiente al nodo con condicidn de Dirichlet, ceros en
el resto de la fila, y el valor de la condicién en el VTI
elemental. Para conservar la simetria de las matrices ele-
mentales, la columna correspondiente a cada nodo con condi-
cién de contorno se elimina, pasando estas contribuciones al
VTI elemental.

En las condiciones de contormo tipo Neumann (de deriva-
da) esthd involucrado s6lo un elemento, la contribucidn de
las mismas se suma en el VTI elemental.

La resolucién por Gradientes Conjugados implica en cada
iteracién el cllculo de un producto matriz-vector, que es el
que mayor tiempo de CPU consume. Para calcular este producto
en paralelo, no se ensamblan las matrices elementales, sino
que se descompone en:

NEL NEL
P=A.d= [ A, - ds= [ Pe
e=] e=l

donde p es el vector producto, A es la matriz global y A,

son las matrices elementales, NEL es el nimero de elementos
de la red, los cuales son procesados por distintas FPUs.
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El almacenamiento en memoria de las matrices elementa-
les estd pensado para el mejor aprovechamiento del pipeline
de cada rpU (13]. Se almacena el elemento Ay, Para todos los

elementos asignados a la FPU, luego los elementos Ayo los
elementos Ajsys los Rigr Ay Y finalmente los Ayg- El vector

d se redistribuye en memoria, de modo que 1los primeros
NEL/16 lugares estén ocupados por sus componentes correspon-
dientes a la numeracidén del ler nodo de 1la descripcién de
cada elemento asignado a la FPU; en los siguientes NEL/16
lugares los elementos de d correspondientes a la numeracidn

‘del 2do nodo de cada elemento, y los restantes NEL/16 con-

tienen 1los elementos de 4 correspondientes a la numeracién
del Gltimo nodo de la descripciédn de cada elemento asignado
a esta FPU.

Con esta disposicidén de los datos en memoria, la multi-
plicacién matriz-vector puede hacerse en 5 lazos:
- Uno de longitud 3*NEL/16 que calcula:
Py = By 1 9y
P =Rt 4
P3 = A33 * dj
Otro de longitud 2*NEL/16, calculando:
Py =P + Ayt dy
P = Py + A3 * dy
~ Otro de longitud NEL/16:
Py = P3 + Aj3 * 4
Otro de longitud NEL/16:
Py = Py + A3t dy
Y otro de longitud 2*NEL/16, que calcula:
Py =Py + Ayt 4y
P3 = P3 + A3 * d)
Puplicando en memoria 1los elementos Ayse los d1 y los
d3 se pueden reducir los Gltimos 4 lazos a 2 de longitud

3*NEL/16 cada uno. Para nuestro caso, en problemas grandes
no se justificaria, ya que el nimero de etapas de los pipe-
lines es pequefio, y se logra una buena perfomance con longi-
tudes de lazos no demasiado grandes.

El punto critico de este algoritmo es el ensamblaje de
los vectores p elementales en un vector global, de dimensidn
NOD {(Nro de nodos de la red). Es necesario un ensamblaje de-
pendiente de los elementos asignados a cada FPU, y luego un
ensamblaje de los vectores de cada FPU en un Gnico vector
global. Dado que en esta arquitectura el direccionamiento es
idéntico para todas las FPU, este ensamblaje debe hacerse en
forma secuencial.

El resto de las operaciones interiores al loop de ite-
raciones de Gradientes Conjugados son: 2 productos escalares
de longitud NOD, sobre vectores globales (no dependientes de
cada FPU). Una suma escaleada de vectores de longitud
3*NEL/16 y 2 sumas escaleadas de vectores de longitud NOD.
Todas estas operaciones pueden ser realizadas en pipeline,
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obteniéndose un buen aprovechamiento de la estructura de ca-
da FPU, si las longitudes de los vectores son suficientemen-
te largas (se obtiene un resultado A * B + C por cada ciclo
de reloj).

Este esquema fue programado en el lenguaje que utiliza-
r& la miquina de)l proyecto ARPAS, cuyo compilador ya estd
implementado en su primera fase.

Si bien la supercomputadora del proyecto ARPAS no esté
construida a la fecha, y por lo tanto no se puede evaluar la
perforance del algoritmo descripto, se pueden hacer algunas
predicciones en base al nimero de operaciones necesario y el
grado de paralelismo en cada etapa del cidlcule.

En la etapa del cllculo de las matrices elementales es
donde este algoritmo tiene su principal ventaja. Las opera-
ciones pueden efectuarse completamente en paralelo y es de
esperar un factor de aceleracidn con respecto al cdlculo se-
cuencial aproximéndose a 16 para un nimero suficientemente
grande de elementos. No es de extrafiar que cuando se busca
la arquitectura &ptima para una "M&quina de Elementos Fini-
tos" se elija una arquitectura SIMD para la etapa del célcu-
lo de matrices elementales [14].

En este esquema no se realiza el ensamblaje de la ma-
triz global, por lo tanto es de esperar que el nimero de
operaciones cuando se trabaje con la matriz del sistema de
ecuaciones sea mayor que el minimo.

El punto de mayor consumo de tiempo de CPU es el loop
de gradientes conjugados, y de este loop, la multiplicacidn
matriz-vector; veamos el nimero de operaciones necesarias:
por cada matriz elemental de 3 * 3 son 9 productos y 6 su-
mas, divididas en las 16 FPUs, ya que se pueden efectuar en
paralelo. El ensamblaje del vector producto elemental se de-
be hacer en forma secuencial, e insume: 3*NEL sumas. Con es-
te ensamblaje se obtiene un vector de longitud NOD en la me-
moria asociada a cada FPU; para obtener el vector global son
necesarias log2 16 = 4 sumas por cada nodo. En total, para

el c8lculo del vector producto fueron necesarias:

{15/16 + 3) * NEL + & * NOD

operaciones de punto flotante. Utilizando la aproximacidn:
NEL = 2 * NOD, vAlida para redes grandes (con poco borde):

4 de operaciones = 11.875 * NOD

Comparemos con el nimero de operaciones necesario en
caso de utilizar un procesador, ensamblando la matriz global
en formato ralo: para inicializar el vector p se puede uti-
lizar el producto de los elementos diagonales de A y los
elementos de d; son NOD productos. Para terminar de calcular
el producto son necesarias 2 * NAR wmultiplicaciones y otras
tantag sumag (NAR: Nro de aristas de la red s Nro de elemen-
tos extradiagonales de la matriz), el nGmero total de opera-
ciones es:

NOD + 4 * NAR




que, utilizando 1la aproximacién para redes con poco borde:
NAR = 3 *# NOD se reduce a:

# de operaciones = 13 * NOD

Como puede verse, no se obtiene con el esquema propues-
to un buen factor de aceleracién del cllculo, por usar mis
de 1 procesador. Sin embargo no se tuvo en cuenta el aprove-
chamiento del pipeline de las FPU. De las 11.8 operaciones
del ler algoritmo, 5.8 son completamente vectorizables, y el
resto en forma parcial. De las 13 operaciones por nodo del
2do caso, 7 son vectorizables y 6 no lo son.

CONCLUSIONES

Se presenta un andlisis de perfomance de varias imple-
mentaciones del Método de Elementos Finitos para la resolu-
cién de la ecuacién de Poisson bidimensional.

Entre aquellas que utilizan la resolucién directa del
sistema de ecuaciones, la de menor orden {almacenamiento ra-
lo de la matriz de rigidez) resulta ser conveniente desde un
nimero de incégnitas suficientemente bajo como para que se

justifigue su empleo en todo el rango de las aplicaciones de
interés.

En cuanto a la resolucidn iterativa estudiada, si bien
el orden es igual (o menor) que cualquier técnica de resolu-
cién directa, el tiempo de CPU es mayor en todo el rango ve-
rificado.

Ademds se estudia la implementacién de un resolutor e-
ficiente de 1la ecuacién de Poisson en una maquina con ar-
quitectura SIMD. El esquema utilizado (Gradientes Conjuga-
dos Elemento a Elemento) es paralelizable en gran parte.
Sin embargo, las partes no-paralelizables del mismo hacen
que el factor de aceleracidn sea cercano a 1.

Para lograr aumentar este factor se pueden trabajar
tanto sobre el hardware como sobre el software. En el primer
caso, si fuera posible el direccionamiento indirecto, una
buena parte del ensamblaje seria paralelizable. En el segun-
do caso, si se empleara alguna subdivisidn adecuada del do-
minio se podrian disminuir sensiblemente las operaciones ne-
cesarias para el ensamblaje de los vectores.
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