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Rosario-~

Eon -.to. t.rabajg carwider_ el rrobl_ de control 6Dtilllo __

hcrizClnt. infWLo, S\J Ul!"oxi_ciOn discnltiz.d. en el U....., W ~ la
••••locidad de convrgencia de 1. solucien discretizada • 1. solucien del
Dr.obl_ original. En particul.,. Pl"'CbamOs QUIt 1. velocidad de ~
••• i~ del Clf"dwI •••"t, ••••.••• alizando ul 10. result..dos obtenidos lbajg

hiaOt.esis de HIIliccncavidacJ CIOf' Caouzzo Dolcet.b-lshii [31

In t.his P.pe,.. _ consider an infinit.e hcriZCll'l0Pt.Wa1oont.rol prot)l.-

.nd Us discrat.a t.imaaccron.aLian. WIt st.udwUw ,..ate of CCInVeI"ICe of Uw

.PCIt'"oximat.e.olutions "" Uw so1ut..ianof t.hIIcrilJinal probl_ 1n particul.,.
••••crove t.hII,...t.e is alNa..,. of CII"'der' •••"t, vanerallzlng in t.his •••••'11 Uw ,....wt..
obt.ained bwCaI:luzzoDolcet.1A-WWin [3].



El metodo de 1. grogram.cien dinarnic. mu•• t,.. QUe1. funcien de costo

Ootimc del grobl.ma de control OPtirno par. ecuaciones dif.,..nclal ••

ordinari ••• aUsf.c. <ba;ohiD6t.e.is de ,.89Ul.,.id.d>un. ecu.ci6n dif.,.encial

en deri·.·.d•• parci.le. de grime" orden no lineal del lilXl de Ha/T,ilton-Jecobi-
Bellman(vw- Ull. 'II DOl'" otr. part. 1e .xi.tenci. de una solucian Sl3ve de 1•
•cuacien de Hamilton-Jacobl-Bellmannos facilila enconl,..,. un control oplimo

en f •• dback (ve,. Ull.

No obstant.••• st.e procedillliento no .i~. l:lUedeimclemenl.,... en 1.

griotica we QUe en problema. simcl.. le f'-"'Cian oost.o 6otilllo tlene
discont.inuidede. en _ deri..,adas p.,.cial •• , 'aI otros ejemplos _st.,.an QUe

la .cuacien de Hamilton-Jacobi-Bellmanno U_ en general solucian C1. P.,.a
sal..,.,. ut. inconvenient•••• demuestra. (..,.,. C7ll. QUe1. ''-'''Cien costo Optimo

••U ca,..cl.riz.da como 1. Unic&.oluc:ien de ..,isoosid.d de 1&.ouacian de

l:Ie11manuoci.da.

El objetivo de est. traba;o •• gr•• enta,. un. aproximacien de la

soluc:ien de la lICU&ciende Hamillon-Jaoobi-Bellman:

{

1/ }, . a. a. 11+max ),.U - 2:9i ~ -, - 0, en lit , con ).eti. ,
GlEA 1••1 Xi

relacioneda con' e1 problema de oontrol 6otlmo con I'lorizont.e in' inito l.l

obtener .1 orden de convergenci. de eucha aproximaci6n.

o.mostr.,.emos QUe la velocidad de oonverg.ncia de 1. soluc:ian

aproximada J" a la funci6n u de coste Optimodel problema origin&l as de
orden "t. con "t E <0.1], u decir:

donc:Ie:
J. H 11 eeP\il.rIle de loa'i 1.s flNlianes Ndibles deHnida. en [0.•••) con

valor •• en un subconjunt.ocompact.oAClltal,



JUc,A). T~,S),A<S». -)..s ds,

o
f ; RV II /Ii •• ~ •• una fU'lCiOn dad.,

>'>0. conslante

E1 vactor ...:s>-w<x,s) .., e1 control " .stan relacionados JXr la siguj..,t.

IIC13cian di f vanei&!:
W<Ji:-g(W(S), cx(s»), 5>0,

..,..0. x.

Ell c:onocido <••••• [1]) c:w. la .cu4cian (1) no t.1_ en ijJer..,.a1 una

solYCiOn~, DOt" 10 0.- .n •• t. t,...bajo •• consider-a 1a 11amadasoluciOn de

viscosidad de (1).

Uf\a funci6n " •• Uam.da soh.loien d. viscosidad d. 1&ecua~iOn (1) si
PV'a todo #ect <Rills. cumple;

(i) Si ~ t.lane U" maxiA\o local en xc. .,t.onoes



I u(x) I~~,

,..•.~
Lg

A~.mall I.l .lI 11 unica lIoluciOn a. v~lI::clIidld da 1. .culcion a. 8eUr,.,.., (1),

P.,..a la ~ueba de e.t.os hecho5 ve'" erandall-Lions (4J.

Se pUede demosi.,...,..QUe .i 0 < h < t .,.,t.once. (7) tiene una Unica 501uC1On
cont.inua .., acot.ada uh .., QUe (uh) conve,..ge unifOl"mement.aen ~lI. cuando h

t.iende • c.,..o. a 1. Unica lIoluciOn d. vi.collidad de (1),

Adema. (vel" (3):

donde:
.A.h denot.. el subcon,iuni,o de .A. de t.Odoll105 cont.,..ol•• aue t.omMlun va1o,..

W11 secuencia '='h'::,j() •• tadetarr.un4da POI"1. lIiguient.e fOrmula ,..ecu,..,..ent..:
~(x.Q)-x,

"h(X,k~i) - 'oih(X.k' + h V(Wn(x,k),.:.;ikhl). k -0.1.... (9)



· ~IUnWI~};'" ,

dondtt:

h E (O,t), Vx, X E ,.V

c - 5:":[g'

H
1-'Y'Y f

C - L.f ). _ i[g'

~.t,..o ."..c06.1to •• dWROst,...,..QUe1. ....loc1d.d oe ocrwer-~i. cs. 1a

soluciOn a."..oximaa. un • 1. funciOn u de costo ~i/llo del ."..oblema ClI"i9in&l
~ de OI"den.." ea c:tecir':

~4.1

Sea f: A •.• RII, .i F'-{f'(cd/a:EA) •• compact.o ~. ~ECoF", stendo

"0"1'<aM •••• CoI' •• "'-'" _. do F a _ ••••

n n
CaF - {LliXi' }.i~' 2:)·i-1. xiEF, n E Jt}

i.l 1=:1

NOTA:.
S. cuede d-.ost.r-a,.. (....,.. [D, ~ en .so.o1o- de cliIlIen.iO:"lfinit.&, Cdi._iCn

DtIllO~rlciOn

.v.amos ClI'"imer-o QU4ICoF •• cerr.do



I)el"'O {>.t}k C [o.il entonce •• existe una .ubsuc •• tOn. (QUe se\lUil"'emos llamando

),} conver-gente ">-t~ ">-icuando k••oa. '9'i.\ E[o.1l. ~ ">-i- 1
1-1

An6logamente (X~}kCF' antonces X~-tXiEF<Dol'" sr F oomoacto) cuando k~oa. Yi.
En vil"'tud de esta. oba.l"'Vacionea .., (11» tenemoa QUe:

• HoE:CoF
POi'" definiciOn de inte.,..l He •• limite de la inte.,..l de funcione. escale,.as

deflnidaS en una oal"'ticion {Ii} i-l •.. .Iedel intervalo ra.il

He-t'(o;(t» dt • 11m ± t f(O;~lX~(t.)elt • 11m ± ,(o;~)m~.! k•.•oa i-1 ! Ic~oa 1-1

k..,Lm~-1,
i-1

ant.onee. ± ,(o;~lm~_ xkECoF, YIe,POr' a.,.. CoF convexo.
i-1

e..m.-vaciCIIWS
• I:.n vil"'iud de la P"'ooi~.d 4.1 .., (11) t.enemoa QUe:

e:. c:lecil"'.exist.e una DaI"'t.ici6n0i)' i-1 •...•101+1, del int.ervalo [O,U. con medicla de

11- ">-i'.., una funcian escalONela o:..,<t.l.con -..,<t.>-G1iEA. .i tElt· t.al QUe:



-0+--1-
f'Clr ~e CMlbio de variables •• Clbt.iew i~ QUepre un mt.ervalo

arbltrvlo [a.bl exiIrtAI'-"ll oart.ici6n 0,," 1.1•...-.+1. dill intM-valo ta.bl, W lI\II

funcl6n UO&laNda -...cu. can ...,ct.--1 .1 LElt•t.al QUe:

• 51 f'_{«:R .••A. ~}. f'H'-{«:R-..A, esca1anadas} • ., virt.ud de <12>.~
definir el .isuient.e eperadar:

"101: f •• tw t.a1 QUe .""Cw con 1a siguirie ~.dad:

rf(a(t.» eft. - r f<&wet.» dt..

i:.n vlrtud de <12>el siguienLe 1_ _ inmedi.a\o.

~ b: RIII+1 .•• R". '-"ll 'uncian CCII'\Unua ., _ dos ~ '" aoot.&da.

t.i-i,f. i-0.l .. ..n-1 una part,ici6n del int.w'valo CO.n. ant.once. exist.. una

ooliLioa •• oa1anada Cw can valore • ., lit. t.al ••

a) «w t.i_ a 10 SUIIlO 11'+1 esca10rws en cada int.ervalo Ct.i•t.1+11

t.
111

t.i+1
b) b<t.i.«(s»de - I b<t.i.aw<s»ds

t.i t.
i

foIraDiededNf 4-2

~i ~ ~ IS ~+1 + b• .,tonoes ~ ~ it ti'.1>1. bEfl
En tieot.o ••• a Ole _ ~ s-le

ant.once. gar hlD6t.u1.

Ok ! S-le ( 13 ale+1 + b) - .-Ie b + ~-1

sumando e.t.a u1t.iJu desieua1dad dude 1 hut.a n t..--.os ••

en ~~ ,-Ie b ~ b i:r
l"'eemc1azando ., (13) nas QUada: if.:t

~~itti'



t
Sea w.,.<t.>- x+! g(Ww<s>,a..,.{s»ds 'rI t e [C,n. w un~ 5ubdivi.i6n del int.ervalo

ro,n en n int.ervalol' de 1IlllPlit.ud h_~, ent.onces

L.ot
ft ..,<t) - ',jw<t) I< 3 Hg h e

Oemostrllci6n:

s••

ti i
+ f ~g('oI(ti)'Q,W(s» - g(..,w(.>,Clw(.»~ d.

t1

En vi,..tud del lema 4-1 .1 tercer sumando d. (1~) es 0.,..0, e. decir:

a"lioando 1a delUIJua1dad (4) '01 QutI

11';'5 - ~ti' ~~ ~~ IS - ti) 'rI. E Cti,ti+1),

11+1 t1+i
E1+1 :: E: + I LgMv(s-ti) ds + J Lg I w<ti) - 'oIv,(s) U ds

1.
1

1.
1



s •• t. E ct.!' t.1+1',O~i~n, ent.~

Iwet.) - WwCt.) H-Il g(w(s).G<.ll :U -1 g(\olw(s),&w(sll clsi ~

t.
~ Ei + I1g<w\s),/I(s);' - g(\olwCS>,&w(s»1 c:III ~

ti

~ Ei + ~t.-ti>

L.gt.I 'J<t.) - Wr;it-ll~ :3 Hg h. •



donde "1-1 5i .>.>L9' "1-L~ si }.~ w "1 •• ~ ""':--0 arbitrario en CO.1) .1 }.-Lg.

Demo.tracion

Consider-ftlOs 81 veot.o... 8xt.enciido:

b<s. &)...(9t.(',I(5).(7;).f'(\oI<5),4)8 -).s)t.

u"'(x>- inf' J(X.CI.).

(7;.E":.A. h

1. 151 ),>Lg.

17_ eE(O. 1). 151 ),-Lg•

-.L. 151),<Lg.
Lg

R.sh ."t.o"o ••• oot.••.. I u<xl - u"'(x) I.

IJado ~ cont.•..o1 ••..tl1trar10 C1('). 158 t.i_ QUe:

+~ TJ (f'(w<£),4(S»-f'(Ww(s)~»).·).sds~2Hf.-), T+J(f'(w(S),4(S»-f(Ww(s).a.w(s»)e -),11cis

o 0 ~

T
IJ{ f(w(S),C1(s»-f(Ww(s).Q;..,(s»). -).. d51
o

T
~ Hf(w(a),4(S»-f'(We(s),4(s»p.-).sd. +

o

T
+ I !(f'(We(S),CI<S»-f'(W8ts).a.w<s»)e-),5ds I +



Acotaremos cada IIlO de los _~ de (21).

En virtud de (5) W(22) e1 cr~ IIUIII&rldode \21) ea-da:

E.1.~ sumando puede ucribirse de la forma:

T n tif1'I{f<we(S),4<,»-'(we(s)...,.cs»).-).sdsla I>' (I<tAt),4<-»-flvCt.i),&w(lI»)e-).sdaJ- 0
o ~t.i

per .1 lema 4·1.

En virtud de <5>w del 1_ 4-2 e1 wtu-o IIUIl&ndode (21) DUIldeacotarse de 1.
siguient.. manera, at ~>.:

TI(f('J{s),4w(s»-It.....,c.>.&w(E»)e -).sea
tI

T~ ILf 1W<Skiw<s)I.-).sds ~
tI

L.~ "",>.>T
~~I'\ (e -1)



+••••
Per-o .nt.onc •• 't'.(.) !it CIIw(·)I IJ ('(~)"(.»-I(\oIw(.),,w<s»).,).sd. I s: f oon

to - 2 "", .-H + Lr;rv h <.~.)JT -1) + 2 L, Mv-{l-

Analiz.rlllllO. 10•• iguient.es c•• os:
• <.;aso 1: Llil > ).
De <~) tenemos ClUe

~
<L.g-).)T ( ). ) Lg

• - Lg-).



.1 Lg > }" con 'T-c;

• UlSO 2: L.g < ).
Iue(x)-u(xll ~ 2H,..-H + LOn(1-e CLr)JT)+ 2L,.Mg+ ~

~ 2H,.-).T + L[l;eh + 2Lf'Mg+. v T

• UlIIO 3: ).-L.g

El UlUmo sumando de (21) PI.-de .cot.r •• de 1. sivul.nt. Iftantr. en virt.u:f d.
(5);

orI(f(w(s>,4Iw<S»-f'(Ww(s>Aw/.S»1. ·"-ets
o



C IlIInimode ill .xgruian Ma.->.T + Mah T u~.dado POf":

T • -+ ~. si h < >..
en~~s ill eXl)/"'uiOn(29) QUeda:

En .feclo:
"f -Q Q 1- x In x ~ K x • - In x ~ K x • • x In i ~K. siendo q.1-"f.

1

Uj,)-el OJ lim lW.O, enloncu Ux) t.i_ su maximoen 2 •• Q, l)Or'10 QUe:
X-iO

1) R.sult.ados de •• l. liPO fueron c1emostrados POf"Capuzzo Doloet.t.a •

Ishii en [33 dond. fue 1091'"adll•• ~a acot.aciOn usando hiP6lesili fuert... sabre

Hmiconeavidlld d. ill. funoicne. f OJ 'iiI.

2) En .st.. trabajo •• ha c1emost.radoill ~lIlidad de la 1I0otilciOn(10)

hlloiendo uso de t.eoniclls cIel analisis convexo sin ut.i1izlIr ill hiP6t..sis cIe

.amiconellvidad.



corresDOl'ldient.es at met.odo de Euler (de Elrimer Elrden>de int.egraci6n de

eouaciones difllf'WlCial_ ordinar'ias. ClUefue genw-alizado en est.. V'abajo
Dara problemas .de control Ogtimo det.rmiru.tico. La valiclez de .sh oo\.a es

general. siendo ext.ensible a crobl_s de ~ dif •• enciales [5} Asimislllo.

para Elroblemas 98N11"'alesde juegos diferenciales est.ocast.icos (Que dan

ori"n a llCU&Cicnesde HuIilt.on-:Jacobi-Bel1l1\ande segundo orden. t.ota1lMnt.e

no-lineales. degeneradas 0 no) _ ClOsibledItmostr.,. fOrmulas s1nlilares a (1[J

t61

4) Can vist.a a obt.ener result.ados nunericos concret.os _ neoesario

discreUzar la ecuacian (1) t.ambitincon respecl.o a las variables espaciale.
ut.Wzando el met.odode 105 elementos finitos. De est.a forma cuede calcu1ar ••

Wl&.olucian t.ot.alment.ediscret.a ~.

Las eot.aa dill error t.ot.&l de &DI"OXimacian I u(x) - "\c~1 .e obtiren
_eneia-.nt.e a part.ir de 1&aoot.&ciGn(10) [51
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