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RESUMEN

En este trabajo consideramos el problema de comtrol Gptimo con
horizonte infinito, su aproximacion discretizada en el tiemoo y estudiamos la
velocidad de convergencia de la solucion discretizada a la solucion del
problema original £n particulsr probamos aue la velocidad de convergencia
es siampre dal orden h7, generalizando asi los resultados obtenidos ®ajo
hipotesis de semiconcavidad por Capuzzo Dolcetta-ishii (31

AEBSTRACT

In this paper we consider an infinite horizon optimal control problem
and its discrete time sporoximation We study the rate of convergence of the
approximate solutions to the solution of the original problem In particular
we prove the rate is always of order h’. generalizing in this way the results
obtained by Capuzzo Dolcatta-lshii in (]
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1 -INTRODUCCION

£] metodo de la programacidn dindmica muestra aue la funcion de costo
ootimp del problema de control optimo para ecuaciones diferenciales
ordinarias satisface (bajo hipdtesis de regularidad) una ecuacion diferencial
en deri.adas parciales de primer orden no lineal del tipo de Hamilton-Jacobi-
Bellman (ver (1), v por otra parte la existencia de una solucidon suave de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman nos facilita encontrar un control 6ptimo

en fesdback (ver {1D.

No cbstante, este procedimiento no siemoras pusde implementarse en la
préctica wa aue en problemas simoles la funcidon costo Optimo tiene
discontinuidades en sus derivadas parciales, y otros ejemplos muastran que
1a eacuacién de Hamilton-Jacobi-Ballman no tiene en genaral solucion ¢t Para
salvar este inconvenients, se demuestra, (ver (7D, qua la funcidon costo dptimo
esti caracterizada como la Gnica solucién de viscosidad de la ecuacion de

bellman asociada.

El objetivo de este trabajo es presentar una aproximacion de la
solucién de la scuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman:

1A
< -] & v + .
mix {\u-—;ﬂgi %‘;—f}-o,mﬂ,conkéﬁ, W

relacionada con el problema de control optimo con horizonte infinito 7]
obtener el orden de convergencia de dicha aproximacion

Demostraremos aue la velocidad de convergencia dea la solucion
aproximada uh a la funcidon u de costo éptimo del problema original es de
ordan 7. con 7 € (0, 1], es decir:

Huw - el ¢ e 7]

2- PLANTED DEL. PROBLEMA

El problema consiste en encontrar la funcion de costo éptimo u:
uixi = inf Jx.al YxERY, @2
aEA

donde:
A es ol conjunto de iodag las fumciones madibles definidas en [0} con
valores en un subconjunto compacto ACR™,
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Ixa) = Tnytx.s)a(s»e"" ds,
o

F: R A + % s5 ua funcion dads,
>0, constante

El vactor wisk=y(xs) y el control & estan relacionados por 13 siguients
ecuacidn diferancial:
wsmg(us), als), $30,
WOhm x. o))

Es concpido (ver (LD cus la ecuacién (1) no tiene en geraral uma
solucidn C*, por lo que en este trabajo se considera la llamada solucion de
viscosidad de (1)

Una funcién u es lamads sclucién de viscosidad de la ecuaczion () si
para todo ¢€2! (RY) se cumple:
(i) Si u—¢ Liene un maxime local an xg entonces

s}
ix o - s 36 _ e
mgx {xu ggl -t }sc,mxo

(1) 8i u=¢ tiene un minimo local en x,, entonoes:

n
: - « 32 _ .a
z\g {Xu El 9 5—): ¥ }20, en X,

i
¢ Propiedades de u
Si las siouientes hipétesis son validas

boxar — odar | < Lolx~%1
4
el S Mo
para alguns constante LoD, ¥x, X€RY, a€h
1 fxar = #G IS L P x =% L

16 1 S My,

para alguma corstante LpO. vx, & € Y, a€a




Entonces u gatizrface:
ftun I g —';ﬁn
{6)
luw —u® Bcclx-8 1,

vx, & € &Y, donge

Le
C o= X——t.g' =l si doLg.
v, METT
C o= Lg' o Mimut7, wEGL), 1'@—9 si Mlg
M7
Comif s—tur, TEWOL  sidmlg
- -

Adands U es 13 Cnica soluciébn de viscosidad da la acuacién de Eellman (1),

Para la prueba de sstos hechos ver Crandall-Lions {4)

3- APROXIMACION DE LA ECUACION (D

Para ercorirar la solucidn aproximada de (1) consideramos la ecuazisn:

x {uhf.x) - =3r Vix+hgta) — hf(x,a)}:tl, ern RY, con x€RY, W0 O

mi
acA

Se puede demostrar que si 0 < h < i ertonces (7) tiene una Unica solucidn
continua y acotads uh Y que (uh) converge uniformemente en RY, cuando h
tiende a cero, a 1a Unics solucidn de viscosidad de (1)

Ademas (ver [2)

Doom inf N, vxeRY ®

donde: a€A
Ah dencta el subconjunto de A de todos los controles gque toman un valer

constante en el intervalo [kh, (k+i)hi, k=04, ..
Mxm n Fupocknakm) (1-an)
k=3

v 12 secuencis w0 estd determinads por la siguiente foérmula recurrente:
gy {x.0=x,
plaked) = gk + b gluptkoaikh), k=04, (9)
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oPrmi-dadzs&uh

p ™
1 wrg5E, W - @ igcix -1,
donde:
h € @b, vx, & € RY

C= tLg' Fmi si Ly
7,
u .
C = Le* grfepy Tumu7, nEOD, 7-& i Mg
-y
P TEOYH  sidml
=L oty &

Nuestro propdsito ss demostrar aue la velocidag ce sonvergencia da la
solucidn aproximada U a la funcién u de costo éptimo del problema original
es de orden 7, ez decir:

Huo — ool gen?] o0

4- PROPIEDADES FUNDAMENTALES

Propiadad 44
Sea f: A + RY, si F={fa)/a€A) es compacto entonces uOECoF, siendo

wo= | flat) dt, ¥ CoF la cépsula corvexa de F es dacir,

CoF = {i\i’i’ %20, ixi-s.. % €F, n € X}

imd 1=1
NOTA:
Se pusde demostrar (ver [BD, aue en aspacios de dimensid~ finita, (dimensidn

=  en ruestro caso es:
W .
Zof = ( )‘i"i’ XX}O-' \181. Xief-} uy
i= im
Damostracisn

sVaamos primero ove Cof es cerradn
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4 v+
Sea €CoF, s dacir, ¥ = > M, DM a1, 3k 2 0, dfeF

1= i=l
)+
x = Llim xk-lim x‘F xk
ko0 koo & 10

im
pero {).‘f}k C [0,1) entonces, existe una subsucesion, (que seguiremos llamando

Y+
N7 convergente X + \; cuando ke, Vi) €043 D> X = &

1=
Anélogamente {x'f}kCF entonces x?-oxiEF (por ser F compacto) cuando k=00, Yi.

En virtud de estas cbservaciones y (11) tenemos que:
Y
X = lim xk- X x; € CoF,
k—00 < i

por 1o tanto CoF es cerrade

® wp€CoF
Por definicion de integral Wy as limite de 1a integral de funciones escaleras

definidas en una particion ;) i=4,. .k del intervalo (0.1

i kK i Kk, K
wo= | fat) dt = ‘l‘l_p.n“ 2 ﬂai)xi(t) dt = lxcl-?uo 2 Hajmy,
-

im

1 =i t€l
i
0 en otro caso.

[
v E m;‘-ln
i
entonces g f(a'f)m‘i‘ - x"ECoF, vk, por ser CoF convexo,
i=i

W wy = }im xk € CoF por ser CoF cerrado.
ko0

Ubsarvaciones
& kn virtud de 1a propiadad 4.4 y (11) tenemos que:

1
4 )4
Wy = S X fap) = lmw(t» dt, con E A = 1, )20, #(a)EF, a,€A
i=

1=y

Es decir, sxiste una particién (li), i=d, .w+4, dal intervalo (0,1, con medida de
Ijm), w una funcion escalonada a,(t) con auit)ma €A, 5i L€l tal que:
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1
uo-i[m.m s | HaiOt

For simple cambio de variables sa cbtiene igualmente cue para un intervalo
arbitrario (abl existe una particién (1)), i=i,. .+, dal intervalo (ab). y una
funcién escalonads auit), con ayftws; si L€l tal aus:

uo-I«w» as-Imwm u2

o Si Fu{aRIA madibles), F={a:RA escalonadas), en virtud de (12), podemos
definir el siguiente operador:
Tw: $ = %), tal que a-ay con la siguiants propiedad

-]
If(a(t» dt = If(a"(t)) ot.

En virtud da 12 el siguients lems as inmediato

Lama 4-1
Sutxﬂ“i-oﬂ”.uuhnciéneonummmdosarmuaooud&
tj-g. i=04...-1 una particion del intervalo [0,T), entonces existe una

politica ascalonads a, con valores en A tal aus

3) ay tiene a 1o sumd v+l udlm en cada intervalo (t;, t; ]

tig1 tisl
b bitjae) ds = [ bitjauis) ds
i ti
Hropiedadad 4-2
Siag € 8 8,y + b entonces ay < fr &5 D1, beR
En efeato, sea o = &, gk Uy

-

entonces por hipdtesis
o <B*(Ba, +oims¥b b,
sumando esta Ultima desigualdad desde 1 hasta n tenemos que:

en si} £ bgp A
resmplazando en (13 nos queda: X®

ey aa

oomo queriamos demostrar.
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Lema 4-2

t
Sea wull) = x+ £ BB\ anis) ds ¥ ¢ € t0,T), v una subdivision del intervalo

{0,T] en n intervalos ce amplitud hsg, entonces

Lot
Wt — s J<3Mghe?

Demostracion:
Sea
L b
E, = £ ols)als) ds — I Fun(Shau () Os | = Julty) — wat)]
o]

tiet tiet
Eig = g 9i(E).alis) ds ~ J D a(s» d5] =
[¥) L

ties
- g FHHE), AN — Hu(S) (s ds] €

t.
i+l
$E + I Hw(E),x(8) ~ o ans) dsi £
[
i

tiet tisg
SE; + f 'g(g(t),a(s))—g(g(tl),a(s))ﬂ as + Hut dais) — gt Danis) ds) +
i 4
tied
+ f ottt apis) ~ Hoisdayish] ds $8-))
t

1

En virtud del lema 4-1 el tercer sumando de (15) es cero, es decir:

biad
| Fwpaen — st g deff = 0,

it
Wl

aplicando la desigualdad 4) y que:
o8 —wtp < Ma s ~t) V5 EL, L,
tenemos que:
Y144 ' Lieg

E,: sE + _f LoMgis—t;) ds + f L,' ¥ VW) ud’
t

tl i
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teriendc en cuents que:
'u(t‘-) - ) | £ | Wb — ety | + | wwlb;) = wds) |

l1a dﬁiw&ldld anterior queds:
tieg tigg
Ei*i (4 E‘ + ngl-ﬁ) ds + Lg( Ei"’"ﬂ“"‘l) ds
4 4

iEi+Lfv':§f+L¢Eih+%%“Eiuw+%h.

Esta Ultima desigualcad esti en las condicionss da la propiadad 4-2, entonces:

. _
2 U+ i
E; < LgMgh I"T_L%u:'i"""‘“"""h’ ue

Ses t € (ty, 4, ;) 0Cign, entonces:

I Wt) = lt) Ec l } Hwis)aiz)) dx — I Hudpy(S), ap(s) dsl <
0
SE + l } P a5 ds - } Hh(S).apyis) ds’ <
4 t

t
SE + [louimaten - studdawnisy] ds <
t

SE| + Mglt—ty
En virtud da (16) esta Ultima desigualdad queda:

Lat,

i Lat;
] VO—uU] < MghttHigg + 2Mgh € Mgn(e  42a  3) € aHgrat un

Per lo tanto
Lot
o = w O S3Mghe T,

Como guariamos damostrar.
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5. ACDTACION DE LA CONVERGENCIA
Teorema 51

fuo - Nl s

donde =i $i WLg Y= si Mlg v 7 85 un nimerc arbitraric en (0.1) si A=lg.
9

Demostracion

Consideremos e! vector extendido:

st

s, ad=lgbius),a) fids),ae )

o= inf | Tixag),
agé.A.
W sSes a, dado por el lema 44 para el intervalo [0, T,

constante arbitraria en (T, o)

Entonces
o - PO € o — VBl + kB = WMo
pero
WP - Bl § K R

donde:

L, i Molg,
L] 0€0, 1), =i \mlg,

T)f; . silg
(ver (3D

Resta antonces acotar | u© - u¥x |

Dado un control arbitraric af), se tisne que:

¥ definido como

us)

ua

+00 T
| (Foeraen— oo antsn)e S dss2m e T+ [(Futshaisn—Fiunsransn)e > 5ds
5 0

pearoc

T T
{Fumamr—taeaen)e ™ as < [{Fumaer-iuem.asie Sds +
:} 0

.
+1 g(f(g.(s),a’.s))-?(ue(s).aw(s)))e')‘sds I+
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+ I(Mws-«m)m»)-"“as +

+ I(m(s),a.,,(-»-f(m)m»}u'“d. @1)
donde g.(s)-g(ti) si s €L, "‘ui" i=s,.. -1 Es conocido que:
| oS~ wg®) [ SMg (s —t) Vs EDRL, ) @2

Acotaremos cada uno de los sumandos de 1)
En virtud de (5 y (22) el primer sumando de (21) aueds:

1
j(ﬂg(s),au»-m.m.m»)-'“a < l Le Juis) — wete)] ™ %as <
o ,

ey Yigs ,
gn,gz.; Jes-tpe?Fasg
=T

1

TN AT
< H,L,hzg | o%as < Mo DTy @
k=l "i

En forma similar se acota el tercer sumando de (21)
1 rS AT
J(Fuemasr—tiusraisnpePas < Mg Ly 'i’ 4 -ty
o]

El segundo sumando puade escribirse de 1a forma:

T ntiyt

1[{Puem) . a@n—tiup@ apien)a S dsim | Z. f {pewe ).a(s»—we.a,‘u.,«s»)."“nh- o

i i
0 ks t;
i
por al lema 4-4.

En virtud de (3) v dal lama 4-2 el ultimo sumando de (21) puede acotarse de la
siguiente manera, si Lgs):

1 1
Jrwsraner—taimanienpa%as < [Lp Jus-udsfe as <
] 0

< L-';r'a’ noce YTy, @8

Entonces la desigualdad (21) aueda:
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ll(f(ﬁs),c(s))—ﬂg(s),aw(s)))c'“dsS‘:Lf%';-? et VT + 2L Mg %(1-.‘”)
Con lo cusal (20) queda acotada de 1a siguiente forma:
g(ﬂms),a(s»—f(uw(s),aw(s») e asigome T+ :M’L‘h( LaNT -2 M-y ¢
$2Mp e +-—;-'-° »T—i)-f-ZL;Mg—;-?-. vT
Pero sntonces Yal() 3 ayl) / | g ('(v(s),a(s»—ﬂuw(s),aw(s»)c')“ds I £ € con
tm2M 0N 4 L—E'a:?—’ h ;ea"'»T-L) + 2L Mg R

por 10 que:
Ve - inf Jotaw S inf Jxa) + € = w0 + €
W

Ademis U < u¥); entonces:

AT, Lp3Hg  QgNT
o - S S Em2Mp e T4 @ @ T b2 B VT @9

Anmalizaremos los siguientes casos:
e Caso t:Lg > )
De (25) tenemos qua

a.g-m) 26

1 - w0l M (o + he

3 2
donde M; = 3max (2Mg, LLg—L_ng, —L—§l° )

La expresion (26) tiene minimo y esta dado por:

i

entonces:

L AL

e Mg Y
e(l-.g—\)"'- ( Lg—x ) Lg h Lg ) ..)T- g—)\)& th

reaemplazando en (26) queds:



Mg

nu'w-mxxsmxnhnq-n.xh -zmnhlﬁ @n
Lo L};
dondlK-mx{(ﬁx) Lo . (‘#l] }
En virtud de 418), 19 y (27 tenemos qua:

) - Wt g cn? i Lg > \ con '7-&

o Caso 2: Lg < )

L wT
LSo0—uh € 2Mpe T 4 %h(i—o&r ) + 2ugMgE- <

3
S pe T 4 |-'{:E—"h + 2leMgfe, v T

luego, tomando T-s00 obtenemos:

L3
uﬂw-ms(-&&-’-pm.fng-{:- )n )
entonces en virtud de (18), 19 y 28) tenemos que:

ww - SN g Cn silg <X

o Caso 3 hulg
El Ultimo sumando de (21) puede acotarse de la siguienta marera en virtud de
()3

T 1
J (st asnye ™ as < g Lp Ws—uisde  Sas <
0

sILfanghea"'mds.L,hT

con lo cual (25) puede acotarse de la siguiente manera:

T

W0 - uol S 2Mp @M Ly AMg M T 4 2LpmMg B ey

e M Lamg n T2y B¢ M oM s n T v 29




con M; = max(2Mg 3Mg L,...Z_LQ

1 minimo de la axpresién M, e Mg h T esti dado por:

Tm 41l sihc

antoncas la exprasidn (29) aueda:
W0 ~ weol € ~MpReinB 4 My B (30
demostraremos ahora gue VvV TE€EMDJL) existe K > O tal aue:

~xlnx<Kx, 7€ QL. @
En efecto:
~xlnxSKx m= Inx<KxY wx¥in} <K siendo ami-T.

Sea tw =310 § 20 x € QL

4
tW=d y lximot'.x)-o, antonces LX) tiene su miximo an & = l.ﬁ, por 1o que:
-

t(x)sueé)-—‘&- el=K
En virtud de (18), (19), (30) y (31) tenemos qus:

luw - Sl <cn? siLg = ) con 7 € 0L

como queriamos demostrar

6- CONCLUSIONES

1) Resultados de este tipo fueron demostrados por Capuzzo Dolcettia e
ishii en (3) donde fue lograds esta acotacidén usando hipdtesis fuertes sobre
semioconcavidad de las funcionas f y g.

2) En esta trabaio se ha demostrado la generalidad de la acotacion )
haciendo usc de técnicas del andlisis convexo sin utilizar la hipbtesis de

semiconcavidad. .

3 La acotacion de la forma (10) constituwe una extension de las cotas
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correspondientes al método de Euler (de primer orden) de integracion de
acuaciones diferenciales ordinarias, oue fue generalizado en este trabaje
para problemas de control éptimo deterministico. La validez de esta cota es
genera), siendo extensible a problemas de juegos diferenciales (51 Asimismo,
para broblms genarales de juegos diferenciales estocasticos (que dan
origen a ecusciones de Hamilton-Jacobi-Beliman ce segundo orden, totalmente
no-linealas, depeneradas o no) es posible demostrar formulas similares a 40
161

4) Con vista a obtener resultados numéricos concretos es necesario
discretizar la ecuacién (1) también con respecto a las variahles espaciales
utilizando e} método de los alementos finitos. De esta forma puede calcularse
una solucion totalmente discreta ul.

Las cotas dal error total de aproximacion lu(x)-s.{'tx)lscobum
esencialments a partir de la acotacién 40 (51
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