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RESUMEN
Esta conferencia describe algunas aplicaciones de la teoria de las inecuaciones variacionales

elipticas a problemas de frontera libre, en particular al caso estacionario del problema de Stefan a dos

fases.

ABSTRACT

This locture describes some applications of the elliptic variational inequalities theory to free
boundary problems, particularly related to the steady-state two-phase Stefan problem.
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1. INTRODUCCION

En esta charla se veré una introduccién a la teoria de las inecuaciones variacionales elipticas
(IVE) [BaCa, Dali, DuLi, EkTe, Fr2, KiSt, Lil, Li2, Ro, Tal) aplicadas a diversos problemas de
frontera libre (PFL), poniendo un especial énfasis en el caso estacionario del problema
multidimensional de Stefan a dos fases.

Las IVE son un conjunto de desigualdades o de igualdades que remplazan las ecuaciones de

Euler-Lagrange del calculo de variaci clasico do éstas no son mas validas.

Salvo casos particulares en los cuales puede encontrarse explicitamente la soluciéon, los PFL son
dificiles de ser atacados desde el punto de vista matematico debido a la presencia de dicha frontera
libre. Estos problemas tienen la particularidad de presentar una region del espacio, llamada {rontera

libre, que es a priori desconocida y sobre la cual la o las funci incognitas del pr

hi

en estudio
deben verificar ciertas condiciones que la caracterizan.

Los PFL pueden clasificarse en:
i) aquéllos que se tranaforman direciamente en IV, como ser: problemas de la pared semi-permeable,
problema del obsticulo, fluido visco-plastico de Bingham, semiconductores bajo una union P-N, etc.
ii) aquéllos que después de un cambio de funcién incognita se transforman en IVE, como ser: problema
del dique poroso, problema estacionario de Stefan a dos fases, etc.

A continuacion se verdn alguncs de los PFL enunciados més arriba en su forma mas simple con

£,

sus respectivas formulaci variacionsles y

II. ALGUNOS PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE

A continuacion se verin cuatro problemas de frontera libre que pueden formularse a través de

IVE.

A) Problema de la pared semi-permeable.

Se tiene un cuerpo {1 que posee una porcion de frontera Iy que esté en contacto térmico con el
exterior que se tra a una temperatura u,=0°C y la porcion de frontera restante ', actia como,

una pared semi-permeable en contacto con el exterior, es decir, deja entrar calor, proveniente del
exterior, pero impide toda salida.
El problema consiste en hallar la temperstura u, definida en 2, que satisface las siguientes

condiciones:
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—kAu=fe Q2 ,
(A1) u/r.uo.

w/r, 20, $3/r 20 (0 §)/p =0,

donde k es el coeficiente de conducciba térmica y f es un aporte de energia por unidad de volumen y de
tiempo. E| problema es de frontera libre pues ea T'; no se conocen a priori los puntos en los cuales u=0
o u>0.

La formulacion variacional del problema esta dada por

a{u, vu) > L{vu) ,Yvek,

(A2)

wekK,
donde
va{ver(@ / vr =0}, L(v).-.-lfvdx .
- (AY)
K={veV/v/r 20}, a(u,v):kIVu-Vvdx.
b
B) Fluido visco-plistico de Bingham.

Un fluido de Bingham s un fluido no newt
traduce el caricter visco-plistico, la cual viene dada por

presible cuys ley de comportamiento

(81) oﬁ=—p63+cD“ , =123,
con
®» PLy@se i D) =0,
(B2) > @)

@) 'Dum"""u‘“')”];"m s DyE) #0,

donde
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% tensor de tensiones , U =(u,,uyuy): vector velocidad ,

Su, Ou:
- ] R . .
Dij @) = i ( 3-;' + 5x ) : tensor velocidad de deformacion

]
(B3) p : presion , oP : tensor desviador de tensiones '
g > 0: limite de plasticidad , g > 0: viscosidad ,

3
Dy @) = ;Z Dij (@) : 2do invariante del tensor D.
ij=1

E! problema consiste en hallar 0’ que satisface las siguientes condiciones

3

do..
~Y @ =1 e 0, i=123
|

i=1

(B4) div(¥) =0 en 0,
T/ga=0 . (By(B) ,

donde?——-(f,,f,.f,) ¢s una densidad de fuerza exterior. El problema es de frontera libre pues el dominio
§) estara constituido por dos zonas: una con ley de comportamiento (B2ii) y otra rigida con ley de
comportamienta (B2i), las cuales estarin separadas por una superficie que resulta desconocida a priori.

La formulacion variacional del problema esta dada por

Ba(@,V=U) +gj(V) - gi@) 2 LF-T) , YV €K,
(B5)

—

TeK ,
donde
v= (3 @), K={7eVv/av@) =0 a}
(B6) j@):ziWSh.LG’)=J?-7dx.

f
a@F) = 2'}1‘ ID‘u' (@) D () dx .

iJ=1q
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C) Problema del dique poroso

Se considera el régimen estacionario bidimensional del flujo de un fluido homogéneo, isdtropo ¢
incompresible a través de un medio poroso (dique de paredes verticales y base horisontal represeatado
por R=(0,a)x(0,b) , >0, b>0).

Por efecto de la gravedad, el agua filtrard del nivel mis alto (parte isquierda) al nivel mis bajo
(parte derecha). La regidn R se enmcuentra dividida en dos sonas: la tona baiiads ¢s la que se
encuentza debajo de la curva y = ¢(x) (4(0) = H > ¢(s) > h) quela separa de |a sona seca. Dicha
curva es no conocida a priori y representa la frontera libre del problema.

El problema consiste en hallar p, ¢ de manera que satisfagan las condiciones siguientes:

p=0ea R-0,
Ap=0 e,
POy) = y(H-y) , 0<y<H,
7h-y) i o<y <h,
(&2))] play) =
¢ i bhSy<éa),

—gg(xro)=7 »8<x<a,

px, $(x)) =0 , 0Sx<a,

B (e 60 ~ 0 B (m #x) +7=0 ,05x5,

donde
P ¢ presion del fluido ,
(c?)
¥ > 0 : peso especifico de! fluido .

Si se define la nueva funcién incognita




0 i (xy)€R-Q
(C3) wixy) = o .
#(x) )
[ ® o ¢ i xnen.,
y

ésta satisface la siguiente IVE:

a(w, v-w) 2 L{v-w) , VvEK,
(Cc4)
w €K ]

donde

V = H(R) , K={v€V/v20¢nR,v/aR=G},
(C8)
a(u,v):iVu-Vvdx , L(v)=—7jvdx s
Q

siendo G una adecuada funcién definida sobre R que depende de los coeficientes v, H, h, a, b.

D) Problema de Stefan estacionario a dos fases

Se considera un material Q1 con frontera regular y se supone que 0° C es la temperatura de
cambio de {ase. Se supone que el material estd dividido en dos regiones ocupadas por Q, (fase solida) y
por {2, (fase liquida), las cuales estin separadas por la superficie L de cambio de fase, conocida como
la frontera libre del problema.

Si se representa la temperatura ¢ de la siguiente manera

O({x) <0 s x€ ,
(D1) 6(x) = 0 si xesL ,
0(x) >0 i x €, ,

y se supone que I' estd compuesta de dos porciones T, y T'; sobre las cuales se imponen una
temperatura b y un flujo de calor q respectivamente, entonces el problema consiste en hallar # de

manera que sc satisfagan las siguientes condiciones:




-k Alh=g e , -k Al =mg a
',=‘,=0.k,%‘;‘=k,%ai’ sobre L ,
(D2) ‘lr‘=b.’

9 . '
—k:ﬁlr’-ﬁq si ”p’>0.

- .
—k,ﬁ]r‘-q si ”l",<"
donde

k; : conductividad térmica de la fase i (i = 1,2) ,
(D3)

g : aporte de energia por unidad de volumen y de tiempo .
Sl se define la nueva funciéa incdgnita
(D4) vk, 0t k0~ an,

el problema (D2) se transforma en

~Au=g e 2 ,
(D5)
“Irlzn ' “g§|r’ =q ,

cuya formulacién variacional est dada por la siguiente EVE:
a(u,v—u) = L{v—-u) , YveK ,

(D8)
ueEK ,
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- H! = -
v =H(Q) , K-{veV/vlrl_B}.
(D7) .(u,v)=£vl..v‘ dx, B=kbt-kb ,

L(v)=Igvdx -qu dy .
Q I,

Si se reemplaza la condicién u |Pl =B por
u = p—
(D8) -g;lrl—a(u B) ,a >0,
entonces el problema (D5) se transforma en

—AQu=gen
(D9)

-l =a(u=-B), -§ip =qa,

cuya formulacion variacional esta dada por la siguiente EVE:

ag(w,v) = Lan(v) W VYveyv,
(D10)
u € v ’
donde
aq(u,v) = a(u,v) + a lI uv dy ,
1
(D11) Lan(v) = Lg(v) + @ I Bv dy.
Ty

a > 0: coeficiente de transferencia de la frontera T, .

En los custro ejemplos precedentes se han obtenido tres IVE y una EVE, presentando cada uno

de ellos una caracteristica diferente: los dos primeros ejemplos se t forman directamente en una

IVE; en cambio loe dos ultimos lo hacen definiendo previamente una nueva funcién incognita. Los

ejemplos A y B difieren entre si en que el primero representa una IVE de primera especie y en cambio
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¢l segundo representa uns IVE de segunds especie. Puotuwu,dejempbb representa una IVE de
primera especie y el ¢jemplo D una EVE.

Por Gltimo, cabe duuén que & través de la teoria de las IVE puede realizarse ¢l andlisis
érico del probl en cuestién [Ci, DaLi, Gl, GLT, No}.

En las referencias se da una bibliografia consistente, en su mayor partie, en libros a través de los
cuales podran ampliarse los temas expuesios aqui, como asi también encontrar otras referencias [ACH,
BaCa, Ba, Belil, BeLi2, BDF, Ca, Ch, Cr, Di, ElO¢, FaPr, Fri, Fr2, GLT, Je, KiSt, Li1, Li2, Li3,
Ma, NiPa, OcHo, Ro, Ru, Sa, Tal, Ta2, Ta3, Tay, WSB},

A continuacién se darén iedades que terizan s los problemas elipticos mixtos (D8) y

bt

(D9) o & sus respectivas formulaci variacionales (D6) y (D10).

I1I. SOBRE EL CASO ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES
" De ahora en adelante se consideraran las EVE (D6) y (D10) para datos:
(1) gEOen 1 ,q=cte>0s0brely , B=cte> Osobrel',.

Uno de los problemas que se presenta es ¢l de determinar condiciones suficientes y/o aecesariag
para los datos de manera que las soluciones de las EVE (D8) y (D10) representen un caso estacionario
del problema de Stefan a dos fases en R, es decir que la solucién correspondicnte es de signo no-
constante en el dominio (1. Si se denota con u y ug las soluciones de (D6) y (D10) respectivamente,
entonces se tienen los siguientes resultados [TaTa, Ta3, Tad} ’

TEQREMA. (i) Si q > qg¢(B) entonces (D§) o (D6) representa un caso estacionario de un
problema de Stefan a dos fases en Q, es decir que u es una funcién de signo no-constante en 1, donde

(@ w(®) =2f1l 50, 850,

con C = C(Q,I',,T'y) > 0 una adecuada constante geométrica. Si ademis, por cuestiones de simetria,
la funcién u es constante sobre I'y entonces la condicidn suficiente e tamblén necesaria.
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(i) Si @ > qy(B) entonces (D9) o (D10) represents un caso estacionario de un problema de Stefan a

dos fases en 0 (es decir, la funcién uy es de signo no-constante en (1) para a > a4(q,B), donde
® ao(q,n)as““'l >0,q>0,B>0.

(iii) Si q verifica las desigualdades
(4) am(a,B) < g < qy(2B) , >0, B>0,

entonces (D9) o (D10) representa un caso estacionario de un problems de Stefan a dos fases en 0 (es

decir, la funcion ugy es de signo no-constante en ), donde
B|T r
®) 0 < am(,B) = St < ayy(a,B) = Ba |71 |
con A = A(a) > 0 una funcién definida para @ > 0 y que tiene las siguientes propiedades:
A = A(a) es decreciente en o ,

(® A > &

: : 1 _—
Jim A =C .,  lim aAle)=0.
(iv) Si la funcién u, verifica la condicién

) ?;l’ a(ug, uq) = Const. , Y a,qB> 0 ,

entonces se tiene que

2
® valp, =B -3 f,l . A(a)=C+rLr£‘1|-l-a.

Si ademis, por cuestiones de simetria, la funcién u, e constante sobre T, y T'; entonces la condiciéon

suficiente (4) es también necesaria.

Utilizando el software cientifico MODULEF (Mbdulos de Elementos Finitos) se han realizado en

[Tad, SaTa) cilculos numéricos sobre los problemas (D) y (D9) respectivamente, verificAndose las
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condiciones dadas en (1) y en (lit) del ‘l‘eoumbpmodep'u. Més aln, en [Ta5] se prescnta un andlisis
numérico correspondiente s la EVE (D8) y a fa aproximacidn, por elementos finitos, de qo(B).
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