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Eata conrerencia d_ribe alpnu apllcaclon. de la teorla de 1M ineeuacion. "ariacio •••••

ellpticaa a problemu d. rronter. Iibre, en particular aI ~ .taclon.rio del problema de Steran a de.

rus.

Thy lec:ture ct.uibs _ applications of the elliptic: "ariational illequalitiel t"-w7 too rNe

boundary problema, particularly related toothe Iteady-al.at.e t_ph_ SWan problem.



En O8Lac:harla se vera una introduc:c:iOn a la teoria de Iu inec:uaeion08 variac:ionalO8 eliptic:u

(IVE) (BaCa, DaLi, DuLi, EkTe, Fr2, KISt, LIl, Li2, Ro, Tal) aplic:adu a dive~ problem •• de

!rontera Iibre (PFL), poniendo un O8pecial enruia en eI c:uo estac:ionario del problema

multidimensional de Steran a dOlI rues.

Lu IVE .on un c:onjunto de deligualdad08 0 de igualdads que rempluan Iu ec:uac:ions de

Euler-Lagrange del c:alculo de variac:ion08 da.ic:o c:ua.ndo e.ta. no lOll ma. validu.

Salvo CUOll partic:ulars en lOllcuals puede eDc:Ontrarae expliciLamente la 8Oluc:ion, lOllPFL IOn

dific:ila de ser aLac:ad0ll deade el punto de viaLa matematic:o debido a la pc_nda de dic:ha rrontera

lib •.•• Eatoe problem •• tienen la partic:ularidad de pr_ntar una rqion del O8pac:io, Hamada ~

lilI.ts. que. a priori de8COnocida '¥ IObre la c:ual la 0 I•• runc:ion08 incOgnita. del problema en O8tudio

debeD verific:ar c:ierLaacondic:lons que la c:arac:terizan.

Loe PFL puedea duific:arae en:

i) aquellOll que se tranaforman direc:Lamente en IV, c:omo ser: problem •• de la pared semi-permeable,

problema del ot.t&c:ulo, nuido vilc:o-pl&ltic:o de Bingham, lemiconductors bajo una union P-N. etc.

ii) aquelloe que dspue. de un cambio de runc:1Oa iDc:OlniLa se traosrorman en IVE. como ser: problema

del dique po~, problema atacionario de Steran a dOlICues, etc.

A c:ontinuac:ioD Ie veran a1gunOll de lOllPFL eaunc:iadOll ma •. arriba en .u rorma mal aimple c:on

.u. respectivu rormulaeiones variacioraalO8 '¥ reterenc:iu.

Se tlene un cuerpo 0 que poeee una porcioD de rrontera roque sta en c:ontac:to termic:o c:on el

exterior que Ie encuentra a una temperatura uo=O·C y la pordon de rrontera restante rl ac:tua como,

una pared semi-permeable en contac:to con el exterior •• dec:ir, deja entrar calor. proveniente del

exterior, pero impide toda wid ••

EI problema con.i.te en hallar la temperatura u, definida en 0, que aati.rac:e I••• ieuientel

condicion08:



donde k a el coeficieDk de ~uceilNa wrD!Ka ., ( • UDaporie de eaergi. pol uaidad de YOl_ y de

liempo. EI problem. a de treater. Iibce pua eo rl DO. conocea • priori 101punt.oe eo 101cuaI. u=o

o' u > O.
La (ormulaciOD variKioaal del problem ••• dada pol

v"" { v E B1(0) I vIr. = O}, L(v) =!h ch ,

K "" { v E V I v/rl ~ O}, a(u,v) = k f vu • Vv ch.

o

Un ftuido de Bingham • UD Ouiclo no MWloDiaDa incompralble aay. "" de ~"»
traduce el carackr viao»-pIUtieo, I. c:uaJ viene dad. por

(81) 'ij = - p ~ij+ ,Dij , iJ = 1,2.3 I



bu. Ou. )
Dij (ii) = ~( ~ + oi, : tenaor veloeidad de de(ormaciou ,

J I

(B3) p : presion. .,D: tenaor desviador de tell8iones •

3
DII (ii) = t~ Dij 2(ii): 2do invariante del tensor D.

1,)=1

3 0.,..
- '" ~ (ii) = (. en 0 , i=I,2,3LJ QX. I

i=1 J

donde f =«(1,(2.(3) es una denaidad de (uena exterior. EI problema ea de (ronLera Iibre puea el dominio

o estara conatituido por dOlI zonas: una con ley de comportamiento (B2ii) y otra rigida con ley de

comportamiento (B2i),laa cualea esLaran aeparadu por una auperlicie que resulta deaconocida a priori.

La (ormulacion variacional del problema esLa dada por

v = (Ill (0»)3 , K = tv E V /div(V')=0 en O} ,

(B6) j(V') = 2b ~Dnrv-) dx • L(V') = bf .V- dx ,

a(ii;v') = 2.t f Dij (ii) Dij (V') dx .
1,)=10



S. cOl\8idua el RIi- .tacIourio 1Iicli-.ioaal del thVode .a lluido 1IomoP-. -bopo •

mCOl1lpl'Clible a ~aYe. de lIB medio paroM (diq •• de pared.- ~ 1hue bon-~ ~tado

por R=(O,a)x(O,b) I a>O • b>O).

Por erecto de Ia craveeJ.d, eI agua fil~ar& del Diyel mal alto (parLe ilquierda) aI Bive! mU by»

(parLe derecha). La rqiOa R •• eDmcuen~a diyidida ell dOl lOB•• : la lona baiiada CI Ia que Ie

eDCuen~a ~o de Ia eurya 1 = ~x) (~O) = H > ~a) > Il) que la lepara de la 108& _ DieJaa

curya CI DOCODocida a priori 1r~ta Ia frontva Iibre del problema.

EI problema conala&e ell hallar It. , de maileR que •• tiICacall ••• conGlCionCI lieuieaLee

p=O ell R-It,

top = 0 ell n I

P(O,,) = ")'(B-1) • 0 S 1 S B ,

- :; (x,O) =")' , • S x S a I

~ (x, ,(x» - .'(x) ~ (x, ~x» + "y - 0 " S X S. I



f
~(X)
. p(x,') d'
y

a(u,v) = b Vu . Vv dx , L(v) = - ., f v dx ,

o

Se consldera un material () eon Crontera resu1ar y Ie eupone que 00 C ••• la temperatura de

eambio de Case.Se eupone que el maLerial at.& dividido en d~ resiones oeupadaa por 0\ (Case salida) y

por 0, (Case liquida), laa cuala aLan leparadu por la lupertieie L de cambio de Case, conocida como

la frontera Iibre del problema.

Si Ie representa la temperatura' de la eiguiente manera

'.(x) < 0 Ii

o Ii

,,(x) > 0 ei

x EO.

x E L ,

x EO,

Y Ie lupone que r "La compu •••ta de doe porelon... r \ y r 2 eobre lu cual.. Ie imponen una

temperatura b y un fiujo de calor q rapeetivamente, entonces el problema coneiete en hallar 11 de

manera que Ie saUsfagan 1&1 liguientes eondiciona:



, Ir = b.I .

- It, ~I = II Ii , Ir, > 0 •r,

8' Ii , Ir, < •- Itl 7i: Ir, = II .

u I fl = B. - ~ I f, = q •



K = { v E Y / v I r
l
= B} ,

(D7) a(u,v) = h Vu • v. dx. B = k2 b+ - kl b- ,

L(v) = J gv dx - J q v dr .
n r2

(08) - ~ I r
l

= a ( u - B) , a > 0 •

- ~ I r
l
= a ( u - B), - ~ I r2 = q ,

aa(u,v) = a(u,v) + a l u v dr ,

LaqB(v) = Lq(v) + a J B v dr.
rl

En 101 cuatro ejemplOi precedenL. Ie ban obLenldo Lr. lYE 'I una EYE, preeenLando cada uno

de ellOi una caracLerlaLlca dlCerenLe: 101 doe prlmeroe ejemploe Ie tran.corman dlredamenLe en una

IYEj en cambio loe doe iJlLimoe 10 bacen denniendo previamenLe una nueva CuncioD incognita. Loa

ejemplOi A 'I B dineren entre ai en que el primero reprelCnLa una lYE de primera especie y en cambio



eI lepaclo repweDta UII&IVE • lepnda eapecie. Por otra parte. eI ejemplo C repreHlIta una IV! de

primera .-pede 1 eI ~pIo 0 UDaEVE.

Por 61~, cabe d.taca.r que a travee de 1&teona de lu IVE puede reallaane el ana'"

Dumerico del problema en cueatibD lCi, DaLi, Gl, GLT, No~

En lu referenciu •• da una bibliografia coui8teIIte, ell 8Uma10r parte, en libroe a travee de 10.

cuales podIa. amplia_ to. temu upue8&08 aqui, como III tambieD _var oI.ras refereaciu lACK,

BaCa, Ba, BeLil, BeLi2, DDF, Ca, ClI, Cr, Di, ElOc, FaPr, Frl, Fr2, GLT, Je, KiSt, Lil, Li2, LiS,

},fa, NiPa, OcBo, RD, RlI, Sa, Tal, T&2,Tal, Tar, WSR~

A contlauaclo. •• darh propIeclad. qlM carac&erilu a 108 problell\M clipticol mix ••• (06) 1

(09) 0 a eue _pectivu rormuladolle. varillCiooaMe (06) 1 (010).

Uno de loe problemu que •• pr_nta • el de determinar concIleloD4eeuJ1cleDlee'1/0 _I.

para loe da ••• de manera que lae eoIucion. de lae EVE (06) '1 (010) repreMllteII un caso estacionario

del problema de Steran a doe r.... en a, • dedr que la eolucioD correepandlente •• de eipo no-

conatante en el dominio a. Si •• denota COlIu y Uo lae eoluclonee de (06) y (010) reapectivamente,

entonc ••• tienen 10. e1lulenlee rewltadoe ITaTa, Ta3, Ta.~

TEOREMA. (i) Si q > ..cD) enton •• (06) 0 (De) repreeeata un caeo estaclonario de IlII

problema de Steran a do. rus ell a, • decir que u •• una ruaciOn de eipo nG-conetante en a, doode

(2) Clo(R) = !!J&U > 0 , 8 > 0 ,

CODC :0: C(a,r ••r,) >. ulla adec:uada COII8taDtepometrlca. Sl adema •• par cueetion •• de eimetria,

la fund •• U • coutant.'" r J eatoocell 1&_didoll eufldeat. • tambUll _ia.



(Ii) SI q > «to(D) entonca (D9) 0 (DI0) repr_nl.a un cuo estaclonario de un problema de Ste(u a

dot (&Belen 0 (a deeir, la (uncion Ua ell de ligno no-constante en 0) para a > ao(q,B), donde

(3) ao(q,B) := ~ > 0 • q >0 • 8 > 0 .

entonces (D9) 0 (DI0) repr_nl.a un cuo at.acionario de UII problema de Ste(u a dos (&Belen 0 (a

deelr, Ia (uocion Ua es de eipo nG-Con.tante en 0), donde

(5) 0 < Clm(a,B~ = B1(~,I < qM(o,B) - 80 I-Ri '

(I) A(a) > I-Ri & ,

~ a(uo, ua) = Conat. , V o,q,8 > 0 ,
q

~
rua1r =B- r •

1 a 1
A(a) := C + 11~211: .

SI aderna., por cuestiona de .imetria, la (unclon Ua • conatante sob,e r1 Y r2 entonces la condicion

.uficlente (4) a t.ambien nee_ria.

Utilisando el IIOnwan cleatifico MODULEF (MOdulol d. Elementos Finltos) •• han realilado en

ITa4, SaTa] c&lculos numericos IIObre los problemas (DI) y (D9) rapectivamente, verifie&ndose lu



CODdl~ dad. ell (1) '1 •• (m) cW T_ prec:edente. M1. a6n, •• ITa&1•• preaata un ani ••

Dumerico corrMpoadiente a la EVE (DO) '1 a fa &pI01i:ima.clOn,pol' elemeAlcltIfini~ d. q.(B).
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