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RESUMEN

Se conaidera un caadudor de calor que ocupa un domiaio CGlIyexopoligonal y acotado

OeRn con una froutera reguLv f = fl U f, COD med(rl) = I f. I> II y I f,l > O. Se uume,

sin perdida de generaliclad, que \a temperatura de cambio de fue es '·C. Se impone una

temperatura b = consl.>O IObre fl '1 un Bujo de calor sallente q = C01lA.> 0 IObre f, . Se

Cl?lI8ideraen 0 un problema es&&cioDariode condueciOn de calor .

Se considera una triangulacion regular del dominio 0 con lrianguJos tipo Lagrange de tipo

I. Se estudiaD condiciones surlCienles (y/o neeesarias) para el Oujo de calor constante q en f, COlI

el objeto de obtener un cambio de fue (problema estacionario _reto de Stefan a dos fases) en d

dominio dixretiaado correspoadieBle, es deeir una temperatura discrete de signa no-constante en

O.

ABSTRACT

We cooaider a malerial 0 e Rn which occupies a convex polygoaal bounded domain, witJa

regular boundary r = flU f, with meas(r I) = I f 1 I > • and I r, I > 0 . We assume,

without loss of generality, that the melting temperature is '·C. We apply a temperature

b=Const. > 0 oa rl and a heal Dux q = Conat. > 0 on f, . We consider a steady-state hea&

conduction problem in Q.

We consider a regular trianguJalion of the domain 11 with Lagrange trianCI" of type 1. We

study surracient (and/or nec:essuy) conditions for the constant heat Oux q on r 2 to obl.aiA a

change of ph_ (ateady-A&le two-ph_ diICrelized Stefaa problem) into the correspoading

dixretised domain, that is a diKrete temperature of DOD-<:onstantsiCn in 0.



1.INTRODUcqON.

Se consider. un material n, dominio convexo y acotado de Rn (n = I, 2. 3 para \as

aplic:acion~). eon una frootera r = 80 reeular, IObre el cual se estudiar' un problema

~tacionario de conducdon de Will' con cambio de fase y su correspondiente analieil numerico. Se

supone que la temperatura del earnbio de fase ~ O·C y que r ~ta cornpuesta de doe pordones f1
y r" ambas con medida supenleial poeitivL Sobre la poreiOn de flontera rise aplica una

temperatura b = b(x) y IObre 1&porciOD de frontera restante r, Be impone un Oujo de ea10r

q=q(x). El •••tudio que se realizara no sufrira nineun eambio sl Be supone adem •• que r tiene

una poreiOn de frootera r a impermeable al wor.

D problema eonslste en estudiar 1&temperatura' = '(x), definida para x e 0. EI conjunto

°puede expreaarse de 1&forma ° = 01 U 0, U 1., doncle

01 = { x e °/ '(x) < 0 }, 0, = { x e °/ '(x) > 0 },

1. = { x e °/ lI(x) = 0 },

IOn respec:tivamente la fase sOlida 01 , la fase liquida 0, y 1&flontera libre 1.que I•• separa en el

eaao en que esta exist&. Si 1&temperatura b uurne IObre r 1 val_ po&itivoe y negativoe

entooeea la frontera libre 1. existe realmente, coea que DO es sjempre derta en el c:aao en que b

&Sumavalores de signo constante, por ejemplo poeitivo.

'I(X) < 0

lI(x) = 0

1I,(x) > 0

,x E 01 ,

, x e 1. ,

• x E 0, ,

(i) Alii = 0 aI OJ ( j = I, 2) ,

(ii) III = " = 0 , k1 ~ = k, ~ 10m 1.

(Hi) II, / r1 = b ,

- k1 ~ I r2 = q sl II I r2 '< 0 •



donde ki > 0 (i = I, 2) • Ia CDDductividad wrmica de Ia rue i (i = 2:fue liquid... i = 1 :
C__ Im).

u = k, ,+ - k1 ,- en 0 , (4)

doDde ,+ Y ,- rep_w. Ia parte JlC*lin '1 nqatin de Ia CuDCiOla, rapedivamente, entooca

eI problema (3) Ie u••••.onna ell eIlicuiente problema eliptico COR CODdiciooes minaa :

An = 0 • en n'(O) •

III f. = b. liE k, b+ - kl b- •

-I: If, = q ,

v = R1(0) , Vo = { v E V I v I f I} .
K = { Y E V I y If

l
= bo}. R = L'(O} •

-(u,Y) =!v •. vv cIx ,

L(y) = - J q v d'Y

f,

(u,v) = J II. Y cIx
o

Bajo la hipbtelio b E &1/2 (r I) Ie t.iene que aiste B E V tal que B 1 r I = 1.0' En tone •• si

se define U = u - B E Vo , se tiene que (6) es equivalente a (8) • doode

Si edema. se tiene Ia hipbtesia q E L'(r,} • eatoncea por el Teorema de Lax-Milgram Ie

deduce que aiste UII& aDica lOiuciOn U de (8) y por ende una auia IOluaon u de (G).

Se aaume que eI dominio O. Ia C1'OIIteraf y 108 datos 1.0 .obre r I (0 B en O) y q 80bre r,

IOn suficientemente regulares para pantizar la propieded de reeularidad II, U e H'(O} n Co(n}

(para n :::: 3 • 8'(0) C e-(n» 13,4,5,6) (por ejemplo, bt ~ R3/2(rt) 0 B ~ U'(O) 7
qER1/

2(f ,}).



Adem&. existen be. ejempl~ en Io. euala la IOlucion aatisface dicha eondlcibn para e1 CUO

de cia," eoutanta b = Conat. > 0 (0 B = k, b = Const. > 0 ) Y q = Conat. > 0 [7,8).

Sean 0 IIn dominio polilonal convexo con frontera regular y Th una triangulacion regular de

0, donde h > 0 a Ull parametro datinado a tender acero, formada por clemen," linitos alin·

equivalenta de c1_ CO. Se toma b igual a la longitud del lado mas grande de l~ triangul~

TeTb y se aproxima Vo por (9) :

Sea rh el operador de interpolacibn lineal eorrespondiente. Se eonsidera el siguiente

problema aproximado, en dimensibn linil.&,del problema continuo (8):

a dccir que Uh = Pv (U) .
b

ii) La sueaion Uh esta acolada en V. es dccir

II Uh II V ::; ~ • Vh > 0 .

donde Q > 0 es la eonstante de coercividad de a sobre Yo. delinida en (15).

ni) Ub - U ell V debil, euando h - 0 .

iv) Ub -- U en V fuerte, euanclo b - 0, a dccir

Demo.tracion. Del hccho que med(rl) > 0, • tiene que la forma hilineal a es c:oerciva sobre Vo •

es dccir :



(i) Surce por aplicaciOn del Teorema de Lu-Milsram ., par (8) '1 (11).

(ii) Tomaooo via = Ula n (11), Ie oblieoe

cr II UII IItr :S&(UII,UII) = <F,UII> :SII r II II UII IIv ' VII >. ,
de donde aurge (13).

(iii) De (13) Ie deduce que exi.te UIIa lulHucsiOn, Damada icualmeate Uti ' '1 un elemnto U. E

Vo (pus UII e vo, V II > 0), de manera que Ub - U. en V debil c:uando b - o.
Sea v e W = V. n B2(0). Si Ie toma via = lI'h(v) e Via en (11) Y •• paI& aIlimite 11-0,

•• tiene que :

&(Uo,v) = <F,v> ,Vve W,

de donde, par denoidad Y por .nicidad de 1& ooIucion de (8), Ie deduce que Uo = U.

Como eI -cundo miembro &(U,U-Ob) en 1& deeicualdad anterior tiende a cero cuaado

b-O ," deduce elrsultado buocado.

Por otra parte, I•• IOlucions U de (8) y Ub de (11) eotan caracteriAd •• , rspectivamente

por I.,. liguiellteo problemM de minimo:



Lema 2. Bajo la hipOt~ia de rqularidad U E H'(O) (por ejemplo, B E H'(O) Y

qEU1/2(f,», Ie obtieDeD!as aiguieoU8 estimacioDe8:

(ii) Como las solucion U de (8) verifia que U E 8'(0) yadema. I'h U E Vb' eotooees Ie puede

aplicar (19) y el resultado de ioterpolacion siguiente (9) : Existe una eonstante Co > 0

(independiente de h) de maDera que

u = U + BE K • 8 = t u+ - 1- u- E V
2 f;



1I~-allv~C,1l ,

II 'll - I liB ~ C. II .

(24&)

(24b)

Max ( II -: - u+ II , II uk" - 11- II ) ~ II ilia - Il liB
De (22) Ie obtiene :

U 'Ia - I liB ~ t, IIllt - u+ liB + ~ II"II - a-liB ~

C, = C1+ Co IB 1,,0 • Ca = \1+11:' c, .

Ot.ervaciOD 1. i) A tr&va de Iu propiedadea anteriores Ie ha conatruido una aproximadoa

'b{Ub) que CODYCrcCfuer\emen\e eD L'(O) (V) ala temperll&ura '(u).
ii) La hipbt.eaW B E B'(O) Ie tiene, por ejemplo, en eI ~ ell que b E B3/2(r1) 7 lea de sip



coutaa&e ())O'itivo). '1 que el nujo de calor q = q(x) > 0 verilique lIDa dert. desipaldad para

que lie &ensa UD problema a doe fases (ver el Lema .iguieote). Calle destacar que si B ~ H'(O).

eDtoncalas estimaciODes de errores (24) DOpueden, eD general, asegurarse.

Lana 4. (i) si lie nota con u = ubq la solucioD de la ecuacioD variacional (6) donde K=Kb•

defmido en funcion de b, entonces lie tiene el aiguieDte resultado de comparaciOD :

B I r Iq > qo(B) = ~ , B = k, b > 0 ,

dODde I r, I = med(r,) > 0 Y C = C(o,rl,r,) = Conat. > 0 es una adecuada constan&e

poeitiva [10) entonces Be tiene un problema estacionario de Stefan a doe rases, es decir la solucioD

u de (5) 0 (6) es de signo no-coDatante en O.

(iii) Si b = b(x) > 0 sobre rl Y si el nujo de calor q = q(x) > 0 sobre r, verilican la

desipaldad

Inf q(x) > k, I r, I Sup b(x)
xEr, C xEr\

DemoetraciOD. (i) Se Dota por conveniencia u· = u.. (i = 1,2). La condicion (30) es
I "jqi

cierto si y .010 ai w=O eD 0 , donde w=(u, - u.l- E Yo. pues Be tiene que (u, - u\) I r\ ~O .

si Be pone v = u, + w E Kb en la ecuacion variacional correspondien&e a u, y v = u\ +wE Kb, \

en la ecuacion variadonal correspondieD&e a ul , Be restan ambas isualdades, entoDces se obtiene

que

o ~ - a(w,w) = a(u, - Uhw) = i, (ql - q,) w d1 ~ 0 .

Por 10 tanto, Be tiene que a(w,w) = 0 y como w E Yo Be deduce que w = 0 en 0, es decir

(ii) Esta propiedad aurge de [10), tenieDdo en cuenta que la constan&e geometrica C > 0 vieDe

dada por

C = t.(U3'U,) = J, U, d"1 > 0

donde Us es la soluciOD del problema



b(x) S b, = SlIp b(x)
I: E r, InC q(x) = q, S q(x) •

x E r,

A contiuacion Ie atudiuan para el cuo b = ConK. > 0 condicionel suficienu. (Y/o

~u) para eI flujo de calor COIISWlteq > 0 en r, COileI objet«>de obtener un c:ambio de

f_ (problema esw:ioIlario diKrel.o de Stefan a do8 fus) en eI dominio di8creti&ado

correspondiente. es decir una temperatura di8cret. de sipo nCKOIUIWlteen n. Se obtiene que :

i) Exi.te una conatallte ~ > 0 (que depende de Ia ceometria Y esta caracterizada por lIIl

problema variacional) de manera que ai q > qOb(B) = Blr,VCb eI problema eaW:ionario

di8creto present. doa f-.

ii) Se Uenen I•• eatimaci_ Cb < C y ~(B) < 'lo1a(B)donde C Y 'lo(B) fueron obtenidoa

para el problema continuo [10].

En Qtru palabru, lie trawa de obtener para el problema eliptico mino diacre&o, definido

por ~ • condiciones analocu a I•• obtenidaa para eI problema continuo correapondiente (101.
definido por u, Ysua reapec~iv•• relaciones.



De ahara en adelante, ademis de I•• hipbteais dad •• anteriormente (ell particular, Iu

propiedada de reglliaridad) se conaiderara el c:asoparticular,

b = Cout. > 0 (i.eo B = k, b = Const. > 0), q = CoDat. > 0 (36)

'Y. analiaaraa, siguiendo [8,loJ I•• coodiciona que debera verific&rq IObre f, de m&Dera que la

temperatura diKreta 'b (0 en forma equivalenLe la funcioa ub = B + Ub ) 89 de signo nc>-

COIllItaate,• deeir que representa el c:aso estacionario diKreto de un problema de Stefan a de»

r-. Eate estudio se realiaara utilizando Ia teoria de Ia in«uadona variadonala elipticas

[11,12).

Para cada q > 0 se eoDSideran I•• funciones u(q) E K 'Y ub(q) E Kb como Iu unicas

eoIuciooes de Iu «uadones variaciona1es (6) (problema eontinuo) 'Y (37) (problema discreto),

donde

Sea Ia fundon real fh: R+ - R delinida, para cada b > 0, de Ia lIiguiente forma

fb(q) = J(ub(q» = ~a(uh(q),ub(q» + q J ub(q) doy , q > 0 . (38)

f,

TEOREMA 5. (i) Si ui = uh(Clj) es la IOlucion de (37) para qi > 0 (i = 1,2), entonces se

tienen lu siguientes igualdades:

(a) a(u, - u1 , U, - ul) = (ql - q,) J (u, - ul) doy, (39)

f,

(b) a(u"u,)- a(ullul)= a(u,+ UI' u,- ul)=(ql +q,) J (UI - u,) di'

f,
(ii) Para tOOe» Ie» reales q > 0 Y ~ de manera que (q + ~) > 0, • tienen lu

aiguientes estimaciones:

I iruh(q) - uh(q + ~)llv ~ 01 = ~ If,II/'

I iluh(q) - uh(q + ~)ll ~ 0, = 01 Ii'ol
L'(f ,)

donde 10 ell cl opcrador ~raa (lineal y rontinuo, definido IObre V). Mu aun, la funcion



• continua y -otolla no-creciente.

(iii) La funciGn rh = G.(q). clerivabk Su derivada. coatinua y" dada por

nen-traciolL (i) Si Ie toma v = u" - 01 E Vh ell Ia ecuaclOn variacional correspondieate a 01

y V = ul -., E Vh en Ia corrapoodiente a 0" 1ueco II suman T" reataD ambu igualcladea,

entonces Ie obtieaen (3ta) y (391)>)reapectivamente.

(ii) Teniendo ell cuenta (15), (38), Ia desipaldad de Cauchy-Schwan y la continuidad de 'Yo Ie

deduce (40). De (40) y Ia _tiDuidad de 'Yo •• tiene (41) T por eode (42), Ii •• considera

Por Olra parte, Ia propiedad de rnono&onia surce de (39a).

(iii) A travea de caiculoe elementales Ie deduce

!(rh (q + A) - rh(q) ) = IJ,(Uh(q) + uh(q + A») d'Y (45)

es decir (43), utilizando (44).

a(Uh(q) • uh(q» = q B I f, I - qJ ub(q) d'Y ,

• 2

rh(q) = q B If, I - I a(uh(q), Ub(q),

rh(q) = q B! f, I + ~ J (uh(q) d, •

f,
1q(a(uh(q) , °h(q») = ~ a(ub(q) • ub(q» .

DemostraclOlL Tomando vh = B - uh(q) E Vb en (36) II obtiene (46). Las relaciooes feiAantes

Ie deducen utiliaando (37), (43) 1(46).

COROLARIO 7. Si Ie deriva Ia UpnsiOD (48) respecto de q y •• tiene en cuenta (43), ••

tiene



(iii) Si q > <loh(8) • entonces el problema (36) representa un caso estacionario dil!Creto de un

problema de Stefan a dOll rases (i.e. ub(q) IS una funcion de signo n<H:onstante en 0). donde

q~ (8) = 8 b~2 I .

Cb = ~ J [B - Uh(q)] d.,. ,
f2

para algUD q > 0 • Ma. aim, Ch viene dada como

Ch =a(u3h • u3h) = J
2

u3h d.,. ,

donde u3b es Ia imica 8Olucion de la ecuacion variacional

a(u3b ' vb) = J, vb d.,., V vb E Vb' u3h E Vb .

DemOlltracion. (i) La funcion Yh satisface el problema de Caucby siguiente

I Y\(q)Yh(q)= ,q>O,



(ii) La expresion (53) Ie deduce de (47) 7 (52).

(Ui) La propiedad lie obtienc teniendo en cuentA

7 que Ches rnonotona decreciente.

(iv) De (46) 7 (52) lie obtiene (55). Por otra parle, lea -II = -II (q) EVil ' delinido de Ia

ailluimte manera

Demostradon. (i) Si Ie toma v = uh(q) E KII = B + Vh C B + Vo = K en la ecuaciOn

variKional (6), lie tienen en cuentA Iu expresiones (46) 7 (18)

entonces lie obti_ (61).

(ii) Por otro lado, Ie tiene



A continuadon, lie har. usa dd resultado de interpolacion (21) para la fundon u(q)EH'(fl),

par lUpOtaia de regularidad.

(C - <1a)q' =a(u(q) - ub(q), a(q) - ub(q» ~ Inf a(u(q) - vb ' u(q) - vb) (Gel)
vb E Vb

'<C-<1a~C:r Iu(q) I' , (67)
q ,,0

C' b'o <~ (B) - CIo(B) ~ ~ Iu(q) I' q~ (B) • (68)
Cq "n

'1 el _u1~ de interpoJacibn (21), Ie deduce (67). La relacion (68) Ie obtiene por defmicion de

~ (B), CIo(B)y (67).

OI_rvllCion 2. Si u(q) E V (i.e. u, E V) Y DO necesariamente pertenece a H'(O), entonces

Ie obliene que

<>t-rvllCion 3. Si el a~o de aIor constante sobre r, verifia la desigualdad q > qOh(B),

eD'- taDto el problema discreto como el problema continuo reprClentan un c&8Oestacionario

de ua problema de Stefan ados f-. es decir, con temperaturu de signo nG-COll8tanteen fl.

Ot.erYacion 4. En el cuo de que por cuestiones de simetria Ie tenga que la funcion uh(q) es

coutante sobre r, (como funcion de x E r,),entonces la condicion sufidente, dada por el

Teorema 8, es tambien necesaria para que el problema discreto correspondienie sea a dos fues.



o < C - <;. S c: IU3 I' h',
"n

DemoetraclOD. Buta COIlIIlderar eI becho de que u(q) _ B - qUa , donde ua eata dellnlcla por

(34) (, (35).

TEOREMA 12. 81 h, B > 0, '1 Ae e (0,1) (UD par'metro a elecciOn), entoDCel Ie ueneD

\&1 Biguien tea eatimacioDea:

c' Iu I'o a "n
C A qo(B) h', Y h S ho (Ao), (73)

o

1/2
h (A) ( C (1 - Ao»)
• 0= clul

• 3 ',n



11m qOh (B) = Qo(B) .
h-O+

EI pr_nte babajo ha lido realisado a trav" del proyecto de invatlgadon y d_rrollo
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