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RESUMEN
Se considera un conductor de calor que ocupa un dominio tomvexo poligonal y acotado
QCR" con una fronteraregular I' = I', U [ con med(T,) = | I, [ >0y | T, | > 0. Se asume,
sin pérdida de g lidad, que la temperatura de cambio de fase es 0°C. Se impone una
temperatura b = const.>0 sobre I'; y un flujo de calor saliente ¢ = const. > 0 sobre I'y . Se
considera en ) un problema estacionario de conduccion de calor .

Se considera una triangulacién regular del dominio {1 con triingulos tipo Lagrange de tipo
1. Se estudian condiciones suficientes (y/o necesarias) para el flujo de calor constante q en I'y con
el objeto de obtener un cambio de fase (problema estacionario discreto de Stefan a dos fases) en o

dominio discretizado correspondiesnte, es decir una temperatura discreta de signo no-constante en
Q.

ABSTRACT
We consider a material @ ¢ R® which occupies a convex polygonal bounded domain, with
regular boundary I' = T} U T with meas(T',) = | T; | > 0 and | Iy | > 0. We assume,

without loss of generality, that the melting temperature is 0°C. We apply a temperature

b=Const. > 0 ou I'; and a heat flux q = Const. > 0 on I’y . We consider a steady-state heat
conduction problem in Q.

We consider a regular triangulation of the domain 0 with Lagrange triangles of type 1. We
study sufficient (and/or necessary) conditions for the constant heat flux q on [, to obtain a
change of phase (steady-state two-phase discretized Stefan problem) into the corresponding
discretized domain, that is a discrete temperature of non-constant sign in Q.
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1 mmonuccgéu.

Se considers un material I, dominio convexo y acotado de R® (n = 1, 2, 3 para las
aplicaciones), con una frontera ' = 81 regular, sobre el cual se estudiara un problema
estacionario de conduccion de calor con cambio de fase y su correspondiente anilisis numeérico. Se
supone que la temperatura del cambio de fase es 0°C y que T esta compuesta de dos porciones ',
y T3, ambas con medida superficial positiva. Sobre la porcion de fronters T, se aplica una
temperatura b = b(x) y sobre la porcion de frontera restante 'y se impone un flujo de calor
q=q(x). El estudio que se realizara no sufrira ningin cambio si se supone ademas que I' tiene
una porcion de frontera I'y impermeable al calor.

El problema consiste en estudiar 1a temperatura & = 9(x), definida para x € Q. El conjunto
1 puede expresarse de la forma @ = Q, U Q; U L, donde

n,:{xen/a(x)<o}, n,={xen/0(x)>o }

(1)
L={x€ﬂ/0(x)=0},

son respectivamente la fase solida 2, , Ia fase liquida 0, y la frontera libre L que las separa en el
caso en que ésta exista. Si ls temperatura b asume sobre I', valores positivos y negativos
entonces la frontera libre L existe realmente, cosa que no es siempre cierta en el caso en que b

asuma valores de signo constante, por ejemplo positivo.

La temperatura # puede ser representada en 0 de la siguiente manera {1] :

0,(x)<0 ,xEﬂ, '
(x) = 0 ,xX€L, 2)
0,(x)>0 .XEQ, ,

y satisface las siguientes condiciones :

() 86, =0 e (i=12),
3

mlzk,%% sobre L

(i) 6, /T, =b , 3

(i) 6, =6, =0, k,

9 .
a3 =a 6ol >0,
(iv)

a6 .
—k,-&‘-‘|r,=q si 0|r,'<0|
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donde k; > 0 (i = 1, 2) es la conductividad térmica de la fase i (i = 2: fase liquida, i =1:
fase solida).
Si se define una nueva funcibn imcognita (1,2
u=k,l+—k,0- ea 3, 0
donde #7 y #~ representan la parte positiva y negativa de la funcion # respectivamente, entonces
el problema (3) se transforma en el siguiente problema eliptico con condiciones mixtas :
Au=0,a D'(D),

u‘|r|=b.sk,b+-k,b—. {s)
-k‘r’=q N

cuya formulacion variacional esta dada por :

auy — u) = L{v—u) ,¥veK ,u€ekK (6)
donde
vV = HY(Q) , V,:{veV/vlrl},
K={v€V/v|r‘=bo}. H=1%) ,
Y]

.(u,v)=i[Vu.Vvdx, (u,v):ju.vdx
Q
L(V)=—qud7 .
Ty

Bajo Ia hipotesis b € H'/2(T",) se tiene que existe B € V tal que B | r, = bo. Entonces, s
se define U = u — B € V,, se tiene que (6) es equivalente a (8) , donde

a(Uyv) =F(v) , YVve Vy,U €V, (8)

<on
F(v) = L(v) — a(B,v) . (9)
Si ademis se tiene la hipotesis q € L3(I';) , entonces por el T de Lax-Milgram se

deduce que existe una iinica salucion U de (8) y por ende una inica solucién u de (6).

Se asume que o dominio Q, la frontera T y los datos by sobre [y (6 Ben ) y q sobre 'y
son suficientemente regulares para grantizar ls propiedad de regularidad u, U € H}(Q) n CO(fY)
(pars n < 3, HYQ) C C*(A)) [3,4,5,6] (por cjemplo, by € HY?(Ty) ¢ B € BYQ) 7
aeBA(r,)).
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Ademas existen tres ecjemplos en los cuales la solucion satisface dicha condicién para el caso
de datos constantes b = Const. > 0 (6 B = k3 b = Const. > 0 ) y q = Const. > 0 {7,8).

Sean 02 un dominio poligonal convexo con frontera regular y 1) una triangulacién regular de
€1, donde h > 0 es un parimetro destinado a tender a cero, formada por elementos finitos afin-
equivalentes de clase C°. Se toma b igual a la longitud del lado mas grande de los triangulos
Té&r, yse aproxima V, por [9] :

Vo ={v, €C°®) /v, I p €P(D, YT € ry vy Ip =0}, (10)

donde P, es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1 .

Sea 7y, ¢l operador de interpolacion lineal correspondiente. Se idera el siguiente

problema aproximado, en dimensién finita, del problema continuo (8):

aUpvy) =F(vp), Yy eVy U €V, , an

obteniéndose los siguientes resultadcs (en los tres primeros lemas se sigue el estudio realizado en

o) :

Lemal. Sib¢ Hllz(l‘,) y @ € L¥(I',) entonces se tienen las siguientes propiedades :
i) Existe una tunica solucion Uy, de (11), que satisface

a(U-—Uh.vh) =0, Vyy €V, , (12)

es decir que Uy = th(U) .
ii) La sucesion Uy esta acotada en V, es decir

||Uhl|vS'T-lP".Vh>0. (13)

donde a > 0 es la constante de coercividad de a sobre Vg, definida en (15).
iii) Uh — U en V débil, cuandoh — 0.

iv) Uh — U en V fuerte, cuando b — 0, es decir

hliﬂolth—U||V=0. (14)
D tracion. Del hecho que med(T,) > 0, se tiene que la forma bilineal a es coerciva sobre Vo
es decir :

da>0/av)=lIvily 2alivif . Yvev, . (15)
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yporendell.“v. 7 |l . lly son dos normas equivalentes en V, .

(i) Surge por aplicacion del Teorema de le_-Miignm y poe (8) y (11).
(i) Tomando v) = Uy en (11), se obtiene

@l Uy I} S s(UU) = <FU> SHFI U, lly o YR >0,
de donde surge (13).

(iii) De (13) se deduce que existe una sub-sucesion, lamada igualmente Uy , y un elemento Uy €
Vo (pues Uy € Vo, ¥ b > 0), de manera que Uy — U, en V débil cuandoh — 0.

Seav € W = Vo N BHY(Q). Sisetomavy =7 (v) €V) en (11) y s pasa al limite h—0,
se tiene que :

.(Uovv) = <F.V> vv' € w L]
idad y por unicidad de la solucion de (8), se deduce que Uy = U.

Y

de donde, por

iV) Utili 4 (12)n his

a i U‘ ~U |R( < l(U,U--Uh)

Como el segundo miembro a(U.U-—Uh) en la desigualdad anterior tiende a cero cuando
h-0, se deduce el resultado buscado.

Por otra parte, las soluciones U de (8) y Uh de (11) estan caracterizad pectiv t
por los siguientes problemas de minimo :
W) SHv), YveV, ,UeV,, (16)
HUp) € I(vy) Yy €V, Uy €V, (17)
donde el funcional J esta definido por :
) =av) - Fv) , vev. (18)

Ademas, se tienen las siguienﬁes propiedades complementarias :
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Lema 2. Bajo la hipotesis de regularidad U € H*(Q) (por ejemplo, B € H}(Q) ¥

1/2

qQEHR ™/ (T,) ), se obtienen las siguientes estimaciones :

DU -V lly <& vh‘"évh"""h"v- (19)

ii) Existe una constante C, (independiente de h) de manera que :

U=y lly S€EB . (20)
Demostracion. (i) Utilizando (12) y (13), se deduce
allU -V, ||{, <8(U-Uy ,U-U)) = a(U-Up,U) = a(U = Up,U = v) <
SHV=-Uplly NU~-wlly o Yy eV,
de donde surge (19).

(ii) Como las solucion U de (8) verifica que U € H?(Q2) y ademis LY Ue Vll , entonces se puede
aplicar (19) y el resultado de interpolacion siguiente (9] : Existe una constante C; > 0
(independieate de h) de manera que

v—mvily SCohlvl g, VveH(®) , 1)
obteniéndose de este modo (20) con
C
C = _;0 |U ‘2,9 ’

donde con | v l2 ( se simboliza la semi-norma de mayor orden de v en H3(Q).

Si se definen
Ky =V, + n,(B)
+
=U, + B Ky, , 0, = - c €V, 22
up = Uy + 7p(B) €Ky o Oy = Loy — L up 2)

u=U+B€K,0=E;u+—£;u"eV

entonces se deduce
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Lema 3. i) Bajo las hipotesis del Lema 2 se tienen :

h“: 0 ] U - “V =8, -(23a)
h“-l: ° 1 .h -8 ||“ =0. : (23b).

) Aderés existen dos constantes Cy > 0 , C3 > 0 (independieate de ) de manera que
lo —ully SC;h, (24)
oy - #llgSCah . (24b)
Demostracion. (23a) se deduce teniendo en cuenta la estimacion

oy —ully Uy = Ully + i n(B) - Blly , (25)

(14) 6 (20) y las propiedades del operador de interpolacion [9}.
Por otra parte, se tiene :

oy —wify =lof — ot i+ luy el +200u)+

(26)
I N EL TN M R L il O
de donde surge que
Mix (llat =Pl llup —u=H) Sl —ully - 21
De (22) se obtiene :
+ + . -
oy ~0lig < M llwy —w¥ iy + L llog - =l <
(28)
S(E+E) Nwy —ully
que, conjuntamente con (23a), se deduce (23b).
ii) Como B € H*(Q), se utiliza (21) para obtener (24) con
Ci=C, +CoIBl g . G =4ENc,. @9
3,0 ' 3 1 Ky

Obeervacion 1. i) A traves de las propiedades anteriores se ha construido una aproximacion
#),(up,) que converge fuertemente en L*(R) (V) a la temperatura #(u).
ii) La hipotesis B € H?(f2) se tiene, por cjemplo, en el caso en que b € ll’n(l‘,) y sea de signo
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constante (positivo), y que el flujo de calor q = q(x) > 0 verifique una cierta desigualdad para
que se tenga un problema a dos fases (ver el Lema siguiente). Cabe destacar que si B ¢ H(Q),

entonces las estimaciones de errores (24) no pueden, en general, asegurarse.

Lema 4. (i) Si se nota con u = Upq la solucion de la ecuacion variacional (6) donde K=Ky,

definido en funcion de b, entonces se tiene el siguiente resultado de comparacién :

b, < by sobre T, ,q; < qs0bre I’y = “bl‘h <u en {1. (30)

= "byqy

(ii) Si b = Const. > 0 sobre T', y q = Const. > 0 sobre T, verifican la desigualdad

q>qo(B)=£'—c5—'.B=k,b>o, (31)

donde | Ty | = med(Ty) > 0 y C = C(Q,I',,I';) = Const. > 0 es una adecuada constante
positiva {10] entonces se tiene un problema estacionario de Stefan a dos fases, es decir la solucién
u de (5) 6 (6) es de signo no-constante en .

(iii) Si b = b(x) > 0 sobre T'; y si el flujo de calor g = q(x) > 0 sobre T, verifican la
desigualdad

K0T, |
In! > S b . 32
Sl p, @ > "t Swp b (32)

donde C es la constante dada en (ii) entonces se tiene un problema de Stefan a dos fases.

Demostracion. (i) Se nota por conveniencia U = “b-qi (i = 1,2). La condicion (30) es
cierto si y solo si w=0 en Q , donde w=(u; — u,)— € V,, pues se tiene que (ug ~ uy) | r, >0.
Siseponev=u, +we Kb, en la ecuacion variacional correspondiente a u, y v = u; +w€ Kb‘
en la ecuacién variacional correspondiente a uy , se restan ambas igualdades, entonces se obtiene

que

0> —a(w,w)=a<u,—upw)=! (@ —a) wdy 2 0.
3

Por lo tanto, se tiene que a(w,w) = 0 y como w € V, se deduce que w = 0 en 0, es decir

(30).

(i1) Esta propiedad surge de [10], teniendo en cuenta que la constante geométrica C > 0 viene
dada por

C = a(uy,u,) =lj usdy >0 (33)
2
donde uy es la solucion del problema




- 825 -

Aug =0 ea,
o (34
ulp =0, ’ﬁ”l‘,"l )
cuya formulacion variacional esti dada por
l(n,,v)::!vch LYY EVy,us €V, . (35)

3
(iii) Teniendo en cuenta (i), (ii) y ¢l hecho

bx) £ b, = fuep l“b(x) , xhef r, q(x) = q; < qa(x) ,

se ded l.P.r'JJL A

A contiuacion se estudiarin para el caso b = Const. > 0 condiciones suficientes (y/o
necesarias) para el flujo de calor constante q > 0 en Ty con e! objeto de obtener un cambio de
fase (problema estacionario discreto de Stefan a dos fases) en el dominio discretizado
correspondiente, es decir una temperatura discreta de signo no-constante en {. Se obtiene que :

i) Existe una constante Ch > 0 (que depende de la geometria y estd caracterizada por un
problema variacional) de maners que si ¢ > q,,h(B) = Bll‘,l/Ch el problema estacionatio
discreto presenta dos fases.

ii) Se tienen las estimaciones Cp < C y q9(B) < qop(B) donde Cy qq(B) fueron obtenidos
para el problema continuo (10}

iii) Se dan estimaciones, en funcion de b, para C — C, ¥ o (B) — qo(B) .

En otras palabras, se tratara de obtener para el problema eliptico mixto discreto, definido
por wp , condiciones anslogas a las obtenidas para el problema continuo correspondiente [10],
definido por u, y sus respectivas relaciones.
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II. CONDICIONES PARA EL FLUJO DE CALOR DISCRETO.

De ahora en adelante, ademis de las hipotesis dadas anteriormente (en particular, las
propiedades de regularidad) se considerari el caso particular,

b = Const. > 0 (i.e. B =k; b = Const. > 0), q = Const. > 0 (36)
¥ #¢ analizarin, siguiendo [8,10] las condiciones que deberi verificar q sobre Ty de manera que la
temperatura discreta 6y (o en forma equivalente la funcién u, =B + Uh ) sea de signo no-
constante, es decir que representa el caso estacionario discreto de un problema de Stefan a dos
fases. Este estudio se realizari utilizando la teoria de la inecuaciones variacionales elipticas
11,12}

Para cada q > 0 se consideran las funciones u(q) € K y uh(q) € K, como las inicas
soluciones de las ecuaciones variacionales (6) (problema continuo) y (37) (problema discreto),
donde

a(up(@)vy) = L{vy) » Yvp €Vy , u € B+ V, 310

Sea la funcion real fh :RY R definida, paracada h > 0, de la siguiente forma
@) = Juy(@) = § atu(@op(@) + a [ @ dy . a>0. (38)
Ty
Entonces se tienen las siguientes propiedades :

TEOREMA 5. (i) Si 4, = u,(q;) es la solucion de (37) para q; > 0 (i = 1,2), entonces se
tienen las siguientes igualdades:
(®) 8wz = uy = w) = (0 = @) [ (w3 — w) d, (39)
Ly

(6). a(u303)= a{un00)= 8(ua+ uy, 03— w)=(ar+a5)| (0, ~ ug) by
I,

(i) Para todos los reales q > 0 y A de manera que (q + A) > 0, se tienen las
siguientes estimaciones:

| Al - uya + 2] <p, = Bt yry/? (40)
| Alup@ = uya + i, py S P2 =Dl (41)

donde 7 ¢s ¢l operador traza (lineal y continuo, definido sobre V). Mas aiin, la funcion

q>0 — Juh(q)thel! (42)
2
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es continua y monotona no-creciente.
(iii) La funcién f, = fy(q) e derivable: Su derivada es continua y esti dada por

'@ = J u (@) dv (43)
2

Demostracion. (i) Si se toma v = u, — u; € Vy, en la ecuacidn variacional correspondiente a u,
Yy V= U; —u; € Vy en la correspondiente a u, , luego se suman y se restan ambas igualdades,
entonces se obtienen (392) y (39b) respectivamente.

(ii) Teniendo en cuenta (15), (38), la desigualdad de Cauchy-Schwars y la continuidad de v, se
deduce (40). De (40) y la continuidad de v, se tiene (41) y por ende (42), si se considera

| l[[u,,(q) —uyla + &) dy [ <D, 7 A (44)
3

Por otra parte, la propiedad de tonia surge de (39a).

(iii) A través de cilculos elementales se deduce

lia+d)-f@]= ;‘j(nh(q) + uya + &) dy (45)
3

es decir (43), utilizando (44).

LEMA 6. Se tienen las siguientes expresiones:

a(uy(a) , ug(@) = 9 B | Ly ] — qu uy (@ d7 . (18)

fy(d) =qB|T, | ~ i. a(uy(q) , uh:Q)). (an

o =181 T2l 4 g [y v, (48)
r

Listuy(@) @) = § :(u.,(q) L up(@) - (49)

Demostracion. Tomando v =B -uwlq € V), ¢en (36) se obticne (46). Las relaciones restantes
se deducen utilisando (37), (43) y (46).

COROLARIO 7. Si se deriva la expresion (48) respecto de q y se tiene en cuenta (43), oe
tiene

f,""(@) =0,V q>0. (50)
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Sea la funcién Yy =Y, (q) . definida por
Yy @) =§ alug (@), uy (@) . a>0. 61
TEOREMA 8. (i) Existe una constante Cy > 0 de mamera que

Yp(a) = Cy a , aluy(@), wy(Q) =G q*,

(52)
B'@=C, ,Va>0.
(ii) La funcion §; = f, (q) viene dada por
h b
@ =aBIT;|-}Ca’, a>0. (53)

(iii) Si q > qoh(B) , entonces el problema (36) representa un caso estacionario discreto de un

problema de Stefan a dos fases (i.c. uh(q) es una funcion de signo no-constante en 1), donde

%0,®) = g (54)

(iv) La constante C; > 0 puede ademas calcularse por la expresion

Cu=4 [ 1B - u@ldr, (55)
£,

para algun q > 0 . Mas ain, Ch viene dada como

Cy =a(u,h s u,h) = ‘I us, dy, (56)
2

donde uyy es la dnica solucion de la ecuacion variacional

a(u,h,vh)r.‘Ivhd-y. Vv, €Vy, ugp €V, . (57)
2
Demostracion. (i) La funcion Y), satisface el problema de Cauchy siguiente

Y
Y@= 42 a>0,

+) =
Yh(o y=10,

(58)

debido al hecho "h(0+) = B . Por lo tanto, se deduce (52).




- 829 -

(ii) La expresion (53) se deduce de (47) y (52).
(iii) La propiedad se obtiene teniendo en cuenta

f' (@0, (B) =0 59
¥ que fh es monotona decreciente.

(iv) De (46) y (52) sc obtiene (55). Por otra parte, sea w, = w,(q) € V) , definido de la

siguiente manera

B -
wyla) = = nl® (60)

Entonces, V v € Vh , se tiene:

a(my (@), vy) = § 2B = wy(@) ) = = § aluyladv) =J v d1,

es decit wh(q) = uy}, , por unicidad de la ecuacién variacional (57), y por ende se deduce (56).

TEOREMA 9. (i) Se tiene la siguiente igualdad
a(u(a), up(@)) =C;, 4>, Vg > 0. (61)
(ii) Se tienen las siguientes desigualdadaes:
Ch<C. afB) < g9 (B). (62)

Demostracion. (i) Si se toma v =ul(q) € Ky = B +V, CB + Vo = K en la ecuacion
variacional (6), se tienen en cuenta las expresiones (46) y {10]

a(u(q), u(q)) =C Q’ ' Yqg>0 (63)

entonces se obtiene (61).
(i) Por otro lado, se tiene

a Il u(@) = wy(a) uv’ < a(u(e) - w(a), u@@) - w@) = (€ - G) o, ()

es decir (62).
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A continuacién, se hari uso del resultado de interpolacién (21) para la funcién u(q)€ H3(N),
poe hipotesis de regularidad.

TEOREMA 10. Se ticoen las siguientes relaciones y estimaciones:
“‘(Q) - “h(q)l vh) =0,V Yh € Vh ) (65)

(€ = ©) a7 =a(u(a) = (@ () ~ W) £ I, 20@) — vy @)~ vy) (69

0<Cc-C s BE g (67
Ch— q :,Q'
0< a0 (B) - a(B) < 2 Ju@ P 4 (B) (68)
q‘h - Cq 2,0 *h

Demostracion. (65) y (66) se obtienen del Lema 1 y 2. Utilizando (66), los hechos que
O, @) €B+V, , u@ ~ M (aa)) € Vy
y el resultado de interpolacion (21), se deduce (67). La relacion (68) se obtiene por definicion de
%0, (B): a(B) ¥ (67).
Observacion 2. Si u(q) € V (i.e. uy € V) y no necesariamente perienece a H?(Q2), entonces
se obtiene que
2 2
0<C-C < ;‘15 Iu(q) — Iy, (u(a)) IlV = lluy — My (us) "v (69)

con un segundo miembro que converge a cero cuando h—ot.

Obeervacion 3. Si el flujo de calor constante sobre T, verifica la desigualdad q > q°h(B)'

!’ tanto el probi discreto como el problema continuo representan un caso estacionario

de um problema de Stefan a dos fases, es decir, con tempersturas de signo no-constante en .

Obeervacion 4. En el caso de que por cuestiones de simetria se tenga que la funcion up(q) es

constante sobre I'; (como funcion de x € Ty), entonces la condicién suficiente, dada por el

Teorema 8, es también necesaria para que el problema discreto correspondiente sea a dos fases.
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COROLARIO 11. Sih, B > 0 , entonces se tienen las siguientes estimaciones:

0<C-Cys G lull W, (70)
G fusf?
0 < ag, (B) — ao(®)  ———2L g, (B) b7 . (1)

D tracién. Basta id el hecho de que u{q) = B — qu, , donde uy estd definida por
(34) 6 (35).

TEOREMA 12. Si h, B > 0, y A, € (0,1) (un parametro & eleccion), entonces se tienen
las siguientes estimaciones:

w® <aw,® B2, ¢ 204, Vhsh(A, (12)

C luf?
0 <aq,(B) - a(B) € —z 2L aB) b, VS (A (79)

donde

a2
ho (Ag) = LEHLAIL (74)
Q

Demostracion. De (71) se deduce

A(h) ‘loh(B) < qo(B) (14)
donde C? w2
AR =1 - B 2oy (76)

Por otro lado, se tiene la siguiente equivalencia :

0<Ag<A() <1 @ 0<h< hy(Ap) (m

de la cual se deducen las desigualdades (72) y (73).
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COROLARIO 13. Si B > 0, entonces se tiene el siguiente limite:

lhno + Qoh(n) = qo(B) . (78)

-
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