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RESUMEN

Se implementé un programa con Elementos Finitos no
conformes (trifngulos lineales de Crouzeix-Raviart) para la
resolucién de la ecuacién de Poisson.

Se demuestra la convergencia de algunas formulaciones
de tipo Petrov-Galerkin para espacios de funciones
discontinuas ( formulaciones de elementos finitos basados
en volimenes de control ) y su equivalencia nimerica con
formulaciones de tipo Galerkin.

ABSTRACT

A program with non-conforming Pinite Elements (linear
Crouzeix - Raviart triangles) has been implemented in order
to solve the Poisson equation.

Convergence of some Petrov - Galerkin type formulations
in non-continuous functional spaces ( Control Volume based
Finite Element Method ) and their numerical equivalence with
the Galerkin method are proved.
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INTRODUCCION

En el Método de Elementos Finitos, varios de los ele-
mentos usados desde la década del ’70 son no-conformes, es
decir, si la ecuacidn a resolver numéricamente es de orden
2 m, la derivada de orden m - 1 tiene discontinuidades.

Uno de los elementos no-conformes mds populares, por
ser simple y Util, es el formado por funciones lineales so-
bre trisngulos, con nodos ubicados en el punto medio de los
lados [1,2), que llamaremos de Crouzeix-Raviart.

Por otro lado, los Métodos de Elementos Finitos basados
en volimenes de control son relativamente nuevos, Yy tienen
la ventaja de poseer una interpretacién fisica clara y di-
recta.

En este trabajo escribiremos la formulacién del proble-
ma de Poisson con volimenes de control como una formulacién
del tipo Petrov-Galerkin en la cual se utilizan como funcio-
nes de peso funciones constantes en cada volumen de control.

Se demuestra que en el caso en que las funciones base
sean las de Courant o las de Crouzeix-Raviart, son eguiva-
lentes las formulaciones de tipo Galerkin a las de volumenes
de control. Estas combinaciones de funciones base y peso
fueron utilizadas para problemas de fluidos [3); y la utili-
zacidén de otras funciones base para el Método de Elementos
Finitos basado en volimenes de control es un tema en cons-
tante desarrollo [4,5,6).

EL PROBLEMA DE POISSON: CASO CONTINUO
Sea 2 un dominio poligonal acotado y abierto en R? y
sea 392 su frontera. Sea I, una porcién de la frontera, gque
suponemos consiste en un "nimero finito de segmentos.
Emplearemos el espacio usual de Sobolev V = H! (2) y su nor-
ma N !1. y definimos v0 ={veVvV,/ ve=2_0en I‘1 }
El problema se enuncia de la siguiente manera:
Hallar u ¢ V tal que:
- div (b Vu) =g en ¢
u=u, en T, (1)
u . n= y en rz = 3Q - rl
Si es necesario supondremos que g y u son lo su-
ficientemente suaves, y, para simplificar, supondremos
que y = 0.
La formulacién variacional del problema continuo es:

Encontrar u ¢ V tal que u =ujen T, ya (uv) =L {v) para
todo v ¢ Vor donde:

a (u,v) = [ b Yu 9v dx
Q .




s0o .
L{v) =] gvdx
Q

ESQUEMA CLASICO DE ELEMENTOS FINITOS

Sea [Th} una familia de triangulaciones regulares de
Q, en la cual h denota el lado de xima longitud de todos
los trifngulos e ¢ T y todos los vértices de los tridngu-
los serén llamados nodos {P‘ /1 <1 < NOD}.

Definimos los siguientes espacios:

Vh - (vh e C (Q),/ vh es un polinomio de grado 1 en ca-
da e ¢ Th]

vho - {vh € vh / vh = 0 en rl}
Sea [01, 1<i $NOD} la base local de Vh tal gque
Oi(Pj) - ‘15

Definimos wdy = T u, (P.) ¢
0 P.el 0 i i
ith

Entonces la aproximacién de Galerkin es:
Hallar uh € vh tal que uh - uho € Vho Y
a (uh,vh) - L (vh) para todo vh € Vho (2)

S8i suponemos gque tenemos NDIR nodos con condicién de
Dirichlet y que éstos son los iltimos tenemos:
h
u® - r u, ¢, = I u, ¢, + T u, ¢
1cigvop ¥ 1 agiem Y maagienop b
donde M = NOD -~ NDIR, luego el sistema es:

H u a(‘ :") =- L (’) - T u a(’-r")
1¢ien 21 37 maigignop ¢ 773

donde 1<j$M, o en forma matricial:
Aus=gB
con:
Aij = 2 (‘i"j)
B, =L (¢;) - I u; a(ée,,¢;)
3 37 mergigyop 2773
ESQUEMA DE ELEMENTOS FINITOS BASADO EN VOLOMENES
DE CONTROL: CASO DE FUNCIONES BASE CONTINUAS
Dada una discretizacién del dominio en elementos trian-
gulares conformes de 3 nodos, definimos los volimenes de

control @ alrededor de cada nodo P, de la red, como se
muestra en"la figura 1.
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Qi : volumen de control asociado al nodo Pi

rigura 1: Definicidn de los volimenes de control

Sea X; la funcidén caracteristica de Qi:

1 si x ¢ Qi
Xi (x) -{
0 caso contrario
Sea Lh‘- fn tal que n = I €; Xy con c; € R}
i

Y sea g : C (2) — Lh dada por q(v) = f v(Pi) Xy

qlvh s v —s LP es una biyeccidn., Mas aln: g (¢j) - xj

Si v e Lh, v puede ser discontinua en 3Q., pero conti-
nua y constante en Qi, con lo cual se puede “demostrar:

a’(u,v) = L(v) (3)
donde:
Y
a’{(u,v) = - [ b Vuwvdr
i 39i

Yy L(v) el definido anteriormente.
Si ahora tomamos v = xj tenemos:
-

a'(u.xj) =~ | bVWdr= | gdx =1L (xj) {(3")

39j Q j
I u, a’'(é;,X5) =L (X5) - I u, a'(¢;.Xx;)
1gign * £ 37 mergivop 1 '
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donde 1<j<M, o en forma matricial:
A’ u = B’

cont
A'ij L | (’10Xj)

B’j =L (Xj) - “i "(.iDXj)

L
M+1<i SNOD

Veamos la equivalencia numérica de las dos formulacio-
nes:

Proposicién 1: a) Si b es constante por elemento:
a(u,v) = a’{u,q(v)) para todo u, v en v
b) Si g es constante por elemento:
L (v) = L (g{v)) para todo v en vh
Demostracién a):
Basta ver que a (’k"j) - a' (ox,xj), es decir:
4 4ydxe - ] Ty aft

t1-3
J

] V4, V4. dx = I, WN® ON
2 L ecT" X 3

e area(e)

donde Nie es la funcidén de forma del nodo Py restringida al
elemento’e, y

- ve, at = £ wWE (-  ah
2, k ect” K 22, e
La afirmacién queda probada si se verifica la siguien-
te igualdad:

- § at = vuje'area(e)
qune

Sean K;, E;, E; Y E; los vectores indicados en la figu-~
ra 2, y sea R la matriz de rotacién de -90°.

rigura 2: Elemento e




— ———
R {area(e) VNje) = area(e) IVNjen Pipk / upipkn - ,..

el

see = Pipk / 2
<
R (- [ dr) = RE;M R(-n;) + RE,0 R(-n,) = P, P, / 2
1 1 2 2 i%k
3ane
luego la afirmacién a) es cierta.
Demostracién b):

] gdx = h g% (1/3 area(e)) 1 = [ g Oj dx =+
Q j eeT Q

L ‘Xj) = L (.j) -» L (q(.j)) = L (’j)
luego la afirmacién b) es cierta.

Con lo cual A s A’ y B = B'

APROXIMACION EXTERNA PARA LA RESOLUCION DEL
PROBLEMA DE POISSON

Se implementd un programa para resolver el problema
(1), wutilizando elementos finitos no-conformes {tridngulos
de 3 nodos en los puntos medios de los lados). La convergen-
cia de este método estd probada en [1}, y es de orden 2 (en
la norma de L?{(Q)), al igual que en el casc conforme de
trifngulos cuadrlticos de 6 nodos.

Se puede demostrar, y ademds se verificd numéricamente
el hecho de que la solucién con una red de elementos no-con~
formes como la que se muestra en la figura 3a es idéntica a
la que se obtendria de la resolucidn con trifingulos lineales

conformes en la red no simplemente conexa que se muestra en
la figura 3b.

T ' /////
' A

4y

A/
, aZ

(a) (b)
Figura 3: a: Red de elementos no-conformes
b: Red de elementos conformes que da la misma solucién
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ESQUEMA DE ELENENTOS FINITOS BASADO EN VOLUMENES
DE CONTROL: CASO DE FUNCIONES BASE DISCONTINUAS

En esta seccibén probaremos la equivalencia del MEF con
los elementos de la seccidén anterior y del método de elemen-
tos finitos basados en voliimenes de control, 1los cuales son
definidos alrededor de cada nodo P; de la red como se mues-
tra en la figura {. )

Figura 4: Volumen de control del nodo By

Sean vj dadas por: *j (Pi) - sij y lineales en cada
triéngulo, y sean Hh el espacio generado por ellas. Observe-
mos que las funciones de wh son discontinuas en los bordes
de los elementos pero continuas en los nodos. Debido a ello
estd bien definida la funcién q, : W' — P, dada por:

q, (v) = L V(Pi) X4
i
h

donde L es:

Lh = {n tal que n = [ C; X; concy ¢ IR}
i

Ahora 1las funciones base son discontinuas en de y las
funciones de peso discontinuas en 32,. Usando el teorema de
Green en el recinto e N @ y sumando sobre e y sobre i se
obtiene: i

-+ -
-TI J Vvu wdl - £ ] Wwwdls=|gwdx
e i 3910e e i Qinae Q
poniendo w = xj obtenemos:
<
a,l (uh,o.) - r(oj) =r | wh dr {4
h ) e anao
con u ¢ W
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Y
donde a.l (WPv) =ar (Px)=-1 5 wlar
b J e 32,ne
y Flv,) = P(X;) = | g dx.
3 b e,

Se resuelve:
a,liu?, WP = r(wh) (s)
es decir:

f uy A'ij = B'j

donde:

EY
=-I § WN.%adr

"
A%, i

ij e anne

" - d
'3 9!. g
3

Proposicién 2: a) Si b es constante por elemento:

>
- vuie ar = f vuie N, % dx

Q. 3
Jne e
b) Si g es constante por elemento:

1] gdx = [ g *j dx
Q Q
3

Demostracién: An&loga a la de la seccidn anterior.

Como "corolario" resulta a*1 eliptica y entonces pode~
mos aplicar el Lema de Strang (ver apéndice), gue nos da una
acotacién del error. Segin (4): ’

si uh es continua en 2 tenemos que:

1 1

R T A N T R I O B T-Y

con lo cual el segundo y el tercer término de la acotacidn
del error son nulos, resultando u*h, la solucién del proble-
ma (5) convergente a la solucién del problema (1).

APENDICE:

Supongamos que tenemos la siguiente formulacién varia-
cional de un problema eliptico :
1
E
a (u,v) = F (v) para todo v ¢ HIEO (1Aa)

Hallar ueH tal que:
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donde 318 es el espacio de las funciones admisibles y leo

es el espacio en el cual las condiciones de borde forzadas
son nulas. ’

Supongamos que tenemos dos discretizaciones: una con-
forme: '

Hallar uh € V‘hE tal que:
a (uh,vh) -PF (vh).para todo vh [ 3 Vh (2A)
y otra no conforme :
Hallar uh, € Vh,z tal que:
a, (uh,.vh.) - F, (vh,), para todo vh, € Vh, (3A)

Sean u, uh Yy uh, las soluciones de los problemas (1A),
(2A) y (3A) respectivamente.

Se tiene:
Proposicién: Si a, es una forma bilineal acotada entonces:
tatuP, - VI WP <y o - VR, P,
+ 1r W) - a,(u,w,)
para todo vh,,vh, € Vh,, donde lvi, = (a*(v,v))*
Luego se sigue:

Lema de Strang: Si a, es una forma bilineal acotada y
eliptica entonces existe ¢ > 0 tal que:

fu-u® 0, < c [inf{ru-vP 5, : VP evP, ) +
sup(1F(wP,) = a,(u,v )| Wl a7t o WP, eV,
+ sup{ir, v -re™ ) P, s WP e )

Una demostracién de este lema se puede encontrar en [7,
pp 174].
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