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5e iapleaent6 un programa con Elementos rinitos no
confor.es (trilngulos lineales de Crouzeix-Raviart) para la
resoluci6n de la ecuaci6n de Poisson.

5e deauestra la convergencia de algunas foraulaciones
de tipo Petrov-Galerkin para espacios de funciones
discontinuas ( foraulaciones de elementos finitos basados
en voluaenes de control ) y su equivalencia nu-erica con
formulaciones de tipo Galerkin.

A program with non-conforaing Finite Eleaents (linear
Crouzeix - Raviart triangles) has been iapleaented in order
to solve the Poi.son equation.

Convergence of soae Petrov - Galerkin type for~lations
in non-continuous functional spaces' ( Control Voluae based
Finite Eleaent Kethod ) and their numerical equivalence with
the Galerkin method are proved.
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el Metodo de Elementos Finitos, varios de los ele-
usados desde la decada del '70 son no-conformes, es
si la ecuaci6n a resolver numericamente es de orden
derivada de orden m - 1 tiene discontinuidades.

Uno de los elementos no-con formes mas populares, por
ser simple y util, es el formado por funciones lineales so-
bre triangulos, con nodos ubicados en el punto medio de los
lados (l,2J, que llamaremos de Crouzeix-Raviart.

Por otro lado, los Metodos de Elementos Finitos basados
en volumenes de control son relativamente nuevos, y tienen
la ventaja de poseer una interpretaci6n flsica clara y di-
recta.

En este trabajo escribiremos la formulaci6n del proble-
ma de Poisson con volumenes de control como una formulaci6n
del tipo Petrov-Galerkin en la cual se utilizan como funcio-
nes de peso funciones constantes en cada volumen de control.

Se demuestra que en el caso en que las funciones base
sean las de Courant 0 las de Crouzeix-Raviart, son e9uiva-
lentes las formulaciones de tipo Galerkin a las de volumenes
de control. Estas combinaciones de funciones base y peso
fueron utilizadas para problemas de fluidos (3J; y la utili-
zaci6n de otras funciones base para el Metodo de Elementos
Finitos basado en volumenes de control es un tema en cons-
tante desarrollo (4,5,6J.

Sea 2 un dominio poligonal acotado y abierto en
sea a2 su frontera. Sea r1 una porci6n de 1a frontera,
suponemos consiste en un numero finite de segmentos.
Emplearemos el espacio usual de Sobolev V - HI (2) Y su
ma n '1' y definimos Vo - { V t V / v • 0 en r1 }

El problema se enuncia'de la siguiente manera:

R2 Y
que

Ballar u t V tal que:

[

- div (b 9 u) • 9 en 2
u • Uo en r1
9u . n - y en r2 • a2 - r1

Si es necesario
ficientemente suaves,
que y • O.

supondremos que 9 y uo son 10 su-
y, para simplificar, supondremos

~ncontror u t V tal que u • Uo en r1 y a (u,v) • L (v) para
todo v t VO' donde:

a (u,v) - J b 9u 9v dx
2



L (v) • I 9 v dx
SI

ESQUEJIIA CLASICO 01 ELEMEN'1'05 FIIlITOS

Sea ITh} una familia de triangu1acionea regula res de
g, en la cual h denotahel lade de mAxima longitud de todos
loa trilngulos e c T y todoa los vertices de los trilngu-
10. serln 11aaado. nodos {Pi I 1 S i S NOD}.

Definiaos los siguientes espacios:
vb • {vh c C (V)hl vh e. un polino.io de grado 1 en ca-

da e c 'r")

vbo • {vh c vb I vh • 0 en r1}
Sea l+i' 15iSNOD) 1a base local de vb tal que

+i(Pj) • 'ij
Definimos ubo - E Uo (Pi) +i

Pi cr1
Entonces la aproxiaaci6n de Galerkin es:
Hallar uh c vb tal que uh - uhO c vbO y

a (uh,vh) • L (vh) para todo vh c vbo
5i suponemos que teneaos NDIR nodos con condici6n de

Dirichlet y que estos son los ultimos tenemos:
uh• t ui +i· E ui +. + E ui +i

lSiSNOD lSiS" 1 M+1SiSNOD

t ui a(+i'+j) • L (+j) - t ui al+i'+j)
ISiS" n+1SiSNOD

donde ISjSM, 0 en foraa aatticial:

Ai j - a (+ i' + j )
Bj • L (+j) - t U.

"+lSiSNOD 1

ESQUEJIIA DE ELEJlEII'l'05 rINI1'05 BASADO Ell VOLU"ENES
DE CONTROL: CASO DE FUIICIONES USE COIITIIIUAS

Dada una diceretizaei6n del dominio en elementos trian-
gulares conforaes de 3 nodos, definiaos los voluaenes de
control Ii alred.dot de cada nodo Pi de 1a red, coao se
auestra en 1a figura 1.



Qi : volumen de control asociado al node Pi
riqura 1: Definicion de los vol6menes de control

Sea Xi la funcion caracteristica de Qi:

{ 10Xi (x) -
si x.: Qi
caso contrario

Si v .: Lh,
nua y con stante

v puede ser discontinua en 3Q" pero conti-
en Qi, con 10 cual se puede Idemostrar:

-+
a'(u,v) - - t I b vu v dr

i ilQi
Y L(v) el definido anteriormente.

Si ahora tomamos v-X. tenemos:
J -+ .

a I (u I Xj) • - I b Vu dr - I q dx - L (Xj) (3 I )

3Qj Q j

t u. a'(. IX ) • L IX ) - J: u a'(. X)1~i~" 1 i j j M+1~i~NOD i i I j



• a' (+1' Xj)

E u.
"+lSi5NOD 1

proposici6n 1: .) 5i b ea constante por e1emento:
a(u,v) • a'(u,q(v» para todo u, v en vb

b) 5i 9 ea constante por e1emento:
L (v) • L (q(v» para todo v en vb

Demoatracion a):
Basta ver que a (+k'+j) • a' (+k'Xj), el decir:

I v+k v+j dx • - 1 v+k d1
~ a~j

I v+k v+j dx. E VN e VN e area(e)
~ nTh k j

donde N e es 1a funcion de forma del nodo Pi restringida a1
elementoie, y

I v+k d1. E_h VNt
e (- I d1,

al2j nor-- il2jne

La afirmacion queda probada 8i 5e veriflc. la si9Uien-
te i9Ualdad:

--+ --+ •....• •....•Sean n1, n2, t1 y t2 los vectores indicados en 1. figu-
ra 2, y sea R la aatriz de rotacion de -90·.



.• .,.... -+ .,.... -+ ,..,.....,.....
R (- ! dr)· Itll R(-nl) + nt2a R(-n2) • PiPk / 2

ilQjne

luego la afirmacion a) es cierta.
Demostracion b):
! 9 dx· t ge (1/3 area(e» 1 • ! 9 +J' dx +

Sl j etTh Sl
L (Xj) - L (+j) + L (q(+j» - L (+j)

luego la afirmacion b) es cierta.

APROXlMACI6N EXTERNA PARA LA RESOLUCI6N DEL
PROBLEMA DE POISSON

se implemento un programa para resolver el problema
(1), utilizando elementos finitos no-conformes (triingulos
de 3 nodos en los puntos medios de los lados). La convergen-
cia de este metodo esta probada en (lJ, y es de orden 2 (en
la norma de L2(Sl», al igual que en el caso conforme de
tri&ngulos cuadr&ticos de 6 nodos.

se puede demostrar, y ademis se verifico numericamente
el hecho de que la solucion con una red de elementos no-con-
formes como la que se muestra en la figura 3a es identica a
la que se obtendria de la resolucion con triingulos lineales
conformes en la red no simplemente conexa que se muestra en
1a figura 3b.

(a) (b)
Figura 3: a: Red de elementos no-conforaes

b: Red de elementos conformes que da la misma solucion



ESQUEJIA DB BLEIIBNTOS FINI'1'OS BASADO EN VOLUKENES
DB CON'l'ROLt CASO DB FUNCIONBS BASE DISCON'rlHUAS

En esta secci6n probaremos la equivalencia del KEF con
los elementos de la seccion anterior y del metodo de elemen-
tos finitos basadosen volumenesde control, 101 cualel son
definidos alrededor de cada nodo Pi de la red como se mues-
tra en la figura 4.

Figura 4: Volumen de control del nodo Pi
Sean .j dadas por: .j (Pi) - 'ij Y lineales en cada

triingulo, y sean wh el espacio generado por ellas. Observe-
mos que las funciones de wh son discontinuas en 10s bordes
de los elementos pero continuas en los nodos. Debido a ello
est. bien definida la funcion q. : wh ~ Lh, dada por:

q. (v) - ~ v(Pi) Xi
1

donde Lh es:
Lh _ {~ tal que n - t ci Xi con ci t IR}

i

Ahora las funciones base son discontinuas en ae y las
funciones de peso discontinuas en aRt. Usando el teorema de
Green en el recinto e n Qi y sumanOo sobre e y sobre i se
obtiene: .. ..

- t t 1 Vu w dr - t t 1 ,Vu w dr - 1 9 w dx
e i aQiOe e i 0i nae R

poniendo w • Xj obteneaos: ..
a 1 h - P(+j) • E I tuh dr• (u '+j)

con uh t .J' e Qjnae



..
VN.e dr

1

I
Q j

I 9 dx • !9 .j dx
Q j "

Demostraci6n: Analoga a la de la secci6n anterior.
Como "corolario· resulta a.1 eliptica y entonces pode-

mos aplicar el Lema de Strang (ver apendice), que nos da una
acotaci6n del error. 5egun (4):

5i uh es continua en l2 tenemos que:
a.l (Uh'.j) _ F(.j) • 0 • a.1 (uh,wh) • F(wh) (5)

con 10 cual el segundo y el tercer termino de la acotaci6n
del error son nulos, resultando u.h, la soluci6n del proble-
ma (5) convergente a la soluci6n del problema (1).

APENDICE:

5upongamos que tenemos la siguiente foraulaci6n varia-
cional de un problema eliptico :

Hallar u t Hl tal que:r;
1a (u,v) • F (v) para todo v t H EO



donde B1E es .1 espacio de las funciones adaisibles y B1EO
es el espacio en el cual las condiciones de borde forzadas
son nulas.

Supongaaos que teneaos dos discretizaciones: una con-
forme:

Ballar uh E vhE tal que:
a (uh,vh) • F (vh) para todo vh c vh

y otra no confor.. :
Hallar uh• £ vh.E tal que:

h h h h .ha. (u .,v .) • F. (v.), para todo v • £ ~-. (3A)
Sean u, uh y uh• las soluciones de los problemas (lA),

(4A) y (3A) respectivaaente.
Se tiene:

Proposici6n: 5i a.
la(uh• -

es una forma bilineal acotada entonces:
h h h hv .,w .)1 S y nu - v.I. Iw .".

h h+ \F.(W .) - a.(u,w .)\
£ vh., donde Iv••• (a.(v,v»~

Luego se sigue:
Lema de Strang: 5i a. es una forma bilineal
eliptica entonces existe c > 0 tal que:

nu-uh.l. S c [inf(lu-vh.l. : vh.£vh.) +
h h h-1sup(IF(w .) - a.(u,w .)1 Iw.l.

+ SUp(IF.(Wh.)-F(W~.)1 Iwh.R.-1 :
Una demostraci6n de este lema se puede encontrar en [7,

pp 174).
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