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Se ccnsidra un ~ de canducoiOn del caler ~io WI un

matrial ~ DOl'" un dalllinio n c ft." con fr-ont.ra regular

an - r1 U r2 u r a . Se ~ la exist.ttncia de ilia f~ de erMIr9ia mt.8rna

II canst.ant.e W 58 manti_ sabre r1 la t.enIDtII"'atu-ab > 0 !II scbre r2 el f'lWo de

calor a • siendo ra un& gared adiabit.ica. Considerando QUI! 1. t.lIIllCMII"'atu-acIe

canno de fase •• 00 ••• est.udia la NIlaciOn QUedebit exist.i,. entre a W II PiU"'a

QUe el mat.tll"'ialDr'esent.e dos f.... <liQUidaw s6lida) en n . en t.nts .;jemplos

clistintos. En 1011 tres casas sa- calcula la funcian f'lujo er-itico ac - aclg).

We consider the ~ of the st.eadw t.emperatu-. distribu\ion of a

bcxIw n C ft." IoIith a r-egulr boI.tndarw an - r1 U r. u r•. We •••••• that it.

exist.s a CCInStant. intrnal ....., II .m •••k~ rt at the ~ •.ture b ) 0

.m a constant. •.•• t flux Q on r2 • ....tIile the twat nux on r. is null. We

cansidr that the ~ t.IIIlIDratur-e is [II. and ••• st.udw IooIhich ...- ~

the relation ~ Q and II such that tloIO ~ of the _trial <Uauid .m
solid) are ~ in n. in t.tlree diH~ _Mlld_ In all the cuea. ••• obtain

the criUcal flux funct.ian QQ • ac<g).



Se considera e1 PI"OD1emade 1a dist.ribucian estacionaria d.

t.emperat.ura e d. U"1cuerJ:)O1\ C 7tn en el QUe act.ua una f'uent.e de ."ergia 9
ccnst.ant.•.

Se surxnt au- 1\ Uene U"1af'ront.era regular all .• r 1 u r z u r:t con

r1 Ii rz •• 0 .• r1 • r. de rnedida (n....1)diJMIn5ionalPOSit.iva( 11\1> 0 • i •• 1. 2. l,

admit.itindo•• el cuo r3 •• 0 .

Se aSUM adema.. sin wdida d8 gerw-alidad, que 1a temoerat.ura d.

cambio de fase del mat.er"ia1•• cr.
s. mantien. e .• b > 0 constante sabre r1 y el flujo constant. CI sabr.

frz .• nulo sobre r3 .

~ ut.as condiciones. H ut.udiar.. en t.ru ejemc)los. 1a relacian entre

las constanta CI .., 9 (para un dado valor de t.amorat.ura b > 0 ) para ClUe se

pr.sent.." des f•••• del material.

con 1\ • 1\1 U l\a U L • entonees _ ~ sat.isfacer 1•• sip., •.••

concliciones :



dondeki > 0 as .1 coeficient.e de c:oncIuct.ividad t.itrmtc. de la fase i <i - 1

fase selida. i - 2 . f_e 1iQUida) \;l n tIS 1a nonnal ext.er-iOl" • ra ' r3 0 L BegUn

corresPOnd •.

~ I r~ ""o.

{

u E Ka,
. a<U.v-uJ - Llv-w • \Iv E KB J(uJ _ H~ J(v)

v e Ka

.<u,v) - Ivu VV dx ,

L<vi - 51 I v dx -Q} v err ,
n I

1<v)•• t a(\I,v) - L(y) .

La UNO. lI01UC1On u - uae. de U.3> <6 U.S» CIL*M cract.erizada DOl" la

ucresian :



donclIIUl ." ~ son. ""ese-etiv~ment•• 1•• ':"ic~. solucion •• de 10. siguientes
problemas:

{

Ul E Vo - {v e V : v t r1- a } ,

a(ul'v) - I v d'T, ",v E Vo '
ra

RHU1t~ ademU. gQI'".1 princicio del maximo [3.4J. QUe 5& hen •.• lu

siguient •• grogi.ciades :

iii .1 algunu ~ 1.. daigualdadB •• Htri~. entclnca •• obtJ.". QUe

US1Q191 ,. USaa.ea ., n .



Esto DlINIIit.edefini,... la funciOn fJ&dD criUaD (para cada B > 0>. DOl'"

analogi. a la dada en UJ. de la 5igui~t.e me,...,.. :

• si Q ~ Qc4g) ,ItS USQg~ 0 ~ n <haw \Ita sea fase> .

• •i Q > oc(g). USQgcambia de signo ~ n <se ~ dDs faR'>.

En [2J •• he atudiado .1 Elt'Oblema <1.3> en el caso ••• -.ral cuando B.
o 101 g no IJClf'I 1'lItCeArYment.e const.antes • .".,.alizanaa.. la definicic!In <1.13> 101

~ ~ QaI"'. Qc<g). MU a':'" el case DVt.icular • - 0 fue

~,..t.ado ~ U~ - 71

En el cua de dat.os ~""I si •• define 1a funoiOn de dDs

var-iabl_

F:R1 .••R.

(gA> .•• F(g,q) - 1<usc.>·

F(Q,g) - - ~ •• + C12 Q g - B 101 g + B D":zIQ -}' 01

Cl - llWt oUt>-l Ul d"f > 0 •

c12 - llWt ~ - IUi dx - J. Ua d"f > 0 •

Dt-a<ua~- I"1*)0,

••.• _ drivadM Dar-ClialBdadu DCIr' :



~- - I UBag dx - C12 Q - ~ 9 - B 101 .

o

Se obt.i.".". de (1.17> !II (1.18> rtlRleCt.ivaJllWlt.e. los siguiWlt.U

ut.imadoru gara ac .

"C29+91(\1 R(g) u emac ,. C12 - 2 • v9 ;no.

En ut.e trabajo •• est.udiaran tru e~10. cwu cvactrist.i,c ••

Det"!lIit.irandemostrv algunas DrODi-ades gart.iculvu !ol cticular la funci,6n

nujo crit.ico 'An forma uglioi.t.a. 10 CUIllno DUede siemc:w-euegur-arse en el

caso 9tlnral; IMS aUn. se genrallzaran cirtu desigualdades obt.Wli.dasen [5J

gara el cuo Dartlcular 9 - 0 (ver ma. detall •• en [7]).

2. RESa...~ DEL f'RIJII..EHA <1.3) Y CALcu.o DE LA ~ R..Um

CID1CO EN TRES CASOB PNmCU.ARES.

n - 2 • 0 - {(x.1Il : 0 < X < XcI • 0 < !II <!IIo • Xo > 0 ,~> 0 } •

r1 - { <X.1Il . x - 0 , 0 ~ II ~ Wo } ,

r2 - { (x.1Il : x - Xc • 0 ~ II ~ Wo ) , (2.1)

r3 - { (x,1Il : 0 < X < Xo •••• - 0 0 •••- Wo ) .



n = 2 ,0 < rl < r2

n = { (r,w) : rl < r < r2 } ,

ri - { (r,W). r "" ri }. i - 1. 2 ,

El hecho de QUe en <1.3) los dat.os e, a W 9 son const.ant.es w 1.

~rt.icular eleecien de n, r1 • r2 w r:l en ut.os C&SOlJ,Dr'OVOCaQUe1a Iiolucien

u ~da de una sola variable ( u • u(x) en el p-imer ~o w u • u(r) en 105

dOlJresl.ant._) w per erode resolver (1.3) •• I"1IducII a resolver III grobl_ de

contorno ~ra una eeuacien difeNlnCial lineal ordinaria de segundo orden,

obt.eniendose en cada caso QUeUSa9 est.i dada per <1.7>.iendo :

rl
- 1"':
4

,,1 _ ":,



Para ca1cular 1a 'unc1en de 'lujo criUco •• dMIostr.,.., r:revi....,te

dos eauiva1enoias aue son COllU'leS a 10s t,.•• cases. <En 111 Ej. 1 bast.,..

conside,.a,. x - I" con 1"1- 0 W 1"2- Xo).

51 a > 0 , ent.one •• 1a funoiOn U cambia de signo en n <hawdos f •••• ) si

w solo s1 U<"2)< 0 .

i) Camo u I r1 - 8 > 0 , 1a condician w.) < 0 •• obviamente sufic1ente.

U> se r:rcbara ahcra 1a nec •• 1dad : sea u - uec. de llIaI"IW'aQUe call1bi.

de s111"Oen n. Como U<"1)- B ) 0 ,existe "1 < ,.. ~,.. Lal QUe u(r., < 0 . 5.

cons1de1"'aran IXII" ..,arada 10s des cases it ~ 0 W it < 0 :

• si it ~ 0 , ent.onc •• ClCIr el r:rinciDio del mWmo •• ti_ QUe uCr'z)-

M\t'.u-MiRu <0

I si 9 < 0 .",s. SUlXll"le QUe u<t'z) ~ O. ent.onc •• camo ~ I r.- u'<I".)- -«0

w u<,..) < 0 con 1"1< 1". < 1"2' existe 1"" E ("·"'2) de marw-a QUe u'<I"H)_ 0 II

u"(I""} ~ Q (en 1"•• na.", un maximo I"elativo de u> , 10 cual cont,.adice e1 I'lecho

QUe 6u(r") - - 9 > 0 .

51 a < 0, entone •• u cambia de .igno en n <haw dos , •••• ) si \I solo s1
g< 0 .., U<"m)< 0, s1endo I"m 1a Unica s01ucUOn de 1&eouaoiOn u'<I")_ 0 en

(1"1"'.) .

Se define I"m E Cr1 "..] de ~a QUe vI.r,w - Mtg u . CQIIIO ~ I r. _
u'(,..) - - Q > 0 • ,.nulLa ••• QUe """"" •.

AdeNs si 9 ~ 0 • rionces ClCIr el r:rinciDio del lIIixiIfto •• t.1_ QUe

vl.rm> - M.!p1u - vl.r1) - B > 0 . L....,. u cambia de signo st V sOlo s1 • < 0 ..,
vl.rm> < 0 con "1 < "m < ". .

Para cOlllD1etar 1a delROstraciOn •• veri QUe ". •• 1&Unica saluciOn de

u'<I") - 0 en <1"1"..). sea,.· E <1"1r.) \a1 aue y'(r-, • 0 • Mtonc.. •• Liene



Au<,..·) = u"(,..·) ••• - III > 0 , con 10 cual en t.~ ,..aiz ,.. _ ,..- de la ecuaC10n

u'<r>- 0 haw un minimo,..elat.ivo de u; gor 10 t.ant.o. ,..· •••,..me. Unico.

Si sa aolican 1&5 PI"QC)OSlciones1 w 2 a la funoien uBQg , def inida gor

(1.7> w (24).•• obt.i-.n las .illlUient.es grooiecta~ :

2
ila>O II U(JCol-B-QXO+IlI~(O • Q>!+IlI~>O •

•• a > Qc(~ •••!+ ~ II, "fI II> - 1lI1 ••• - i:l .
Xi)

Xm>O iii uUm>-1g(Q2_2VXoQ+(2Il1B+g2xl»(o •

• a > Qc(~ - V Xo + ~- 2 B V • "fI V ( - Vl .

Si II - - 91 •• t.~ ac<--1) - 0 iii" obti_ Dra el flUio erit.ico la
.illlUient.eexgraien ;

"fI1lI<-..i:I-.-1lI1'

Xi)

~. t.W'Iiendo en CUW'Ita <1.16l iii <1.19) - <1.20) •• dectuoan

"'lIIIDIICU~ :

•
CI.~



Se ~ observar ca.- R1(g) - Qc(g) Dara 9 ~ - 91 <Dor <J.J.9)ra Qc<g) ~

R1(g) , 'rI9 ~. 0) ••• Qc<g) < Ra(g). 'rI9 < - 91 .

(
,..2(01 _ 1),..1 )

1>Q > 0 •••uI.r~ - B - Q "'z 109 0 + 9 - 1 4 + 'oj log 0 < 0 •

• ~ ~ Qc(g) - "'z l~ c + ( ':j - "'1 ~C~~ ~) ) 9 • V 9 > - 91' (2.11)

D*'a9< *.
1<Q(O-~<OI.



2 2 aQ - 0 < 0 - 9"'"F1) ,

r
2 . )u<rm> z B + sa '-t I Q2 ( - 1 + 2 log Q ) + 1 _ G<g,Q) .

r2
(3(g,o) • 13 •. 9 i 7(c) - 0 • 9 • - 91

!8<g,Q) - II ~.~Q log Q < 0, '" Q > 1 , 9 < 0 .

~g,Q) -1(Q2 (- 1 + 2 log Q ) + 1 } > O. VQ > 1 , 9 < C (2.18'

G<g,Q) - 0 clefi,. implicit.aJllW\t. Q - Q(s> , '" 9 ~ - 9t con Q<-91) _ 0 <2.19)

Per" <2.17>, u<rm) - o(g,Q) < 0 • 'rI Q > Q(S>. sa ~ - sal

TWliendo WI CUWl~ <2.14), 1"'WIU1t.a

r B +(;a- r1 (0' - 1)
) 9, V 9 > - 91ra log c 4clOic

ac<s>- i (2.20)"* '< • o;9~-9!,- 0 [Qg)-cl,

dondIt !I& aU definido par <2.12>, Q _ Q<t> par <2.19)" <2.15 i ~ result.a
QUt ace C"<ft) w cnlCiWlta.



•~. 22 22.02- 8 [401090-20 (0-1>-(0-1).,

'" 1"3 0
012 - i ")'(0) ,

B + ( !:i _ 1"1 (0
2

-1> ) 9 (2.22)
1"2 lOlil0 2 4 0 lOi 0 '

2 1"1( 4 o· 109 0 - 2 OZ (02 - 1 ) _ (OZ _ 1)Z )28(0 - 1) _
1"1 0 7(0) + 4 0 7(e) 9 -

COIIIOen el ejemo1o 1 • _ R1(ljl) - Qg(ljl) • 'lllil~ - lill •••Qg(ljl) ( Rz(g) •

'119(-91-

il a > 0 ••• u<rz> •• 8 + (0 - 1) 1"1 ( - a 0 + .!fL (2 oz - 0 - 1»)< 0 ••

a > Qc<g)_ 8 + 1"1 (0-1> (2 0 + 1) 9 • 'IIg > - 91 •
1"1 C (0 - 1) 60

6 Brf (0 - 1)Y{2 0 + 1>

it) a < 0... 9 < - 91 < 0 : Se obt.i•••• ClUe ( 0 •• R > 1 )

Q rZ (I" 1"3)u'(rm> - - ~ + 9 - -f + -:f:l-r • 0
I'm 3 I'm

Se. 1. nuava variabllt llUXil1&r

a-o--1r\-.
Entonca :



2
Ulrm) - 8 + -¥ (2 c Q ( c - ( a )1/3 ) - c4l3 Q2/3 + 1 } _ H<g,Q) <2.27>

~2 9 2
H<g,c)- 8 + ~ (0 - 1) (2 c + 1) _ 0 •

aH. r~ 9 c { .113 } 1
aQ,g,Q) - 3 c - ( 8 J < 0 , 'rI ? < Q ~ c . 9 < 0 •

~ 2

l~g,Q) - ? (2 C Q ( c - ( a )11'3 ) - C·/3 Q2/3 + 1 ) > 0 ,

"':\~Q~c , 9<0.
o

Per <2.29>.- U_ QUe ulrm> - F(g,Q) < 0 , 'rI Q > Q<g). 9 ~ - 1J1. Como. 1)01'"
(226) _

{

8 +1 •• (c-1>(2C+1) IJ 'rIg~-g1'
r1 C (c - 1) 6 C

Clc'g)-

g~<C-Q(g», 'rIg~-g1,

dande 9a est.' definido 1)01'"(224) , Q - Q(g) ID" <2.31) V <2.27>; ••••• , rBUlt.

QcE~<Jt)ve:reeiente.



B r, (c - 1) (2 c + 1) 9"
r, c (c - 1) + 6 c

(2.34)
2 B (C2 + ,;;+ 1) 2 r, (c - 1) (~ c3 + IS c2· + 3 c + 1)

~~~-V~c+V+ ~~c+V ~

Como en losc.sos ant •.•iores. se t.i_ QUeR1<la>- Qc<la>, "Iii :l: - 91 •••

Qc(la>< R2(g) , "I 9 < - 91 .
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