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Se considera un problema de conduction del calor estacionario en un
material reoresentado por un dominio 8 C R" con frontera regular
80 = ' UT,; U T, . Se supone 1a existencia de una fuente de energia interna
gmtmteusemnﬁmsobn&la'-mlhrtb)Ousobnrzdf’lu.iodl
calor a , siendo I3 una pared adiabitica Considerandsc oue la temperatura de
cambio de fase es 0°, se estudia la relacién que debe existir entre q y g para
qunlemialnrasmudosfammm“ﬁmvmn,mmslmlos
distintos. En los tres casos se calcula 1a funcién flujo critico gc = agle).

ABSTRACT

We consider the problem of the steady temperature distribution of a
body £ C R" with a regular boundary 80 = I, U Ty U Ty . ke assume that it
exists a constant internal energu g and we kecp I'; at the temperature b > 0
and-mmmtclmqmr,.mu.mmtmumr,nmuu-
consider that the phase-change tamoaraturs is 0% and we study which must be
the relation between q and 9 such that two phasas of the matarial Qiquid and
solid are presant in 0, in three different examples. In all the cases. we obtain
the oritical flux function qo = Gelg). '
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1. FORMULACION GENERAL DEL PROBLEMA CON DATOS CONSTANTES.

Se considera el problema de la distribucién estacionaria de
temperatura 9 de un cuerpo & C R en el que actla una fuente de anergia g
constante

Somon-ca.nOummaﬁrontcrarmlaransrlurzurgcm
l‘,,nl‘,-Gur,_,Pgd.modidah—i)dm:snumitiva(Il"il>0,i=1.2.),
admitiéndose el caso 'y = @ .

N

Se asume ademis, sin perdida da generalidad, gue la temperatura de
cambic de fase del material es 0°

Sa mantisne 8 = b > 0 constante sobre I’y y el flujo constants g sobre
| P u;'ulosobrcl"g.

€n estas condiciones, se estudiara, en tres ejemplos, la relacion entre
lasconsunusuus(paraundadquordctanwaLurab)O)naramu
presenten dos fases del material

Si se define la temperatura @ = &x) de la siguiente maners :

8 < 0, x € N}, (fase sblida)
oo =490, x € L (frontera libre) (B8

8%) > 0, x € 1y (fase liquida)

con O = 0, U 0, U L , entonces se daben satisfacer las siguientss
condiciones :

9;-9,-0,!&%-!:,% ’w-‘:a

eg-b)o' sobrt!';,
J 2
ak’%-a si 6> 0socbral,,
a0
-k‘m!-_q si 0 <Osobrel,,

g.o ' scbra I, ,
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donde ki > 0 es el coeficiente de conductividad térmica de la fase i (i = § :
fase solida, i = 2 - fase liquida) 4 n es la normal exterior a I'; , I; 0 L segin
corresponda.

Este problema resulta equivalente a [5,6] :

-

~8u=g eni,

U‘r‘saﬂkzb, » _
{ 4

—%lr2=a.
%lrQSOI
9

siendo u = x) 1a nueva funcién incoanita, definida de la siguiente manera :

u=k26+—k19‘ enf, 1.4)

Y que admite también las siguientes formulaciones variacionales [3.5) :

ué€ KB ’

aAuyv-u) = Liv=) , Wv € KB é Jw -ngnKBJ(v) us
siendo

v =H@, KB-{VEV:vln-B.),

uv) = l Yu Vv dx ,

Livime g Ivdx—QJana
Q 2

Jw) = % atvad ~ Ltv) .

.6

S

~

La Unica solucion u = Upgg 98 U.3) 6 U3 queda caracterizada por la
expresion : '

Uggg=B-au +9u an




donde u; Y u; son, respectivamente, las (nicas soluciones de los siguientes
problemas :

-

wy=0ennl,
ulip =0, ule‘JO-{véV:vlrl-O},
9 o 1.8
%“‘-‘lrzai, a(upv)-J‘vd’Y. Yv € Vg ,
I
a‘J;
=0
Y
-
—Qup =yt en ),
Uz € Vo,
Uplp, =0, ) w
a(ue.v)zjvd’Y. Yv € Yy .
%'rzurato’ T2

Resulta ademds, por al principio del maximo (34], que se tisnan las
siguientes propiedadces -

¥ u, y Uz son funcicnes positivas en N . 110)

%319 20, antonces se tiene la siguiente equivalencia :

Uggg 2 0enn - Upgg 2 0en T, 1.11)

De (4.7 y (1.40) es claro también que se deduce :

!0(9,_552,1::,5%39“9, » uBm‘msuamg.mﬂ.(L..lZ)

usialqmud.luduigundadunmlcu.muobumu
UBya;9, * UByaaa, " O
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Esto permite definir la funcidn flujo orition (vara cada B > 0), por
analogia a la dada en (1], de la siguiente manera :

ac R R,
¢ = acle 143

de manera que :

¥siagac®, es upy, 2 0 an 0 (hay una sola fase)

Esiagd> e, Upgg Cambia de signo en (@ (se presentan dos fases).

En [2] se ha estudiado el problema (1.3) en s] caso mis general cuando B,
G ¥ 9 No sOn necesariamente constantes, generalizéndose la definicion 413 y
obteniéndose estimadores para Qc(@. Més aun, &l caso particular 9 = 0 fue
tratado en [1,5 - 7).

En sl casc de datos constantes, si se define la funcién de dos
variables

F:REa R,
90 < Flg® = J(“qu” (114

sa obtiene que F € C®M? y ademis viens mxpresads de la siguiente manera :

F(a.s)--?o'-l-cuus-Blmg-bBrzla-%‘q' u1m

ﬂ‘-mﬂ‘)-J u‘d’1>0.

nu-m‘w-lu‘dxuju,d‘!>0. uie

%-'-%w-luatw '

sisndo sus derivadas parciales dadas por :




%sr\[ua“d‘!--clq+cu9+8ll‘zl, {RL,)
2
9 o | uggg dx = Cy2 G = - B 148
5 Bag 12 G2 9 .

a

Se obtienen, de @4i7) y (118 respactivamente, los siguientes
astimadores para qg -

ac < ER%“‘*_B'_QL =R, Va20 1.149)

(en virtud de 1110 y
s 22TEEE LR, vaER. 420

En aste trabajo se estudiarin tres ejemplos cuwas caracteristicas
permitiran demostrar algunas propiedades particulares y calcular la funcién
flujo oritico an forma axolicita, lo cual no puade siemore asegurarse en el
caso general; mis aun, se generalizarin ciertas desigualdades obtenidas en (5]
para el caso particular g = O (ver mas detalles an (7).

2 RESOLUCION DEL. PROBLEMA (1.3 Y CALOULO DE LA FUNCIDN FLUJO
CRITICO EN TRES CASOS PARTICULARES.

Se considerari al problema (1.3) para los tres casos siguientas :
Ejemplo 1 :

n=2 , 0= {xw:0<x<%.0<y<% %>0 ,uw>0},
Fomf{w x=0,0Sugw).

Frm{w:xmx,0SuSu )}, 2y
r¢={(x,u):0<x<xo .uaobu-uo}.




Ejamplo 2 :

n=2 , 0<ry<r, , r ., w: polar coordinates in X%,

n={(r,u):r,<r<r,}, @2

ri-{(r,u)Arsri), i=1,2,

l"3=0.

Ejemplo 3 :

El migmo aue el ejamplo 2 pero para la dimension del espacio n = 3 . (23)

El hecho de cue en (1.3) los datos B, a y g son constantes y la
particular eleccion de 0, I’y , I'; y I’y en estos casos, provoca gue la solucion
u depsnda de una sola variable (U = ux) en el primer ejemplo y U = Ur) en los
dos restantes) y por ende resolver (1.3) se reduce a resolver un problama de
contorno para una ecuacion diferencial lineal ordinaria de sagundo orden,
obuniéndoscencadacasouuaagostédldaw(imsimo:

¥ on el ejemplo 1 :

uglx) = x ,
( 0Sx<x) 24
2
u,(x)-xox—%.
% en gl ejemolo 2 :
u,(r)-r-,log{:,
(ri$rdry) 2.5)

r2 r? .l
u,(r)--{logﬁ——‘—l-.

¥ en al ajemplo 3 :
u,(r)-rﬁ(,&—*),

{rdrdry) @26

u.(r)--'-!\(}‘-i)--'l'—-;—":-.
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Para calcular la funcion de flujo oritico se demostrarén previamente
dos equivalencias que son comunas a los tres casos. (En wl Ei | bastard
considerar xmrconr, =0y r;, = xq)

Proposicion 1.

Si a > 0., entonces la funcién u cambia de Signo en O (hay dos fases) si
W s0lo si uiry)) < 0.

Damastracién

i) Como u | r,= B > 0, la condicién ulry < 0 es cbviamante suficienta.

ii) Se probara ahora la necesidad : Ssa u = Ugqg @& Manera oue cambie
de signo en . Como wry) = B > 0, existe r( < r* < ry tal que wr® < 0. Se
considerarin por separado los dos casos g 20 w g< 0:

% si g 2 0, entonces por el principio dal miximo se tisne oue ury) =
H'ﬂu-rﬁsg <0

*siq<09nsuoonouunu(rg)ko,mtoncucomgtr'-u'(rﬂ-—«o

w urh <O0conr <rf<r,, existe r™ € ("Yry de manera que U™ = O o
ur™ < 0 (en ~*® hay un maximo relativo de W , lo cual contradice el hecha
que Aur™ = - g> 0.

Proposicion 2.
Si @ < O, entonces u cambia de signo en 0 (hay dos fases) si y solo si

90 v Krm <0, siendo ry la Unica solucion de la ecuacién U = 0 en
(",_,Pg) .

D ¢ ‘e

Se definre rgp € [, r, d.mlmnurm)-?'ﬁau.Cmalrz-
Uiry) = - q> 0, resulta ser qua Pm o ry .

Ad.mhsisZO.mtoncuwdnﬂminiodllijmuumu
u(rm)-Hig Umur) = B)>0. Lusgo, u cambia de signo si y sdlo si g < O y
S
urm <0 conrydrm¢ry.

Para comoletar la demostracion se verd aus re s la (nica solucidn de
uir) = 0 en (ry ry) . Ses r* € (n) £y tal que U = 0, entonces se tiene
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aurh = v = — g > 0, con lo cual en toda raiz r = r* de la ecuacién
U(r= 0 hay un minimo relativo de u; por lo tanto, r¥ = rm €8 LNico.

Calculo de ac en el ejemplo 1.
Si se aplican las proposiciones { y 2 a la funoion Upgg ¢ definida por

(1.7) y (Z24). se obtienen las siguientes propiedades °
. 2
ira>0 y u(xo)-a-qxo-pg?(l) L] a)-x%+9x29>0 -

™ a>ac(9)=%+?q. V9>-g,=-?-x§.

iDa<0 w g<~9,<0:

UVam = g+ 9o — X =0 = xm-Xo—§<XJ-
Luego se tiene

>0 v v =k (0’ -29%a+(29B+9°:3))<0 w
“ a>ac@ =g+ d—259 , Vg<—g.

Sigm ~ g, se tiene ac(—g)) = 0 y se obtiene para el flujo critico la
siguiente expresion :

[B+%o. V92--2;§---m.

Aol = @

8x+4-2B8 ., V9<--z-x§--=-9..

siendo ag € CYR) y creciente.

Ademis, teniendo en cusnta (116 y (U419 - (G200 se deducen
respectivamerte :
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299

Se puede observar qua R;ig) = ac(®) para 9 2 — 9, (por (119) era acle £
R,,(S),VQZO) Y %‘Q(Rz(ﬂ). Vg<-gl

Ciloulo da az en el ejemglo 2

Como en el ejemplo 1, si se tiene en cuenta U.7) y 2%, y se define

ca",.-fn 210

2 . .2 3
na>0uu(r,)-B—ar,1ogc+9(—-f-ﬁﬁr'-i+?looc)<0 "

. azace = ——f + (P -] :’20;:’)9 L Ve>-g, @D

gxs-;f% W Mo m2ctloge—-? -1 212

'

Por otraparte. $ia<0 ¥y 9< -9, <0 setiens:
2
d(rnga—u;a+(-':?+{-§;)g-0 -

. Q<Crm=r c(c—-gz-ﬂr) . wag(-—z,.f—,

¥ por ende rasulta :

Fi<ra<ry  w  1cato--FRicat. @13




Si se define la nueva variable auxiliar

2 __2a
Q xc(c T?_l-)' (214)
entonces se tisne que :
Pz' 2
uWrmw=B+92(Q%(-1+2100Q)+1)=0am. 245

2

Siz=0. se tiene % = ¢ ¥ por enda se deducen las siguientes propiedades:

2
G(g.c;'-Ei-g%‘-'Y(c)-O - gma-g 1216
Low=9-7a10sa<0, vaA>1.9<0, @247
r? 2 |
Low =2 (@ 1+213@1+1)>0, vart, gcc 218"

Luego se tiene que,
Gig@ = 0 define implicitamente Q = Q@ , ¥V g £ - 9, con Q(—g,) = c 2.4
Por 217, urp) = G <0 , YA>QP. 9 — g,

Teniendc en cuenta (214), resulta
e>a® w -F(@d@-cicocc,
vwmdeuda&mwadﬂua‘ocritieohﬁwimhexnruibn:

.-
[T—.—ﬁn—c’f(?- D=t )5 var-g

Qcle) = 220
- 33k -, ves-a,

donde 9; asti definido por (212) , Q@ = Q@ por 249) y @4 ; ademis resulta
aust ac€ C'R) y creciente

Segun (1.16) y (212), y (1.19) - (1 20) se obtisnen respectivamente




ee=2xriloge,

4
c,-%-’lua‘ log ¢ - 2 ¢? @~ 1) - &%~ 13, @20

nric
cu:+7{c);

Rx"”'?i?:g_e*(?‘:i‘gsa:%)" @z

© — 1 m(4c‘logc-2c’(c’—i)—(c’—i)z)
Rl = ST * T ’.

Como en el ejemplo L , e Ry = aol@ , Vg 2 -~ @ Y Ol < Ryg) ,
Ye<~—a9;.

Cilculo de a; an el ajemplo 3

A partir de 1.7, 28) y 210 se tiens :

Da>0 y u(r,>=B+(c-1)r,(-qc+-’—6’l£-<2c’—c-n)<o "

B ry e—-1) 2 c + 1) -
L °>°°(9"mc(c—i)+ r-ar 9, V9> -g, (223)
con
-]
Yy = . (2.24)
* rf(c-v’%c+1)

iWa<o v 9(—9;<Df&obtimm(c=;-f>i)

qf'z Cm f‘o
u'(r‘m):—T}-'l-g(—-g--k—a—;;-T)-O,g ry {Prp<ry o
m m

2/3 3a Wa ryood
- r (-3 (g — ) [*] aa<co. (229
- %5 .al.n_crl._

Ses la nueva variable auxiliar

Tmc-% @26

Entonces
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2
uu-,.,a-s+—'*3-‘-1-(2cu(c-<§)"’)-c"°az’5+1)-H(g,m @zn

Sia=0. se tiene Q = ¢ y por ende se cbtienen las siguientes propiedades :

~2g

Heo) =B+~ - 1% (2c+ D0 w g=-g, 228

g%m.m-'—fg—‘-’-(c—(&;"")<o, vicage . sco, @z

' 2 A
%g,ﬂ):%(2cQ(c-(5)"°)—c‘/3Q2/°+1))O,

@30
b‘é;SQSc . 9<0.

Luego, se deduce que :

He.Q) = O define implicitamente Q = Q@ . ¥ g < — 9, con Q(—gy = 231

Por (229), se tiene que ulry = F@@Q <0,V Q > Qg , 9 £ - g; . Como, por
(226) es

a>a® e 2o (c-aw)cac<o

se tiene :

rMic—-1)Q2c+4)
FeRTT ¢t X ° Ve2-a,

acle) = @32
8 - aw), Vas-g,

donde 9; esti definido por (224) , Q = Qg por (231) y (227) ; ademis, resulta
ac € C'R) y creciente
Por otra parta, se deduce gue :

ci=4xriclc-0,

1o,-isn:w-n'(ac‘-u-sc‘-o3c+n. 233

cu-‘sarfc‘(c-i)’ae-bt).
L
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9
B rnie-1)2c+ ) '
Rue) = fmekc-n T 6c 9
. . 234
2, -
Ry(g) = 2B+ + 1) +2r‘,,(c 1)(52c +6c®+3c+ 1)
rnc'le~102c+ c“@2c +

Como en los casos antericres, se tiena que Ry@) = WP, V2 -9 y
Qeig) < Rplg) , ¥ 9 < — gy .
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