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BESUMEN

Sa verifican experimentalmente [Ar] las formulas analiticas obtenidas
para la determinacion de ccaficientes térmicos de materialas semi-infinitos a
través de un proceso con cambio de fasa con una scbre-condicion en el borde fijo
[{Ta1,2.3)

ABSTRACT

ta verify experimentally [Ar] the amalytical formulae which have been
cbtained in [Tai,2.3) These formulae determinate the thermal coefficients of semi-

infinite materials through a ohase-change process with an overspecified condition
on the fixed face.




INTRODUCCION

Se considera un cuerpo semi-infinito x > 0 en su fase liouida u a la
temperatura de fusion al cual se le ouieren calculsr uno o dos de sus coeficientes
térmicos (k¢ conductividad térmica, c calor especifico, 1: calor latente de fusion
por unidad de masa, 0. gensidad de masa, a: difusion térmica).

Se realiza un oproceso de solidificacion con una diferencia de
temperatura 6,>0 w cor una sobre-condicion dada por kbyOtizhg/dt & 6,0.t=He /At
@>0,np>0H>0 en el borde fijo x=0, donde 9=6(xt) representa la temperatura en el
punto x>0 y al instante t>0 , Hy es &l coeficiente que caracteriza la pendiente de
la taemperatura en x=0 u hg=k H, (esta Ultima relacion es vilida cuando el
coeficiente k es conocido).

El metodo utilizado para la determinacidon experimental-numérica de un
coeficiente téermico a través del proceso de solidificacion descripto consiste en

las siguientes etapas

{) Realizar el proceso de solidificacion determinando experimentalmente 6,0
Y HpO © hyd0 LAr]

ii) Determinar numericamente un coeficiente auxiliar £>0 que resulta ser la
unica solucién de la interseccion de dos curvas analiticas que dependen de los
coeficientes teérmicos conocidos, de funcionas matemiticas conocidas u de los

datos experimentales calculados en (i) [Ta 1,2,31

(iid) Aplicar las férmulas analiticas obtenidas en [Ta 1,23] para la
determinacion del coeficiente térmico desconocidc en funcion de los coeficientes
obtenidos en () y i

tv) Si en (i) se determina ademis experimentalmante sl coeficiente o>0 aue
caracteriza la interfase solido-liguida s(t'=204t , entonces se pusden repetir los
pasos (i) y (i) para obtener simultineamente dos coeficientes térmicos
desconocidos [Ta2,3].

El material de cambio de fase utilizado en la experiencia fue estearina y en
nUMerosos Casos los resultados obtenidos estian de acuardo con los datos de Tabla

Los procesos con cambic de fase se presentan en multiples aplicaciones de
la ciencia y de la tecnologia moderna ; mas datalles pueden verse on [Ca,CaJalrlu,
Ru,Tad4l




DETERMINACION DE COEFICIENTES TERMICOS A
TRAVES DE PROBLEMAS DE TIPO STEFAN A UNA FASE

Para la determinacion experimental de coeficientes térmicos constantas
(en cada fase del material) a traves de un proceso de cambio de fasa (problama de
Lamé-Clapeuron-Stefan a una fase) se utilizardn las variantes descriotas an
(Ta1,2,3] Para allo se deberin taner en cuenta las condiciones cue implanta al
modelo utilizado, s decir

3) Coeficientas térmicos k, 0, ¢, 1, & constantes (en cada fase sOlida o
liguida).

b) Para la determinacion de los coeficientes térmicos de la fasa solida
(liguida) se realizara un procesc de solidificacion (fusion), debiendo toda la
substancia encontrarse a la temperatura de cambio de fase 9, on estado liouido
(slido) en &l instante inicial t=0.

©) La temperatura del foco (temperatura del borde fijo xe) deberi ser
inferior (suparior) a la de cambio de fasa 6; para la determinacién de los
coaficientes térmicos de la fase solida (liquida) La diferencia de temperatura (an
valor absoluto) entre la del foco y la de cambio de fase serid notada con 9 >0

d) Se simula el material semi-infinito con un material de lonaitud finita
(@n nuestro caso SScm de longitud y 1.6cm de diimetro) jue se encuentra aislado en
la parta derecha. El foco de temoeratura fria (o calient®) se tomari el da la parta
izouierda (representado por x=0).

@) Si la interfase solida-liquida as conocida (desconocida) a priori
podran calcularse simultaneamante dos (uno} coeficiantes térmicos del matarial da
cambio de fase.

f) En el borde fijo x=0 se tiene una sobre-condicién dada por el flujo de
calor o la pendiente de la temperatura [Ca)

A continuacién se veran las diferentes variantas y formulas amaliticas
obtenidas en (Tai2,3] que se tratarin de verificar a través de los resultados
axparimentales (y también numéricos) guas se obtuvieron en las 9 experiencias
realizadas.

Por conveniencia, se considerarin tres partas A, B, C en las, cualeas se
tendra en cuenta si el coeficienta de conduccién térmica es conocido a priori o
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no, 4 si se trabaja con ur problema diracto (la interfase sdlido-liguida es
desconocida & priori) o inverso (la interfase solido-liouida @s conocida a oriori en

la forma s®t) = 2c ¥% . con )0 coeficiente dado) de cambio de fase.

Parte A

En este caso se utilizard el modelo matematico dado en [Ta3), el cual

puede utilizarse cuando el coeficiente de conduccidn térmics k es desconocido.

Esta variante difiere de la dada en [Tai,2] por el hecho de que la sobre-

condicion en el borde fijo x = 0 es de la forma:

) 80t = £ Ho/dt Ho > 0,
signo + : caso solidificacion , signo — : caso fusién ,

en la cual no aparece el coeficiente de conduccién térmica k ; es decir, el flujo de
calor en x = 0 as suostituido por la pendiente de la temperatura en x = 0. Para
resclverlo, se supocne que los coeficientes Ho, o, 60 > 0 son conocidos de la
experiancia, donde ¢ es el coeficiente que caracteriza la frontera movil st)s2edt
aue representa la interfase solido-liauida.

Propiadad i: Determinacign simultgnea de los coeficientes k. D

Si los datos Hy > 0, 0 > 0, g > O verifican la condicién

Lo

@ P

<4

independientemente de 0 >0, c>0, entonces k u 1 estin dados por:

@ k= ‘%-"2 . 1= Hoooexpl-£%/€2

donde £ es la Unica solucion de la acuacion

7 f@-;‘%ﬁ; , x>0




X 2
& Fix) = erfx) = %. et .
-
x}
Propiedad 2: (Daterminacidn simultinea de los coeficientes k, o

Si los datos Ho > 0, ¢ > 0, 60 > 0 verifican la condicidn (2,
indeoendientemante de 0 > 0, 1 > 0, antonces k. ¢ estan dados por

: olo - 1 2 2
(3] (-4 Y, : )
6 Hoexms G'EG axp(€

donde £ es la unica solucion de la acuacion (4).

Propiadad 3: (Determinacign simultjnea de log coeficisntes k a)

Si los datos Ho > O, 8o > O verifican la condicion (2), entonces k, & estin
dados por

donde £ es la Unica solucion de la ecuacién (4).

Parta B

En este caso se utilizari el modelo matemiatico dado en (Tail, el cual
puede ser utilizado cuando el coeficiente k de un material semi-infinitc es
conocido. En. esta caso se tiene. como sobre-condicion en al borde fijo. el flujo de
calor que el material de cambio de fasa recibe en el borde fijo x= 0, s decir

@  k8OL) = £ hg/qt t>0 ,conhg >0
gigno + : caso solidificacion, $igno — : caso fusion.

Para resolverio, se supone aus los coeficientas hg, 8o > O son conocidos
de la experiencia, con lo cual debe medirse el flujo de calor. El modelo permite
obtener también, teGricamente, el valor de ¢, que caracteriza la frontera libre
=)= 20 |t .




La relacion entre las constantes Ho y ho esti dada por:

1)) ho = kHg .

En un orimer intento experimental se tendri presente la relacion (9). Es
decir oue en lugar de determinar experimentalmente el flujo de ca_lor enx =0 se
calculara la cendiente de la temperatura en el borde fijo.

Propiedad 4: (Determinacion del coeficiente D

Si los datos ho > 0, 80 > D y los coeficientes del material de cambio de
fase 0> 0. C= 0 c >0 k>0 verifican la condicion

k9, eg Ikpc 2 k
) = [¢ =)
los coeficientes 1 4 o estan dados por:

((E}) U-GJ%.

a2 1-’.;9 ?%ﬁz_’

’

donde £ es la unica solucion de la ecuacion :

a3 f(f)-;r'%s.:, x>0.

Propiedad S:Determinacion del coeficients o)
Si los datos hp > 0, 6p > 0 y los cosficientes del material de cambio de
fase 0> 0.k > 0, L = 01 > O verifican la condicién:
kiég
s i
g <

los cosficientes © y o estén dados por:

as o-".r'?m-e')..
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(16 cm %; 2@®,

donde £ e@s la unica solucién de la ecuacion :

k19 2
un @-a—-ﬂ-cxo(x) . x>0.
%

Propiadad €(Determinacign del coaficienta 0}

Cualesguiara sean los datos hy > 0, 9, > 0 y los coeficientes dal material
de cambio de fase k > 0, 1 >0, ¢ >0, los coeficientas o Yy ¢ estin dados por:

kég £

49 {7 = g!g{% £,

donce £ es la unica solucién de la ecuacién :

20 %‘.’* =x expixd fx), x>0.

En este caso se utilizara sl modelo matemitlcc; dado en (Ta2l Este modalo
parmite, una vez conocidos ho, ¢, €0 > D da la lxpu;‘imcia, la determinacién
simultanea de dos de los cuatro coeficientes, k (conductividad térmica), 1 (calor
latente de fusion), ¢ (calor aspecifico), o (densidad de masa), de un matarial que
ccupa un madio semi-infinito. Esta determinacién es obtenida a travas de .n
problema inverso de Lame-Clapeyron (Stefan) a una fase.

Prociedad 7Meterminacién simultines de los cosficientes 1 y &)

Si los datos ho > 0,0 > 0, %0 > O y el cosficiente k > 0 dal matarial de
cambio da fase verifican la condicién

1) ;’&%(i
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independientemente de 0 > O, entonces los coeficientes 1 y ¢ estan dados por:

, v -2 he -2
(22) ‘ c = Pc . lm= Eexm-f Y,

donde ¢ es la Unica solucion de la ecuacién:

(23) £ %%

xv-m ' x>0

Prooiedad 8:Determinacign simultjnea de los coeficientas 1 g @

Si los datos ho > 0, o > 0, 80 > O y el coeficiente k del material de
cambio de fase verifican la condicion (21), independientemente de ¢ > 0, entonces
los coeficientes 1 u ¢ estan dados por:

2 o= Kyg2, . hcTemith
co k€

donde € es la Unica solucidn de la ecuacion (2.

Propiedad S:{Determinacign simultjnea de los coeficientes ¢ g o

Si los datos ho > 0,0 > 0, 60 > 0 y el cosficiente k > O del material de
cambio de fase verifican la condicién (23), independientemente de 1 > 0, los
coeficientes c y 0 estan dados por: A

.

2 2 2
2% p-%exo(-e) . c-%e &€ ,
donde £ es la Unica solucién de la ecuacion (23).

A continuacion se considerardn la determinacion de ho v uno de los
coeficientes téermicos k, 1, 0, ¢ :

Propisdad 10(Determinacion simultines de otros coeficientes fisicos)

i0a) Cualesquiera sean los datos ¢ > 0, 6o '> 0 v los cosficientas del
material de cambio de fase k > 0, 0 > 0, c > O, los coeficientes ho y 1 estin dados
por : )




kOQS Ceo QXD(-E‘) = €
(26) hoﬂm, IIW (con ¢ :).

10b) Cualesquiara sean los datos o > 0, 60 > 0 y los coaficientes del
matarial de cambio de fase 1> 0. 0 > 0, c > 0, los coeficientes ho y k estin dados
por:

A 2
Q@7 hg = 0lo explfd , K = ﬂ_gcg'_ ,

donda £ es la unica solucion de la ecuacion Q0.
10¢c) Cualesquiera sean los datos ¢ > 0,60 > O ¥ los coeficientes del material
da cambio de fase k > 0,1 > 0, ¢ > 0, los coeficiantes ho 4 0 astan dados por:

@8 ho = Ee® axpie® |, o= 5%,
co

donde € es la Gnica solucidén de la ecuacién (2O).

DISPOSITIVO EXPERIMENTAL
Para la detarminacién de coeficientes tarmicos (de la fase solida o
liquida) de un matarial semi-infinito a través de un proceso con cambio de fase , se
construyd un dispositivo [Ar] que respondiesas a lag caractaristicag gue imolanta
el modelo matematico utilizado (Tat,2.31 En las figuras {, 2, 3 se encuentra uma

descripcion del eguipo axperimental.

£l material de cambio da fase utilizado fua la estearina (dcido
estedrico), cuuos coeficientes tedricos de tabla [Pe, We) estin dados par :

8, = 6923 °C, 1= 4754 cal/gr ,
0 (sdlido) = 0,9408 ar/cm3 , 0 {diguido) = 0,847 gr/cm?®
¢ (86lido) = 0,399 cal/gr *C, c (liguido) = 0,550 cal/gr °C,

k = 0,0003824 cal/seg cm °C (vilido para ambas fases ).
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ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Wilizando los datos experimentales obtenidos [Ar] se analizaran los
resultados mediante araficas. En la fiaura 4 se grafican los valores de k hallados
exoerimentalmente aolicando las formulas analiticas de las Propiedades 1, 2, 10
(formulas (3), € u (27) respectivamente) v se los compara con el valor teérico de
tabla. Puede observarse cue los valores de k obtenidos con las férmulas analiticas
estan en concordancia con el valor de tabla er las experiencias L. 2, 3. 6, 8
aplicando las tres propiedades, mientras que en la experiencia 92 sdélo se
encuentran de acuerdo con el valor de tabla los valores hallados por medic de las
Propiedades 1 w 2 En cuantc al resto de las experiencias los valores de k
difieren con respecto al de tabla

Si se analizan los valores de ho reoresentados en las figs. 11 y 12 para
las distintas experiencias, obtenidos por aplicacién de las férmulas analiticas de
las Propiedades 10a. 10b, 10c, 1(d (Formulas (29 y (31) respectivamenta u la
relacién homk Ho se va gue en las experiencias {, 2,6 y 8 hay concordancia a
traves de las cuatro propiedades y los dados por la relacion hosk Ho .

Se podria decir que los valores de ho hallados en las experiencias 1, 2,
6 y 8 son “buenos” (se debe recordar cue en realidad se hallaron
exparimentalmente los valores de Ho) y en consecuencia se cbtienen buenocs valores
de k aolicando la formula de la Propiedad 2 en las experiencias mencionadas.

Si bien las formulas dadas por las Propiedades { w 10 son las mismas, la
diferencia entre ellas esti dada por el parametro £ En la primera, £ es solucion
de la ecuacion (4) mientras que para la segunda, £ es solucion de la ecuacion (20).

Para amalizar los valores de k dados por las Propiedades { y 10 se
observarin los valores de o que se representan en la fig. 6 En ésta se encuentran
los valores de ¢ hallados experimentalmente y los ocbtenidos al aplicar las
formulas analiticas dadas por las Propiedades 4, S, y 6 (formulas (1), U Y 48
raspectivamante). En esta grifica se pusde ver cus hay concordancia entre los
coaficiantes ¢ exparimentales (Cexp’ con los dados por las Propiedades 4, S y 6 en
todaslumsmciu,um.mh4(duﬁ.muharnﬁudoamww
mvﬂmewulud.hsMMumh?mrdim
entre Texp ¥ 8l resto de los cosficientes de 1s misma experiencia. Volviende a la
fig4 ss ve oue las mayores discrepancias en los valores de k se sncusniran,




precisamert® en las experiencias 4 y 7.

Aplicando taoria de errores y teniando an cuanta todos los valores de k
graficaocs en la fig 4, sa cbtiene:

<= 354 + 02910 *cal/sag em C

Este valor estadistico de k concusrda muy bien con el valar hallade en
tabla.

Sa analizarin ahora los valcres hallados para el coeficiente 0. En la
fia3 se ~soresentan los valorss dados por las Propiadades 6, 8, 9 y 10c (formulas
(19), 24) (23) y 29 respectivamente). En las axperiencias i y 2 los valores de 0
dados por las cuatro propiedades se encusntran en concordancia con el valor
de tabla E€n cuanto a las experiencias 8, 7 y 4 36lo se obtienen valores "buencs”
de 0 cocr la Propiadad 6 a pesar de haberss comprobado que los valores da ho
cbtenidcs por esta oropiedad no son “buenos” para estas experiencias.

Aclicande taoria de errores y teniendo sn cuanta todos los valoras de 0
graficaocs an la figura 3 (excepto los de la experiercia 4) se obtiena para el
solido :

0g=0,93 + 009 gr/cm®

Este valor estadistico de 04 concuerda muy bien con al valor hallado an
tabla.

En cuanto al valor de la densidad del liouido (9)) se cuenta con uno sdlo:

=08 + 0 gr/cm’

gua también concuerda con el valor dado por tabla (aungue su arror rel.iivo es
muy grande.

En las figuras 7 y 8 sa hallan represantados los valores de c hallados
@xperimertaimente aplicando las formulas analiticas de las Propiadades 2,5, 7, 9 y
10d (Férmulas (6) 46). 22, @D y (3L respactivamente). En las exceriencias 1 y 2
los valores dados por las cinco oropisdades estin en concordancia con el valor
hallado en tabla.




~“C..0a%03 TEOrlE O errores y teniendo & Suenta todss ioe cairas do -
. raficados &~ .as Figuras 7 u B (exceoto losr de ia experiencia 4 obtenemss nare e
solido:

cg = (5,39 1+ 5.02) cal/gr *C

Este valor estadistizc de ¢ soncue~da mus Cier con e. valor nal.ads s~

acla

Con respectc ai zce‘:ciarte cel liouidc teremos um Uric: saior
e = G5 & 129 cal.g L

qQue esta er concordanzia cor e -aicr de tacla

Contiruana: zcr el analisis de los resultados oﬁblni_dos, se le"e  ias
figuras 9 u 10, donde se nallar representados ids valoras del En dicras graficas
se representar 1os valores cotenidos sl apiicar las propiecades 1 4 & 3 4 i°
(Formulas (3 12 (22), (24' 4 (Z6' resoactivamente Silc en las sxoeriencizs | . I
los valores dJados por todars las propiedades se encuentran en concordarcis -or 4.
dadc por table

Ag.icandc tecria de errores y teniendo er cuenta LOC0S cF i cres o
graficacos e~ las figuras 9 y 10 se obtiena:
.= 8C > 4 zal or
Este valor estadisticc de 1 zorcue~ua Ma TIer COr &, A “allaoe er
tabla

Para finaliza~ se ouede destacar que «) modelc matemitico que results
ser mas simple. dJesde el punto de vista exoerimertal es el dado en [T a3l oues para
ia determinacion de los coeficientes térmicos solc se necesits conocer al
9-adiente de temperatura , no el flujo de calor en e! borde fijo x = 0.

Para la determinacion del punto de fusién de la estearina se obtuvc el plateau
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al determinar experimentalmente la curva de enfriamiento [Gr] (ver la figi3). Del
andlisis de dicha curva se cbtiene que el punio de fusion de esta substancia es de .
5 + 03 °C. '

Si se observa la fig. 13 se verin dos zonas , A.y B. Cada una de estas ZoNas
forma parte del plateau determinado por el enfriamiento de 1a estearina. Se suede
considerar que en la parte A la substancia , en su mayor porcentaje . asta a la
temperatura de fusion 4 en estado liouido ; mientras que en la parts B se tiere un
magor porcantaie de substancia a la temperatura de fusidn y en estado solido.
Debido a oue en 2l intervalo de tiemoo de cada zona as de 765sea. , 3@ tomarin
los primeros 480seq. de la zona A para la determinacion experimental del problema
de solidificacion u los Gltimos 480sea. de la zona B para !a determinacion
experimental del problema de fusion.

FiG. 1. DESCRIPCION EXPERIMENTAL DEL EQUIPO

1. Impresora

2. Sisterna adquisicion de datos

3. Estabilizadot de tension

4/5. Autotransformadores

6. Regulador de temperatura

7. Multimetro digital de & Y2 digitos
8. Foco calefactor de 240 watt

9. Material analizado (estearina)

0. Tubo de vidrio

1i. Amianto

12. Resistencia de a base calefactora (100watt)

3. Termocuplas (i=1 ! 9)
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Fig 2 - Vista genaral dal sistema experimental

Fig 3 -

Deatalle descriptivo dal dispositivo experimental foco
caliente y probeta con estearina.
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FIG. S.Vaiores de ? rallados expenrmentaimente aplicando (as formulas anaditcas

propreciades 6;8,9y0¢.

fra-densidad de masa det s6iido (tabla)
fi1-densidad e masa det liquidd (tabla)
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FIG. 9. valores de ! hallados experimentaimente aplicando as- frmulas analiticas
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