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RESUMEN

En este trabajo se analiza el flujo estacionario, bidimensional,
viscoso y con superficie libre de un flufdo Newtoniano e incompresible,

que es extrafdo de un recubridor de ranura por el movimiento de un sus-
trato.

El conjunto de ecuaciones algebraicas no-lineales resultante de
la aplicaciSn del método de elementos finitos se resuelve com el wmétodo

de Newton. Los resultados obtenidos se comparan con los existentes em
1la bibliograffa.

ABSTRACT

A steady two-dimensional viscous free-surface flow of an incom-
pressible Newsonian fluid, carried out of a narrow slot by a moving
substrate, is analyzed in this work.

The set of non-linear algebraic equations that results from the
application of the finite alement method is solved by Newton icers~
tion. The predictions obtained here are compared with previously re-
portad ones.




INTRODUCCION

Los flujos de recubrimiento son flujos viscosos en los cuales una
pelicula liquida se deposita en forma continua sobre un sustrato, des-
plazando al aire. En general, se trata de flujos estacionarios y bidi-
mensionales; excepto por una zona proxima a los bordes, y estdn carac-
terizados por la presencia de una superficie libre liquido~gas. Algunos
procesos gobernados por estos flujos han alcanzado gran perfeccidn tec~
noldégica, fundamentalmente como resultados de numerosos experimentos de
prueba y error; sin embargo, no hay en la bibliografia un nimero signi-
ficativo de trabajos que traten los flujos de recubrimiento desde el
punto de vista fluidodindmico fundamental. El objetivo de este tipo de
andlisis es obtener una base tedrica racional para el posterior desa-
rrollo de la tecnologia de recubrimiento.

La mayor dificultad para desarrollar modelos tedricos de estos
flujos se debe a la presencia de las interfases aire-liquido cuya posi-
cidn es de antemano desconocida; es decir, su localizacidn es parte de
1la solucidn del problema. Las ecuaciones que gobiernan un flujo de re-
cubrimiento son siempre no-lineales, no s8dlo por los términos inercia-

les que pueden ser apreciables, sino tambi&n por la presencia de la su-
perficie libre.

En este trabajo se analiza el flujo estacionario, bidimensional,
viscoso e incompresible, de un fluido Newtoniano cuando es extraido de
una rendija angosta por el movimiento de un sustrato ('slot coating').
Los parimetros caracteristicos de este sistema son el Nimero Capilar,
el Nimero de Reynolds y el caudal adimensional. Con este objetivo, el
sistema de ecuaciones diferenciales (continuidad y Navier-Stokes) y
condiciones de contorno que describen el proceso, se transforma en un

sistema de ecuaciones algebraicas no-lineales mediante el método de e-
lementos finitos.

El método de elementos finitos es muy conveniente para el anilisis
de flujos con superficies libres por las razones que se mencionan a
continuacidn: tanto la frontera libre como los dominios irregulares se
manejan en forma efectiva mediante la parametrizacidn de la superficie
por medio de espinas dorsales ('spines') [1] y por la transformacidn
isoparamétrica de cada elemento del dominio real em un cuadrado de la- -
do unitario; ademds, las condiciones de contorno complicadas, en par-

ticular las que corresponden a la superficie libre, se imponen ficil-
mente.

El sistema de ecuaciones algebraicas se resuelve con el mEtodo de
Newton el que, ademds de converger en forma cuadrfitica, permite locali-
zar puntos singulares en las familias de soluciones mediante el andli-
s8is de la matriz Jacobiana.

Los resultados obtenidos con el c8digo computacional descripto
coinciden con los publicados previamente por Ssito y Scriveam [2]. Ac-
tualmente se trata de localizar y analizar la naturaleza de los puntos
singulares presentes en las familias de soluciones obtenidas a fin de
establecer la estabilidad de una determinada configuracifn del flujo.

ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO

La Figura 1 representa un esquema del sistema en estudio.
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Figura 1: Representacidn esquemitica del recubridor de ranura.

Las ecuaciones que describen el proceso (continuidad y Navier-
Stokes) en su forma adimensional son:

7Y -0 &
Re Yo%V - §-T + St j = 0 @

donde T = -pI + (¥!+(2!)T). Las condiciones de contorno necesarias
para resolverlas implican,

u = -3(1-2Q)y(l-y)+1-y ' 3

x =0, 0<y<l,
v=0 (4)
x=xp, 02y<h, nI=0 (5)
y=1, OSZSXC,Z'Q (6)
u=1 7

y=0, 0<x<x,,
T eao 8
a-] = Ca~'dt/ds - u p, (9

x, $x<x,, y=hx),
¢ R 2V =0 (10)

Las escalas empleadas en la.adimensionalizaciSn son: la velocidad
del sustrato (U) para la velocidad, el ancho de la ranura (d) para la
longitud y la fuerza viscosa (uU/d) para la presidn. Re=pUd/u es el
Nimero de Reynolds, St=pgd2/(LU) es el Nimero de Stokes y Ca=ul/c es
el Nimero Capilar; p, es la presidn en la fase gaseosa, t y n son los
vergsores tangente y normal a la superficie libre, respectivamente.

METODO NUMERICO

Las ecuvaciones (1) y (2) con las condiciones de contormo (3)-(10)
se reducen a un sistema de ecuaciones algebraicas mediante el método
de elementos finitos. Debido a la no linealidad de las ecuaciones que
proviene de los té&rminos inerciales cuando Re es apreciable y siempre
Por la presencia de la superficie libre, cuys localizacidn no se cono-
ce a priori, es necesario emplear um proceso iterativo que coaverja a
la solucidn del problema y que requiere de una primera aproximscién a~
decuada tanto en el campo de velocidad como de la localizacisa y forma
de la superficie libre. Como la forma del dominio se modifica de una
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iteracifu a otra es necesario que los elementos en los que se divide el
mismo se modifiquen consecuentemerite.

En el método que se sigue en este trabajo la superficie libre se
localiza a lo largo de lineas rectas ('spines') que se ubican arbitra-
riamente para ajustar en forma automftica la forma de la superficie li-
bre de una iteracidn a otra [1]. Cada 'spine' estf definido por un pun-
to base ¥ un vector e1 para indicar su direccidn; la distancia h*
localiza la posicidn de la interfase a lo largo del spime i.

Se usa interpolacidn mixta, es decir, las funciones base para la
presidn son polinomios de menor orden que los usados para la velocidad.
En este trabajo se emplean elementos cuadriliteros y funciomes base bi-
cuadrdticas ¢> para la velocidad V y elementos cuadriléteros de cuatro
nodos y funciones base bilineales |3 para 1. ‘presidn p:

Vel Vol , P -J.;l'pa WE.n an

Las funciones base ¢i(£,n) y ¥Ji(£,n) se construyen en un sistema coor-
denado csrtesiano fijo (£,n) sobre un cuadrado de lado unitario que ma-
pes todos los elementos dcl dominio real a través de una r.rmfomuén
uoparani:nca.

- En la superficie libre: Iu f-ncu fuemx;» biazcu no nulas son

las ssociadas con los nodos de la nupc:fien hbre, que es una -curva en
la cual n-l e cmcemeu

xo =k T () ¢, =) S N

El conjunto de ecuaciones algebraicas que resulta de aplicar el
»étodo de elemgntos finitos (Galerkin) con las expansiones dadas en
(11) y (12) estd compussto por I rasiduos de la componente x del ba-
lsnce de cantidad de movimiento, I residuos de 1a componente y del ba-
lance de cantidad de movimiento, J residuos de la ecuacién de conti-
nuided y X residuos de la ecuacién cinemftica (ecuacisn (10)). Sobre
__estas ecuaciones se imponen las condiciones de contorno (3)-(9).

El sistema completo de ecusciones se resuslve simulténeamente pa-
ra obtener la forms y localizacim de la superficie libre y los campos
de velocidad y presifn, usando el whtodo de Newton. La mayor dificul-
tad para aplicar este método consiste en la evaluaciln de las deriva-
das de los residuos con respecto a los parfmetros de la superficie li-
bre, dicha dificultad se reduce considerablemente por el empleo de la
transformacidn isoparamftrica que origina integrales de los residuos
sobre el cuadrado unitario £-n para cada eslemento. Una vez calculada
la matriz jacobiana J, el mftodo de Newton permite actualizar los, coe-

ficientes de las expansionas (11) y (12) a través de la solucisn del
sistems lineal

38X = - MX) ' (13)

donde X = {“ posecce peses eV PrgenneodP .h pesces }’ AX-X
s Rembis! bompuiado o ou choblbisnias’intie ia tarkeide B o1.
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El proceso iterativo continda hasta que ||AX{ < 107,

Para que el método de Newton converja es necgsario disponer de una
adecuada estimacidn de la solucidn, para lo cual se usa continuacidn de
primer orden en los parimetros caracteristicos del sistema; de esta ma-
nera se obtiene las distintas familias de soluciones. El paso del pari-
metro se ajusta automiticamente de modo que la convergencia se alcance,
como miximo, en cinco iteraciomes [3]. El signo del determinante de la
matriz Jacobiana se computa en cada etapa del proceso de continuacidn
con el objeto de detectar posibles singularidades [4].

RESULTADOS

Los resultados que se reportan en esta seccidn forman parte de los
primeros que se obtuvieron con el c6digo computacional desarrollado. Se
trabajd con 16 elementos, 85 nodos de velocidad, 27 de presidn y 13 pa-

ra la superficie libre, siendo 210 el niimero total de grados de liber~
tad.

La Figura 2(a,b, y c) muestra la dependencia de la forma de la su-
perficie libre y del campo de velocidad con el Nimero Capilar. Sa ob-
serva que a medida que el Ca aumenta, el Ingulo de separacidn 9 dismi-
auye y la curvatura media de la interfase aumenta. Asf{ para Ca = 0,1,

8 = 123° (Figura 2c) el espesor de la superficie libre disminuye gra-
dualmente, mientras que para Ca = 1,0 (Figura 2a) sl elevado valor de
la curvatura media de la interfase cerca del punto de separacidn produ-
ce la invagidn del 'slot' por el 1fquido. Ademds, cuando los valores de
Ca aumentan ~y consecuentemente la curvatura media de la superficie li-
bre— la pelicula de liquido alcanza el espesor final a una menor dis-
tancia de la ranura. El campo de velocidad presenta una zona de recir-
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Figura 2: Dependencia de la forma de la superficie libre y del campo de

velocided con el Nimero Capilar. Xy, Yg 8ou las coordenadas
del punto de estincamiento. Re=3,0°Q=0,25.
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culacidn del fluido que es de extensidn semejante en los tres casos que
se muestran en la figura.

La disminucidn del caudal adimensional Q produce una disminucidn
del angulo de contacto 8§ y el aumento de la curvatura media de la su-
perficie libre como indica la Figura 3(a,b); es decir, la disminucidn
de Q produce efectos andlogos a los que ocurren cuando aumenta el Nime-
ro Capilar (ver Figura 2).

! a) Q=026 y =0,697
-t { 6 =295 x. =0,960

D5b = o+ o - N

09 T 7 3 Z <

1 B) Q= 0,30 y = 0,920
. 0= 82,6 x; = 1,24

psf - - - -~ " _ .

o0 1 3 3 2 5

Figura 3: Dependencia de la forma de la interfase y del campo de velo-
cidad con el caudal adimensional. Re=5,0 Ca=1,0.

! - JRFOPS a) Re= 10 ys-0,697
D% ° - 8 = 48,2 xp = 1,153
0 T 7 - 1 —
! . b) Re = 100 y_ = 0,682
) " 869,88 x = 1,33
b,y - xE ’
0 T b} k] 3 s H
t . €) Re =200 y; = 0,674
b4 - 0= 61,2 x; = 1,302
oﬁ 1 2 kY 4 3

Figura 4: Dependencia de la forma de la superficie libre y del campo de
velocidad con el Nimero de Reynolds. Ca=1,0 Q=0,25.
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El aumento del Nimero de Reynolds produce, primero, (0 < Re < 70)
un aumento del dngulo de separacidn y una disminucidn de la curvatura
media de la interfase; pero luego (Re > 70), el ingulo de contacto 6
disminuve. Este efecto se puede observar en la Figura 3(a,b y ¢), de
donde tambi&n resulta que a medida que el Nimero de Reynolds aumenta el

flujo se hace unidimensional a mayores valores de x.

CONCLUSION

Se ha desarrollado un cddigo computacional que permite analizar
problemas de flujo de fluidos com superficie libre en forma eficiente.
Dicha eficiencia est3 basada en modernas técnicas de anilisis numérico
que inciuyen el uso del método de elementos finitos y una adecuada pa=-
rametrizacidn de las fronteras libres que permite incluir los parime-
tros que definen el dominio computaciomal como variables adicionales.
De esta forma puede aplicarse sobre el sistema de ecuaciones gobernan-
tes (ecuaciones de flujo mas ecuaciones que determinan el dominio) un
proceso iterativo global que al alcanzar convergencia determina simul-
tdneamente las variables de flujo como tambidn la localizacidn de la
interfase 1iquido-gas. Es de hacer notar que los resultados aqui pre-
sentados coinciden con los publicados en [2].

A través del cSmputo del signo del determinante de la matriz Jaco-
biana se han localizado puntos singulares. Actualmente se esti traba-
jando para determinar su naturaleza; es decir, verificar si se trata de
puntos de retorno, puntos de bifurcacidn o una combinacidn de ambos y
luego determinar las ramas de soluciones secundarias en el espacio de
los parimetros del modelo.

Se pretende tambi&n obtener soluciones dentro del rango de los ni-
meros adimensionales para el cual no existen resultados publicados en
la bibliograffa; el objetivo es que los mismos cubran las condiciones
de operacidn tipicas de los procesos industriales de recubrimiento y
para los cuales no existen predicciones tedricas.

Finalmente, a mediano plazo se intentard analizar algunos proce-
sos donde no s5lo aparecen interfases liquido-gas sino que también,
producto de deformaciones eldsticas, se producen interfases 1iquido~s8-
lido cuya posicidn no es conocida de antemano. ’
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