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En est. trabajo s. anali.za el flujo estacionsrio, bidillensional.
viscoso y con superficie libre de un fluido Hewtoniano e incompresible.
que es extra!do de un recubridor de ranura par el movimiento de un sus-
trato.

El conjunto de ecuacioues algebraicas uo-lineales resultante de
la aplicaci.6n del _toda de eleMUtos finitos se resuelve con el atodo
de Newton. Los resultados obtenidos Be cOllparan con 10s existentes en
la bibliograf!a.

A steady two-d1Muioual viscous fr ••••surface flow of an incoa-
pressible •••••• DiaD fluid, carried out of a narrow slot by a _vina
substrate, i. aDalyaad in this work.

The Ht of aou-linear algebraic equatioaa that results frotl tbe
application of the finite eleMllt _thad 18 eolved by HevtOll ieera-
tion. The preclictiofta obtaiud hare are cOIIparedwith previously reo-
portecl GnU.



Los f1ujos de recubrimiento son flujos viscosos en 10s cua1es una
pelicula 1iquida se deposita en forma continua sobre un sustrato, des-
p1azando a1 aire. En general, se trata de flujos estacionarios y bidi-
mensionales; excepto por una zona proxima a los bordes, y estin carac-
terizados por la presencia de una superficie libre liquido-gas. Algunos
procesos gobemados por estos flujos han alcanzado gran perfeccion tee-
no1ogiea, fundamentalmente eomo resultados de numerosos experimentos de
prueba y error; sin embargo, no hay en la bibliografia un nGmero signi-
ficativo de trabajos que traten los flujos de recubrimiento desde el
punto de vista f1uidodinimieo fundamental. £1 objetivo de este tipo de
an8lisis es obtener una base te6rica racional para e1 posterior desa-
rrollo de la tecnologia de recubrimiento.

La mayor difieultad para desarrollar modelos teoricos de estos
flujos se debe a la presencia de las interfases aire-liquido cuya posi-
ciOn es de antemano desconocida; es decir, su localizacion es parte de
la solucion del problema. Las ecuaciones que gobieman un flujo de re-
cubrimiento son siempre no-lineales, no solo por los terminos inereia-
les que pueden ser apreciables, sino tambien por la presencia de la su-
perUde libre.

En este trabajo se analiza el flujo estacionario, bidimensional,
viscoso e incompresible, de un flutdo Newtoniano cuando es extraido de
una rendija angosta por el movimiento de un sustrato ('slot coating').
Los parametros caracter1aticoa de este siatema son el NGmero Capilar,
el NGmero de Reynolds y el caudal adimensional. Con este objetivo, el
sistema de ecuadones diferenciales (continuidad y Navier-Stok.es) y
condiciones de contorno que describen el proceso, sa transfonaa en un
sistema de ecuaciones algebraicas no-lineales mediante el metodo de e-
lementos finitos.

El metode de elementos finitos es muy conveniente para el analiais
de flujos con superficies libres per las razones que ae mencionan a
continuacion: tanto la frontera libre como los doainios irregularea s.
maaejan en forma efectiva mediante la parametrizaciOn de la superfici.
por medio de espinas doraales ('apines') [1] y por la transformaci6n
isoparamitrica de cada elamanto del doainio real en un cuadrado de la-··
do unitario; ademas, las condicionea de contorno collplicadas, en par-
ticular las que corresponden a la superficie libre, ae impenen f(cU-
mente.

El sistema de ecuaciones algebraicaa se reauelve con el _todo de
Newton el que, ademas de converser en forma cuadrltica, permite locali-
zar puntos singulares en las familias de aoluciones mediante el an.li-
aia de la _triz Jacob1ana.

Los resultados obtenidos con el c6diao cOllputacional descr1pto
coinciden con 10s publicados previ •••nte por Saito y Scriven [2]. Ac-
tua1mente se trata de localizar y analizar la naturaleza de los puntos
singulares presentes en lasfamilias de solucionea obtenid.. a fin de
eatablecer La eatabilidad de una detemi.nada conliauraci4n del llujo.

ECUACIOIIES Y CONDICIORBS DE COIlTODO
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Las eCWlciones que describen el proceso (coneinuidad y Navier-
Stokes) en su forma adimensiona1 son:

Re y.yy - Y·I + St i - g (2)
doncie I - -pI + (¥y+(yy)T). Las conciiciones de contorno necesariaa
para reso1ver1as imp1ican.

u - -3(1-2Q)y(1-y)+1-y (3)
x - O. 0 ~ y < 1.- v- 0 (4)

x • Zpo. o ~ y ~ h•• !!"I • g (5)

y - 1. o ~ x ~ xc' v-a (6)

u - 1 (7)
y - O. o ~ x ~ ;..

v- 0 (8)

!!"I - Ca-1d~/ds - !! POa (9)
Xc ~ x ~ Xp. y - hex).

!!"! - a (10)
Las escalas emp1eadas en 1a ~~ionalizaci6n son: la ve10cidad

del suserato (U) para la velocidad. el ancho de la ranura (d) para La
longitud y la fuerza viscosa (pU/d) para la presion. le·pUd/~ es el
NGmero de Reynolds. St-pgd2/(PU) es el NGmero de Stokes y Ca-uU/a es
el NGmero Capi1ar; p. es la presion eo 14 fase gaseosa. ~ y ~ son 10s
versores tangente y normal a la suparficie libra. respecttvamente.

Laa ecusciones (1) y (2) coo 1•• condiciones da contorno (3)-(10)
se reducen a un slstema da ecuacionea algebraicaa medianta el metodo
de elelll8ntosHnitos. Debidoa la no linealidad de las eeuaciones que
proviene de los terminos inerciales cuando Ie es apreciable y siempra
p~r la presencia de la supadicie lil»re, cur. localizaci6a DO .e cono-
ce a priori. es necesario emplear un proceso iterativo que convarja a
la 101ucilSn del probl ••• y qua requiara da UQ& priMra aprou-cion a••
decuada tanto en el campo d. velocidM co. da la 10calizaciOn y forma
da la sup.rficia Libra. eo.a lafonla del doIU.do sa lIOdifica de una



iteraci5~ a otra es necesario que ,10s e1e•• ntos en 10s que se divide e1
mismose modifiquen conaecuent••• rite.

En e1 metodo que se sigue en este trabajo 1a superficie libre se
localiza a 10 largo de Itneas rectas ('spines') que se ubican arbitra-
ri..-nte para ajustar en foraa autoaltica la forma de la superficie li-
bra de Uoa iteraci5n a ocra [1). Cada 'spine' estl definido por un pun-
to base xi y un vector !1 para indicar su direccion; la distancia h1

10caliza la posicion de la interf •• e a 10 largo del spine i.

Se usa interpo1acion aixta, ea decir, 1as funciones base para 1a
presion son polinomios de -.nor orden que los usados para 1a velocidad.
En esta trabajo sa alllPlaan a1_tos cuadrUIteros y fundones baaa bi-
cuadraticas ~1 para la vel~ida4 ! t ele.-ntoscuadriliteros de cuatro
nodos y funcione. base bU~ •• ljIJ para lapre.ian p:

Las funcionea bue tL(t,l'\) y.,i (t"n> McolUI,truY!IDan \a .iat •• coor-
denado cartuianofijo (t,ll> sobre un cuadr&!iode lado UDitarioqua •• -
pea ·todo. loa 'al_ntos '«Ie], dcwIiny nal a' U •• de ••• trmafO~ci6n
i80parallltrica.

En.la superficieUllrel •• GBicu flmCio •• bUic ••. DODw.. Mn
1.. atIociadu cft 10. 1lO4lotI de 1&npuficialibre.q_ •• UD& QUrYaen
1a cual 1'1""1,an 'cOIUIeweacia

J1 conjunto de ecuacioDa. alpbr&i.cu que rUUlt:adaaplicar e1
_todo de ell1111p\tosfinitos (GalerkiD) con las expanaioDu dada. en
(11) y (12) eatS COIIPuuto ,or 1 ruiduo. de la COIIpOnente.x del be-
l.-ce •• C&DtiUdde ~to. t residuoe'lie 1& cOllpOll_te 1 del b&-
1ulce clltc.ti~ de .m..ilinto, J ruicluos de 1a .cuad. cia cODti-
Duidacl1 k ruicWoa de 1&.cuadk dnaltic& (.cuaci6n(10)J.Sobre
eat •• ecuacioDu s. iaponea laa conditionu de cODtorno (3)-(9).

J1 siat_ c0llP1.to de ecuacionu se r•• ue1ve .i.-ultln •••• nt. pa-
ra obtener la forma 1 loc&liz&ci6n d. 1&superficie 1ibre 1 10s ~a
de Yeloc.idad 1 p1:ui61l. ~ .el _tOCJO d. lIewton. La .,or dificul-
tU para aplicar u,. IlitOllo couiste _ 1a.valuacion d. las d.riva-
du de 10s r •• i4uos COIlrupecto a 10s para-tros d. Is superficie li-
bre, dicba dificultad •• reduce c:ouU.rableMllte por el e.pleo d. la
ttanaforaac:i6n bopar_t'ric:s q_ cni.liDa int.rtal •• clelHrui!luos
8Obr. el c:uadrado UDitario t-'l para cada el •••• to. Una va calc:ulada
la •• triz j acObiaDa11. el _todo de lIewt_ ,emite actualizar loa. co••.
tid_tu de l..expauiOlllaS (11) '1 (12) & tnvk de 1&soluc:i6n del
.bt_ liDeal

doD4e!- {Il!' •••••1Iy.'.yl •••.• ·:hPh..•·.~.•·.·PJ.bl .••···.'·..·.·b.} '.1 .u-!a+l-!Ilu el callbio ~, •. _. .f~'-'.~.1ai£~aciln n ., ••.••1.



El proceso iterativo continua hasta que II~II~ 10-5•
Para que el metoda de Newton converja es nec~sario disponer de una

adecuada estimacion de la soluciOn. para 10 cual se usa continuacion de
primer orden en los para.etroa caracteristicos del sistema; de esta ma-
nera se obtiene las distintas familiaa de soluciones. El paso del pari-
metro se ajusta automaticamente de modo que la convergencia se a1cance.
como maximo. en cinco iteraciones [3]. E1 signo del determinante de 1a
matriz Jacobiana se computa en cada etapa del proceso de continuacion
can e1 objeto de detectar posib1es singularidades [4].

Loa resultados que se reportan en eata seccion forman parte de loa
primeros que se obtuvieron con e1 codigo computaciona1 desarro1lado. Se
trabajo con 16 elementos. 85 nodos de velocidad. 27 de presion y 13 pa-
ra la superficie libre, siendo 210 e1 nGmero total de grados de 1iber-
tad.

La Fisura 2(a.b. y c) ISU8Stra 1a dependanca de 1a forma da 1a su-
perficie Ubre y del cUlpO da veloeidad con el NGmero Capilar. Sa ob-
serva qua a _dida que el Ca a~ta, e1 hgulo de s.paracioD e diami-
nuye y 1a eurvatura media de la intarfase a~nta. As! para Ca • 0.1,
e = 123- (Figura 2c) el ••pesoI' de la superficie 1ibre dis~uye gra-
dual_te, lliantras que para Ca • 1,0 (lilUra 2a) al elevado valor da
1a eurvatura lIIiediada la intari ••• cerea del pUilto da saparaciOD produ-
ce 1a invasion del 'slot' POI' el l{quido. Mallia, euando loa valor •• de
Ca a~tan..., consecueot~te la curvatura media da 1a superfieia li-
br_ la pel{cula de l{quido alC&llZa el espesor final a UIl&manor dis-
tancia de la ranura. E1 euapo de velocidad preaenta una zona de recir-

....~ .) ea- 1 '1 •.0,696- . .
~,S· . . . .... 8 - 39,4 ~ •. 1,010

----- - -- - - - - -0 - - -1 l. ~ .- -.:-

.... b) ea •. 0,5 'E •. 0,707

. . . 8 - 77,1 ~ .. 1,284

---- - - --- - - - - -
... c) Ca •. 0,1 '1 •.0.722• •• 123,6 Xz- 1,494

- - _ .. - - --- - - - - -0 -
If.&ura 2: Dependencia de 1& fom. da 1a auperficie 1ibre y del capo da

valocided COIlal lIGMn CapUar. ~. 71 SOIl 1•• coorieaad ••
del PUiltoda ••c-.c-.ieaco. "".0 Q-O.2'.



culacion del flurdo que es de extension semejante en los tres casos que
se muestran en la figura.

La disminucion del caudal adimensional Q produce una disminucion
del angulo de contacto e y el aumento de la curvatura media de la su-
perficie libre como indica la Figura 3(a,b); e5 decir, la disminucion
de Q produce efectos analogos a 105 que ocurren cuando aumenta el NUme-
ro Capilar (ver Figura 2).

.a) Q • 0,24 YE - 0,697
e • 29,> xE - 0,960

- - - - - - - -

b) Q - 0.,30 YE - 0,920
e - 82,6 xE • 1,244

- - - --
Figura 3: Dependeneia de 1a forma de 1a interfaae y del eampo de ve10-

cidad con el caudal adimensional. ae-s,o Ca-l,O •

.~ ~ -. -. '.'::.(
t ~~- - - - - - --::--::::-=---:=---=-=-=--=
o*o------;---...:;;;;;,..-.....;;r:;.-....:=:--.Ji==--==--F ••=--==--r;)=--.J

a) ••• 10 'E· 0.697
e • 48,2 ~. 1,1>3

1 b) ••• 100 'E - 0.682- - - .- ..~.. e - 69,8 ;- 1.330
,~ . . . . .

- - - - - -_ ..•. _-- - - - - - -- - -- - - - - - - -0 :l •• 5

1 c) a. - 200 YE .0,674. - - .... ~
D, e • 61,2 ~.1,302. . . .. . .- - - - ------ - - -- - - - - - - - --- - - - - - - - -0

I " J. ~

Figura 4: Dependenei. de 1a forma de 18 8uperfieie 1ibre y del campo de
ve10ciUd con .1 NGmero de Reynolda. C.-I,O Q-O.2S.



El aumento del Nilmero de Reynolds produce, primero, (0 < Re < 70)
un aumento del angulo de separacion y una disminucion de la curvacura
media de 1a interfase; pero luego (Re > 70), el angulo liecontacto e
disminuye. Este efecto se puede observar en la Figura 3(a,b y c), de
donde tambien resulta que a medida que el NGmero de Reynolds aumenta el
flujo se hace unidimensional a mayores valores de x.

Se ~a desarrollado un codigo computacional que permite analizar
problemas de flujo de flu!dos con superficie libre en forma eficiente.
Dicha eficiencia esta basada en modemas tecnicas de analisis numerico
que incluyen el usa del metodo de elementos finitos y una adecuada pa-
rametrizacion de las fronteras libres que permite incluir 10s parame-
tros que definen e1 dominio computacional como variables adicionales.
De esta forma puede aplicarse sobre el sistema de ecuaciones gobeman-
tes (ecuaciones de f1ujo mas ecuaciones que determinan el dominio) un
proceso iterativo global que al alcanzar convergencia determina simul-
taneame~te las variables de flujo como tambien 1a 10calizacion de la
interfase l!quido-gas. Es de hacer notar que los resultados aqu! pre-
sentados coinciden con los publicados en [2).

A :raves del computo del signa del determinante de la matriz Jaco-
biana se han localizado puntas singulares. Actualmente se esta traba-
jando para determinar su naturalezai es decir, verificar si se trata de
puntos de retorno, puntas de bifurcacion a una combinacion de ambos y
1uego determinar las ramas de soluciones secundarias en el espacio de
los parametros del modelo.

Se ?retende tambien obtener soluciones dentro del rango de los nu-
meros adimensionales para el cual no existen resultados pub1icados en
la bibliografta; el objetivo es que los mismos cubran las condiciones
de operacion t!picas de los procesos industriales de recubrimiento y
para los cuales no existen predicciones tearicas.

Finalmente, a mediano plaza se intentari analizar algunos proce-
sos doude no solo aparecen interfases l!quido-gas sino que tambien,
producto de deformaciones elisticas, se producen interfases 1iquido-sa-
lido caya posicion no es conocida de antemano.
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