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RESUMO ,

Este trabalho visa simular a regiao de entrada do escoamento satura
do de um fluido Newtoniano incompressivel através de um meio poroso rigz
do homogéneo e isotrdpico, limitado por duas placas planas paralelas im-
permedveis. As equacoes que governam o fenomeno sdo advindas da Teoria
Continua de Misturas, onde o fluido e a matriz porosa sao considerados
como constituintes de uma mistura binaria.

ABSTRACT
This work aims to simulate the development region of & satured flow
of an incompressible Newtonian fluid through a rigid homogeneous and

isotropic porous medium, which is limitaded by two impermeable parallel
plane plates. The equations which describe the phenomenon come from the
continuum Theory of Mixtures, where the fluid and the solid are
considered as constituents of a binary mixture.




1 - INTRODUGAO

Suponhamos que um fluido Newtoniano incompressivel penetre pelo
lado esquerdo com velocidade constante ( V = (u,, 0)), em um duto for
mado por du3s placas planas paralelas impermeaveis, conforme a figura
1. Para escoamento laminar, ao integrarmos as equacoes ordinarias do
problema de Stokes, na regiao aonde o perfil de velocidade encontra-se
plenamente deseavoivido (x>L), obtemos a classica solucio parabolica
dada pela equagao. (ver [2]).

2
V=t (F = (E)) i

0 protlema hidrodindmico associado a regiao do desenvolvimento do
escoamento 0<x<L & conhecido em Mecanica dos Fluidos como problema
da Graetz. Sua modelagem e simulacdo podem ser encontradas em [1], sen
do esta Ultima obtida mediante a resolucdo das equacoes de Navier -
Stokes sem hipdtese de camada limite.

0 objetivo deste trabalho é simular o oresente problema supondo
agora que a regido ([ 0, ») x [ 0,h ]) esteja preenchida por um mate -
rial poroso rizido homogéneo e isotrdpico. Para atingir este objetivo
o fenomeno sera modelado através da Teoria Continua de Misturas, onde
o fluido e o meio poroso serdo tratados comc constituintes continuos
de uma mistura binaria, dotados de cinemiticas independentes com movi
mentos superpostos.

As formas integrais e pontuais das equacoes de balanco para uma
mistura com n compcnentes podem ser encontradas em [3]. Em [4] é pro -
posto uma teovia constitutiva no caso da mistura ser composta por um
fluido Newtoniano incompressivel e um sélido rigide homogéneo e isotrg
pico. Partindo desta teoria constitutiva, e da forma pontual das equa
coes de continuidade e momentum, obtemos um sistema de equacoes eliptz
cas. 0 objetivo aqui é resolvé-las para o problema em questao. O méto—

do numérico empregado para a obtencao da solugido é o método dos volu -
mes finitos.
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Figura 1 - Duto formado por duas placas planas




2 - MODELO EMPREGADO
2.1 - Cinematica

Postulamos que cada constituinte B , a = 1,2 ¢é parte de uma varie-
dade diferenciivel isomorfa ao espaco euc11d1ano E. Os elementos de
cada componente, denominadas particulas sao denotadas por Xy, Uma conf:L
guracao de B_ é um homeomorfismo X, de Ba em E. 0 movimento de Ba I
uma familia um.paramett).ca de conf:.guru;oes X parametrizadas pe-
lo tempot. A posigao da particula X, Do tempo t € dada por

=% & .t 5 a=1,2

A confl.guracao de referencu de Bu € uma configuracao fixa K . A posi -
¢ao da particula em K € dada por

X, (X ) 3 o= 1,2
Para cada constituinte assocmmos uma densidade aparente [ definida
pela razao local entre a massa do comstituinte e o volume O da mistura,
e um de velocidade Va dado por

3%y
Ya™ T3 7 o= 12

0 gradiente de velocidade para cada constituinte é analogamente de
finido da forma

I_.u-gradv ; a=1,2

As derivadas materiais do _campo escalar w e do campo vetorial v as
sociadas a cada comstituinte sio definidas por

v w
I " 3% * grad v. \_Ia i a=1,2
a
d .
% - % + grad ¥ Ve 3 as=1,2 (n

2.1 - Equacoes de Balanco

Na auséncia de reacoes qu:uncu entre os constituintes, e sob hips
teses de regularidade das funcoes euvolv:.das, as formas locais das e-
quacoes de continuidade e momentum sdo expressas (ver [3].
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onde T e m sdc respectivamente o tensor parcial de tensio e a forca
difusiva em cada constituinte, e § 3 aceleracio da gravidade.

2.3 - Teoria Constitutiva

Quando a mistura bindria € composta pela matriz porosa rigida homo-
génea e xsottopica ¢ por um fluido Newtoniano iacompressivel as equacGes
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constitutivas propostas para o tensor parcial da temsao zf , € para a

forca difusiva @, no fluido sao da forma (ver [4]).

T, = - pl +2§22 nknf (4)
2
@n v n
n‘jf = - X -f - QK D grad Q (5)

onde D é o coeficiente da difusado, n, Pg V¢ e D¢ sao respectivamente a

viscosidade, pressdo,velocidade e parte simétrica do gradxente de velo
cidade no fluido; 2 a fracdo de fluido, definida pela razio entre o vo-
lume de fluido e o volume da mistura, K a permeabilidade do meio
porosc e uma constante que leva em conta a microestrutura deste. 0 fa
tor "» Q21" desempenha o papel de uma “viscosidade" para a constituinte
fluido. 0s termos que aparecem na dependéncia constitutiva para a forga
difusiva modelam respectivamente o atrito interno do fluido com o meio
poroso (termo Dercyano) e o efeito de forcas capilares predominantes em
escoamentos insaturados. De (2), (3), (4) e (5) e sabendo que = Qp

aonde Pg € a densidade real do f1u1do suposta constante, vem que: £
22 L div @V = 0 6)

dve 2 anvf D
Pe Q I = grad Pe *+ 2 X n div(Q gf) tPeQg -~ - gradQ
(€))

3 - PROBLEMA PROPOSTO

Com as devidas simplificacoes, as equacdes (6) e (7) modelam o pro-
blema de Graetz proposto ante:iormente.

Para escoamento saturado valem as hipoteses
Q=9 (8)
Pe=0p 9

onde @ é a porosidade, suposta constante, e P uma pressio aplicada a mis
tura. De (1), (6), (7), (8) e (9), desprezando a gravidade, e aplicando
as hipoteses de regime permanente, obtemos as equacoes que modelam o pro
blema da forma.

du v

+ — = 0
ax 3y
P By g g2,0% auy i
bl vy ) s - T X
2 2 2
Ju Jqu ap 2 3°v v n v
¢D(U§;+VW)‘-¢'§T,*¢“A(§2 *W)’LK—

onde Y= (u,v)




Introduzindo os adimensionais

u* = ufu_ , vk=v/u ; x*= Zx/h, ¥* = 2y/h

Re,= o u_ h/2and ; _ReK = ZqumK/n¢h , p*.. Pic uz

Aot

Obtemos o problema adimensionalizado com a seguinte forma

Ju vk

Tt ay* =0 (10)

5 Ou* » Ju* 2p* 1 32u* azu* u*
Yt T et TS, (w2 tHm) T R, (D
o ovk ok 1 ake P w (12

3%* oy* ay* * Re, ax*2 Sy%x2 /7 Re.
Sujeito as condicoes de contormo

u* (x* = 0, y*) = 1 R vx (x* = 0, y*) = 0

u* (x*’y*-o)- vk (x*, y*-O)-O

Juk

3;*(x*’ vk = 1) = vk (x*, y* = 1)= 0

Buk(xh > o, y*) = vk (x* +@ , y*) = 0 (13)

ax*

A condicao (13) so0 pode ser aplicada a escoamentcs que possam ter o
perfil "plenamente desenvolvido".

4 - 0 METODO NUMERICO EMPREGADO

0 método numérico utilizado para a obtencao da solucao do sistema
é o método dos volumes finitos [5]. O procedimento usual é integrar as
equacoes (10), (11) e (12) nos volumes de controlar indicados nas figu -
ras 2, 3 e 4.
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Figura 2 - Volume de controle utilizando na integracdo da equacgao de
momentum para a componente u*

Figura 3 - Volume de controle utilizado na integragao da equagao de mo
mentum para a componente y*
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Figura 4 ~ Volume de controle utilizado na integracdo da equacio da
continuidade

Supondo o termo de fonte - u*/ ReK constante em cada volume de con -
trole, e adotando a hipétese de .uniformidade dos fluxos con -
vectivo e difusivo nas faces,obtemos a formulacao discreta de (10) da
forma

apu; - aEuE +aut . ayuy + ag ug o+ (p; - pE) sy*

Ay*
= - * - * %
aE Wre A ( l Df“e (5x*)eReAl)+ max ( Of Ue y*, 0]

a = Avk A (IO u*(gsxx) Re |) + max (p _u* .’;v* 0)
W Ke)‘ Gx*w f w w A fw™

Axx )
5T Rte, Allogvatey®)  Resl) + max ( o, VE D x%,0)  (14)

Axx %
- - * (Gv*) R - *
RGN AClog va (&%) Rey |) 4 max ( -, v* ax*,0)
Caek Aok
ap = ap tag+ag+age Ax® oy”
Sendo que adotando-se o esquema Power~Law, a funcao A & dada da for

ma {5].

Alx]) = max 0, (1 - 0,1 |x|5)
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De uma maneira aniloga, a formulacido discreta de (11) & dada por

) vk = 53 vk 4+g! * ' * gk L x
g v aEanUvH+anN+aSvS+b+(PP pV)Ax

(15)

onde os coeficientes a'p, a'g, a'y, a'y e a's sdo dados por (14), com
grandezas avaliadas no volume de controle da figura 3.

Para a equacao da continuidade obtemos

(u*p -k, ) ay* + (v*p - v*s) Ax* = 0 (16)

0 algoritmo empregado para a resolucao do sistema ¢ denominado
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations [5]. Seu
principio baseia-se em estimar o campo inicial de pressao p* e corri -
gi-lo de tal forma que as velocidades “3 e vg associados a pg obti

das através de (14) e (15), satisfacam a equacao da continuidade (16).
Supondo que a pressdo corrigida € da forma

p* = p*o + p' an

onde p' é chamada corregio de pressiac. Entdac as formilas de correcao de
velocidades sdo dadas por (ver [5])

Ayk

uk = uX 4 ;1- (pp - pg) (18)
P
Ax*

v*.v;-o- ;;,—- (p[’)-p;‘) (19)

Substituindo (18) e (19) em (16), obtemos a equagdo discreta para
a correcdo de pressao p' da forma

L ' te

W pwo—s'&' p'N; a"'sp's+b (20)

onde os coeficientes siao dados por

e ]
" DfAy* ”" pfAy
a - a -
E aP W aw
]
w ool I
a' p S a s

allP - a"E + a"N + a"w + a"S
be [(ary ), = R ] ayx + (U9, - (8 ] axx

Apresentamos agora a sequencia de operagoes para a resolugao do
sistema.




4.1 - Algoritmo SIMPLE
i) Estime o valor inicial do campo de pressio‘p*o
ii) Resolva as equagdes de momentum (14) e (15) para obter ut e vk
iii) Resolva a equacao de correcao de pressao (20)

iv) Calcule a pressdo p* pela adicao de p' a p*

v) Calcule u* e v* arravés das equacgoes de corregao de velocidades

(18) (19)

vi) Trate a pressio corrigida p* como novo chute inicial p* , volte a
ii, e repita o procedimento até obter convergéncia

5 - RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados foram obtidos para um dominio retangular [0,40] x
[0,1] utilizando-se uma malha uniforme (80 x 50). Nas figuras a seguir
estes aparecem parametrizados por ReK, com Rex = 100.
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Figura 5 - Perfil u* em x* =1.59




Figura 6 - Perfil u* em x* = 6.67
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Figura 7 - Perfil u* desenvolvido
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Figura 8 - Perfil u* na linna de centro como funcio de x*

6- DISCUSSAO DOS' RESULTADOS

£ importante salientar que a velocidade encontrada sob o ponto de
vista de Teoria de Misturas difere daquela abordada sob o enfoque de
Mecanica dos Fluidos Classica, uma vez que a velocidade do constituinte
fluido € na realidade uma média tomada numa regiao contendo um certo mi
mero de poros. Por meio desta caracterizacio faz sentido interpretar os
perfis obtidos como solucao do sistema de E.D.P.

Observamos que a medida que aumenta a compactidade do meio po-
T0S0, 0 qual esta associado com a diminuicdo do pardmetro Re. mais ri-
pido o escoamento desenvolve-se. Portanto ocorre uma redugio do compri-
mento de desenvolvimento, ao ser este definido para uma determinada nor
ma.
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