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RESUHO

Este trabalho vila simular a regiio de entrada do escoamento satura
do de UlD fluido Newtoniano incompressivel atraves de UlD _io porolo rig!
do homogeneo e isotropico. limitado por duas placas planas paralelal uR:
permeaveis. As equacoes que governam 0 fenameno sio advindas da Teoria
Continua de Misturas. onde 0 fluido e a matriz porosa sio considerados
como constituintes de uma .Lltura biniria.

ABSTBACT
This work aills to si8llate the develoJDBnt region of a satured flow

of an incompressible Newtonian fluid throulh a rilid he-»gueous ancl
isotropic porous medium. Which il limitaded by two impermeable parallel
plane plates. The equati0ft8 Which delcribe the phenomenon come from the
continuum Theory of Mixturel, Where the fluid and the loliel are
eonaidered a. eon.tituenta of a binary aixture.



Suponhamos que UID fluido Newtoniano ineompressivel penetre pelo
lado esquerdo COlD veloeidade constante ( V • ( .1.1:..,0», em UID duto for
mado por dU4S plaeasplanas paralelas impermeaveis. eonforme a figura
1. Para eseoamento laminar, .10 integrarmos as equ8Coes ordinarias do
problema de Stokes. na regiao aonde 0 perfil de veloeidade eneontra-se
plenamente desenvo~vico (X>L). obtemos a elassiea solu~ao parabolica
dada pela equa~ao. (ver [2}).

v y 2
y(y).Su", ('ii' - ( ii ) ) i

o problema hidrodinimico assoeiado a reg1ao do desenvolvimento do
escoamento O<x<L e conheeido em Meeiniea dos Fluidos como problema
da Graetz. Sua modelagem e simulacao podem ser eneontradas em [1}. sen
do esta ultima obtida mediante a resolu~io das equa~oes de Navier ~
Stokes sem hipotese de camada limite.

o objetivo deste trabalho e simular 0 ~resente problema supondo
agora que a regiao ([ O. ~) x [ O,h ]) esteja preenehida por UID mate -
rial ?oroso r{gido homogeneo e isotropico. para atingir este objetivo
o fenomeno seri modelado atraves da Teoria Continua de Misturas. onde
o fluido e 0 meio poroso serao tratados como constituintes continuos
de uma mistllrabiniria, dotados de cinematicas independentes com movi
mentos superpostos.

As formas integrais e pontuais das equa~oes de balan~o para uma
mistura com n componentes podem ser eneontradas em [3]. Em [4] Ii pro -
posto uma teo'da c:onstitutiva no easo ciamistura ser composta por UID
fluido Newtoniano ineompre.sivel e ua .olido r£aide homogeneo e isotro
pico. Partindo desta teoria constitutiva. e ciaforma pontual das equi
~oe8 de continuidade e III01II8ntum.obtemos um sistema de equa~Oes eliptT
cas. 0 objetivo aqui e resolve-las para 0 problema em questao. 0 meto~
do numerico empregado para a obte~io da solu~ao e 0 metoda dos volu -
mes finitos.
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2 - MODELO EMPREGADO
2.1 - Cinematica

Postulamos que cada constituinte B , a. 1,oe parte de uma varie-
dade diferenciivel isomerfa ao espaco a euclidiano E. Os elementos de
cada componente, denominadas particulas sac denotadas por Xa Uma confi
guraCao de B e um homeomerfismo x de B em E. 0 movimeuto de B e
uma familia a uniparametrica de -a coufi~uracoes !Q. parametrizadgs pe-
10 tempot. A posiCao da particula ~a no tempo t e dada por

!a.. !a (Xa, t) a • 1,2

A configuraCao de refereucia de B e uma configuracao fixa Ka• A posi -
cao da particula em K e dada pora

-a
X • K (X ) a • 1;2
_0 -a -0

Para cada constituinte associamos uma deusidade aparente P, defiuida
pela razao local entre a massa do constituinte e 0 volume 0 da mistura,
e um de velocidade yo dado por

o gradiente de velocidade para cada constituinte e analogamente de
finido da forma

As derivadas materia is do campo escalar w e do campo vetorial w as
soc.iadas a cada constituiute s40 definidas por

dOw a. grad w. Vcrt • at + 1.2-a o.

~ .~ + grad w v 0'" 1.2dt at 0

2.1 - EquacOes de Balanco
Na ausencia de reacOes qu~cas entre os constituintes. e sob bipo

teses de regularidade das funCOeS envolvidas. as formas loeais das e=
quacoes de continuidade e momentum sio expressas (ver [3].

ap
a: + div (Pa!a) • 0 a • 1.2

dOV
div T -a

1,2+a + Pal • Pa lit o·-a -a

onde T e m s40 respectiva88Ute 0 tensor parcial de ten.ao e a-a -a
difusiva em cada conatituiute, e I a aceleracio da Iravidade.
2.3 - Teoria constitutiva

QuaDdo a miatura biniria i COIIPOltl pili atru poro•• dCicJa hOllO-
genea e isotropica e por ua fluiclo RewtoniaDo UlcOllpr••stvel ai equa~Oe.



constitutivas propostas para 0 tensor parcial da tensao If ' e para a
forea difusiva ~f' no fluido sao da forma (ver [4).

!f • - Pf~ + 2 0.2 IlA D (4)=f

2n 11 ~f 0. 110 grad 0. (5)m .- - -K--f K

onde 0 e 0 coeficiente da difusao, I1,Pf ~f e ~f sao respectivamente a
viscosidade, pressao,velocidade e parte simetrica do gradiente de vela
cidade no fluido; J a fracao de fluido, definida pela razao entre 0 vo-
lume de fluido e 0 volume da mistura, K a permeabilidade do meio
poroso eA uma constante que leva em conta a microestrutura deste. 0 fa
tor "" 0.2)."desempenha 0 papel de uma "viscosid:lde" para a constituinte
fluido. Os termos que aparecem na dependencia constitutiva para a forea
difusiva modelam respectivamente 0 atrito interno do fluido com 0 meio
poroso (termo Dercyano) e 0 efeito de forcas capilares predominantes em
escoamentos insaturados. De(2), (l), (4) e (5) e sabendo que := JPfaonde Pf e a densidade real do fluido suposta constante, vem que:

o.z".!f n ~,D
+ Pf n I - -K- - -K- grad n

(7)

Com as devidas simplificacoes, as equacoes (6) e (7) modelam 0 pro-
blema de Graetz proposto anteriormente.

onde ~ e a porosidade, suposta constante, e P uma pressao aplicada a mis
tura. De (1), (6), (7), (8) e (9), desprezando a gravidade, e aplicando-
as hipoteses de regime permanente, obtemos as equacoes que modelam 0 pr~
blema da forma.
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au*
ax*

av*
ay*

au* au* !e* 1 c.2u* a2u* )- u* (11)u* - + \1'11 - + ReA ( ax*2 + ay*2 ReKClx* Cly* ax*

av* Clv* ~ 1 a2v* a2v* )- v* ( 12)u* -- + v*--.- + -- ( Clx*2 + ay*2 ReKClx* Cly* Cly* ReA

Sujeito as condicOes de contorno

u* (x* • 0, y*) • 1 v* (x* • 0, y*) • 0
u* (x*,y* • 0 ) • v* (x*. y* • 0). 0
au* v* (x*. y* • 1). 0- (x* y*. 1) •ay* •
~*(x* ~ m. y*) • v* (x* + m , y*) • 0 (13)
ax*

A condicio (13) so pode ser aplicada a escoamentCllque poss_ ter 0

perfil "plenamente desenvolv.ido".

o metodo numerico utilizado para a obtencio da solucio do sistema
e 0 metodo dos volumes finitos [5J. 0 procedimento usual e integrar as
equacOes (10). (11) e (12) nos volumes de controlar indicados nas figu -
ras 2. 3 e 4.



Figura 2 - Volume de controle utilizando na integra~ao da equa~ao de
momentum para a componente u*

Figura 3 - Volume de controle utilizado na integra~ao da equa~ao de me
mentum para a componente v*



Figura 4 - Volume de controle utilizado 08 integracio da equacio da
continuidade

Supondo 0 termo de fonte - u*/ ReKconstante em cada volume de con -
trole, e adotando a hipotese deuniformidade dos fluxos con _
vectivo e difusivo 08. face.,obtemos a formulacio discreta de (10) da
forma

6v* I I *keA(cSx*>wA (Pf U;(c5x*)wReA) + max (p fU; !ly ,0)

Re(~;*r A(lpfv:(c5Y*)s Re~l) + max ( Pf v; b x*,O) (14)A s

-Re ~*> A( Ipf v~ (6Y*)nReAI) + max ( -Pf v*n u* ,0)
A n

ap .' a.. + a.w + a •• + as + 6x* I>y*
r; n •.ReK

Sendo que adotando-se 0 esquema POWdr-Law.a funcio A e dada da fo~
ma [5].

A<lxl) •• max (0, (1 - 0,1 IxIS»



a' V* • a' v*'+a' v* + a'N v*N + as' v*S + b + (p* - p*) !lx*
P P EE W W P ~

onde os coeficientes a'p, a'E' a'W' a'N e a'S sao dados por (14), com
graadezas avaliadas no volume de controle da figura 3.

Para a equacao da continuidade obtemos

o algoritmo empregado para a resolucao do sistema e denominado
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations [5]. Seu
principio baseia-se em estimar 0 campo inicial de pressao p* e corri -
gi-lo de tal forma que as velocidades u* e v* associados 0 a p* obti

o 0 0 -
das atraves de (14) e (15), satisfacam a equacao da continuidade (16).
Supondo que a pressao corrigida e da forma

onde p' e chamada correcao de pressao. Entao as formulas de correcao de
velocidades sao dadas por ever [5])

u* • u* + ~ - p )
0 a {pp E

P

v* • v* +
tuc.* (p' - PN )0 ar pp

Substituindo (18) e (19) em (16), obtemos a equacao discreta para
a correcao de pressao p' da forma

':>f~Y* P Av*
a" • a" •

f .
E ap W &w

a; ofAx*
a" •

PfAx*
-a-'- a'p S S

Apresent&mOs agora a sequencia de opera~oe. pa~a & ~e.olu~io do
si.te••



ii) Resolva as equacoes de momentum (14) e (15) para obter u~ e v~

iii) Resolva a equacao de correcao de pressao (20)

iv) Calcule a pressao p* pela adicao de p' a p*
o

v) Calcule u* e v* atraves das equacoes de correcao de velocidades
(18) (19)

vi) Trate a pressao corrigida p* como novo chute inicial p~ ' volte a
ii, e repita 0 procedimento ate obter convergencia

Os resultados foram obtidos para um dominio retangular [0,40J x
[0,1) utilizando-se uma malha uniforme (80 x 50). Nas figuras a seguir
estes aparecem parametrizados por ReK, com ReA • 100.
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£ importante salientar que a velocidade encontracla sob 0 ponto de
vista de Teoria de Misturas difere claquela abordada sob 0 enfoque de
Mecanica dos Fluidos Classica, uma vez que a velocidade do constituinte
fluido e na realidade uma media tomada numa regiio contendo um certo nu
mere de poros. Por meio desta caracterizacao faz sentido interpretar os
perfis obtidos como solucao do sistema de E.D.P.

Observamas que a medida que aumenta a compactidade do meio po-
roso, 0 qual esta associado com a diminuicio do parimetro ReK mais ra-
pido 0 escoamento desenvolve-se. Portanto ocorre uma reducao 00 compri-
mento de desenvolvimento, ao ser este definido para uma determinada nor
ma.
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