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Be diacute la iIIpl~taci6n ~l prCJ9r- VIPLAS que utiliza
el "todo ~ .l~tos finitos para rellOlver, por \D\ algoritD:l ~
la9rangeano ~tado, laB ecuacione. de flujo en e.tade
e.tacionario de \D\ fluido viecop16stico inccllpres1ble. E1
poteneial ~ disipac16n viecoplbtica interne del material debe
Hr una funci6n ccnvexa, pero no necezari~te difereneiable,
del tensor velocidacl de defomaci6n. Hayuna versi6n para callOS
bicU..nsional •• y otra para •• tela de revoluci6n.

CodeVIPLAS uu. finite .l~ta and IlUCJI8I1ted lagrangean
technique. to solve m.edcally the qua.btatie flow equations of
incallpr••• ible viBCClp1utic fluids. 'DIe internal viscoplastie
dillipatian potential ia a c:cnvex, but not nece.sarily
differentiable, function of the _tedal ~for:ation rate. Plane
and axi.,..tric ver.ions are ~lable.



Ia determinaciOn por _todos nuIIlliricoslie caIIIPOS de
velocidad, presi6n y teIII1eratura de fllddos ~~,
scaatidos a fuerzas extemas, es de considerable inter •• pr'ctico
en verias industrias: ceriaicos, _tales, pol_roa, pinturas,
alt.ntos, etc. Los resultados se puedenaplicar al diseilo de
equipos, 0 a la detecci6n de las. condiciones 6ptimu de
operaci6n.

En general, la caractedzac:i6n del CCIIIpOrtMiento
no-newtoniano por D*lio de una ecuaci6n constitutive lleve a
sist ••• de ecuacicne. diferenciale. Suficienu-nte no lineales
~ para que au resoluci6n rulirica no sea trivial. En
particular, el _todo de el~tos finitos preMllta ~ ventajas
una qran facilidad para adaptar•• a ~tdas ~ejas. y un
manejo.imple de las condicionesde contomo, de modo que el
iii.., proqr.. puedeusar•• en di.tintos tipos de probl... con
IIOdificacionesminimas.

En este trabajo noa concretar... al case de fluidoa
viscoplbticos, .in efectos elbticos, inc:aIpruiblu, c:uya
ecuaci6n constitutive iIIplique la existeneia de un potencial de
disipaci6n interna que sea un funcional convuo, continuo y
coercitiw del tensor velocidad de defomac:i6n. Despreciando
teminoa de 1nercia y usandoel llit:oclode el~tos finites, el
probl_ •• recmc. a 18 lIinilIiaci6n con re.tricciones de un
funcional convexono necesari-.nte diferenciable. Ia resoluci6n
nuIIlliricadel probl_ •• ha becho segGn un algoritm propuesto
por P. Le Tallec (1986).

B1trabajo ud orqaniAdo de 18 si~ente ••• ra: priMro
definir... el -adelo _t8Iitico, tanto el contimJo~ IN

discretizaci6n por el-.tos finites IIixtoa de orden 1. A
contiruac16n refonular ••• el probl_ discreto con tialicas de
laqrangeanoa~tado y describir ••• luego 18 iJIpl-.taci6n del
algoritm ante. -.nc:10nad0dentro del .i.~ SCIP (P. de Gouvea,
1986)• Por UltiIIDIio8trar••• ej-.plos de pa.ba realiAdos con
el prOC}r8a.

Enel case quas1-..dtico, el CIIIlpOde ve1OCf.d'des! de un
_terial viscoplbtico que fluye en un dam.Dio Rde R(1,) (••• 2 0
3·) esd deteClliMdopor el principia de trabaj~ virtuales y 1a
ley c:cnatitutiva del .terial, junto conel wquerw-to de
i~l1dM. 81 1a'~ ccaaututtva estlbl..,. ,. e1 C8IIII6



del tensor de tenaione. de cauchy, IUIIIdoal CUIpO de 1. pre.i6n
hidrostitica, pertenece al Subgradiente de un potencial de
disipaci6n intemall , dcnde II es funci6n convexadel gradiente
._trico del CUIpO de velocidade., es poaible probar que el
c:qnjunto de ecuaciones antes nallbradu equivale • 1. siguiente
formlacien variacional (extr..u.):

MiD J(v) • I II (Dv) dx - I f.v dx - I g.v de
Q Q ~

Q • dcainio en R(N) (N. 2 0 3)
fl • regi6n del borde can ccndiciones de Dirichlet
fa • regi6n del borde can candiciones de Ne18ann
v • CUIpO vectorial de velocidades
f,g- fuerzu extemas de vol~ y drt superficie,

respecti~.
Dv • 1/2 ( VV + (VV)'] en R(IIXN)
VI. ~ UU • espacio de Sobolevde CIlIlp08 we:toriales

v definidos en Q tal •• que IvI~y IVV I'
sean integrable. sabre Q

La uiat:eacia y unicicW de 18 soluci6n utA ~ por I.e
'l'allec: (1986)



!l dcainio •• discretiza con el.-ntoa finitoa IIixtoa de
orden uno, CCDO el matrado en 1a fi9Uta 1. para el caao plano
bidi.,.icaal. Dicho el~to CUIIp1econ la candici6n de Brezzi,
y ea muy sencill0 de utilizar. !l eapacio de preaionea
aproxilll8daaea el eapacio de funcionea escalar.. continuaa cuya
reatricci6n a cada triincJulo ea un polil)alio de grado uno. cada
eleMnto triangular de preai6n eaU dividido en cuatro
aubtriinguloa de iqual irea, en cuyoaverticea •• determina el
caIIIpode veloci~a. !l gradiente ai_trico del cupo de
velocidadea termina siendo constante en I;ada aubtrilngulo.

!l probl_ (1) diacretizado •• tranaforma en un proble. de
minimizaci6n de una funci6n Jh ccnvexa, con reatdccionea
linealea, en un nUa.ro finito de inc6qnit:aa. !llu son: .1
campo de velocidadu discretizadu y el cupo de pre.lone.
discretizadu. Jh e. convexa, pero no e. cuadritica (salvo en .1
caso de un f1Uidonewtcniano), y puede no ser diferenciable (cc.o
en el caso de un lIllltlrial de Trl.ca).

La tradicional ha sido resolver e1 probl.... (1) en fo~
particular para cada tipo de potencial que se conoce. loaf, en el
caso de un lIllltedal de Norton (0 ley de la potencia) , •• .-1e
trabajar con el concepto de viscosidacl generalizada, 11 a1s~
de ecuaciones resultante puede resolver.. ~ e1 JDitodo de
Newton-Raphson,18 que" es dob1ementediferenciable [ZI, 0 pot
,1 algodtDo iteratiw propueato por Tanner (3). En eate Ulti.m
caso Ie fija la visc:oeidacl, se re_lve e1 caIIIpode ve10cidadea



iDCOllpresible,se calcula el gradiente siJl8trico del c:aqlO de
velocidades, se ajusta la viscosidad y ae itera hasta
convergenciaen velocidades y presiones.

EI\ este trabajo, en CUlbio, se ataca directamente el
problea (1) discretizado. se ern una nuevavariable !, que es
una .triz simetrica de NxN constante en cada elemento de
velocidades. Dicha variable agrega una nueva restricci6n al
problea: en la soluci6n, ! aerl igual al gradiente simetrico
del c:upo de velocidades. Esta reatricci6n se trata con tecnicas
de laqrangeanoaUlllentadoJel sistBa a resolver es ahora el
siguiente:

donde: Ih • [v : v I: Vb, j P div v dx • 0 para todo p I: Ph)
g

Ph • [p I: C·Ull : plQi polinc8io de grade 1)

En el punto de ensilladura, y aoluci6n es el c:upo de
velocidades de divergencie nula, ! ea el gradiente ai.Jlll!tricode
dicho caIIpOy ~ .a el desViader de tensionea de cauchy con aigna
opueatoJ , tiende e Jh (1).

1.0 inter.sante de .ate enfoque •• que •• dividieron 1••
dificultadea:

- le no-linealidad de le ecuaci6n constitutive &610 afecta e B,
y 'ate .a constante en cada .l~to de velocidad. Bato
iIIplicapor un lade, que podrie resolwrae .ata parte del
probl_ en paraleloJ por .1 otro, que cualqui.r varieci6n en
1. expruilin del potencial puede trater.. Ucilaente dentro
de cada .1eMDto.



La poco interesante es que ahara hay mis variables: a los
campos de velocidades y de presianes discretizados, hay que
aiiadir el gradiente simitrico del campode velocidades !, y el
multiplicador de Lagrange~.

£1 algoritmo utilizado es de tipo Uzawa, para poder
aprovechar 1a descomposiciOn del problea 18 .ncionada. La
resoluciOn del primal sa hace por relajaci6n en bloques. Proems
de convergencia pueden 1eerse en Le Tallec (1986).

A , a dados. Ho j-1 a,k - a
j-1

for j - O,n do:
for k - 1,11calcular v - v

j II

a-a
j II

£(v,.,.l < £(w,.,.) para todo w £ Kh (i)
j,k

£(.,a,.) < £(.,G,.) para todo G £ Yh (ii)
j,k

end do
A - A - R (CY - a) , A c Yh (iii)
j+1 j j j

!l punto (i) es 1a JIlinimizaci6nde un funcional cuadritico con
restricciones lineales, lU.lIIl8rica.nte sillilar a un problemade Stokes.
!l punto (ii) es una IIinimizaci6n el.-nto a e1e.nto.



A eontinuacien •• traremos ~ Be resolviercn 10. subproblema.
(i) e (ii) en el programaVIPIAS.

CCIIO "problema de Stolte." nos refer1lllos a la siguiente
formulaeien variaeional (2), (3):

v I Du:Dwdx - I P div w dx • I f.w + I 9.Wde
2 2 52 rz

I q div u dx - 0
2

Desarrollando el la9ranqeano aumentadode la eeuaci6n (2) con
! y ~ constantes, el problema (i) .s un probl_ de Stolte. de la
siguiente forma:

1V2 I Du:Dwdx - I p div w dx - (4)
2 52

I f.w + I (8 B + A):Dw dx + I 9.W de
g g rz

I q div u dx - 0
g

Las eeuaciones discretizad,as por el~toa finitoa de este
problema, en loa cuoa plano yaxisiJIitrico, foman .1 siguiente
sistema de eeuaciones lineal •• por bloques:

donde vl Y v2 •• refieren a lu wlocidadH segUnx e y (r y z
respeeti~) y p a la presi6ft. Para rnolwrlo u...- un
algoritm de gradientu conjuglldl» aobr. 18 pr•• i6ft (Glowinsld,
1984), que result6 necesitar a1Cho -.nos •••• d. y •• r ••• ripido
en \Il factor de 10 que 18 aubrutJ.na JIa18 de HarwU. El alPitae



aprovecha el hecho de que Al y A2 son matrices simitricas,
definidas positivas, para triangularizar por b1~. e1 ,tat_
descripto mis arriba, con 10 que 58 lleqa al siguiente sistema
lineal en presiones:

Dicho sist_ 58 resuelve por qradientes conj\198dOs,cc.:» ya
se Nt dicho, y las velocidades Be recuperan as1:

Al y A2 58 trianqularizan de una vez al caaienzo del prOCJr_, por
10 que en lugar de calcular sua inver... se hace retrosusti tuci6n
con sua factore. triangulares.

Desarrollando el 1aqranqeanoaUMntadode la ecuaci6n (2) con
.Y. y ~ constante. (el case (11» , y dado que H, ~ Y~ son
constantes en cada sube1~to de velocidad, tenemos que resolver
en cada el~to el siguiente probl_:

Kin ! (8(H) + !V'2 IB-Dvl+ A:H)dx sobre Kh (8)
21

dondeR es una matriz ortogcnal de R(NxN) que diagcnal1za la
aiguiente .trlz aiJIitrica Ais



Las colUlllNlsde Q se formancon loa autovectores normalizados de
Ai. Hi es una iatriz dia90Ml cuyos valores se obtienen a partir
de la siguiente minimizaci6nen B(N): •

Min j(Bi)- S(Hi) + IV2 IHiIJ - 1: Aik Hik
k

Para resolver la IIinimizaci6n, •• acota el valor de Hi Y se
hace una pru.ra bU8queda con ~ algori t:8) de Becci6n lurea
(adaptado de la aubrutina ZXGSHde IMSL). 5i falla, y el
potencial e. diferenciable, •• usa el metodade ~Raphson.
8i tallbien falla, 0 si el potencial no es diferenciable, hay una
opci&1 de interpolaci6n cuadrltica (adaptado de la subrutina
ZXLSr, de IMSI.).

Durante e1 afto 1987 entr6 en vigencia e1 ccnvenio Argentino
Brasilefio en Mecinica CCIIputacional (QfrA-CCIIICBT-I.H:C-<mq).Por
ello decidimll utilizar e1 .iat •• SOP de desarrollo de prograM. de
e1.-ntoa finitospara iIIpl-.ntar e1 algorit:8) descripto •• arriba.
DIldoque no habla en e1 siau. brasileilo niDeJUnprograM de fluidos,
ni tawpoco Be utilizaba e1 sistella de almacenalli.entode matrices
ralas, a610 •• us6 del SOP original toda la parte referide a
adIIini.traci6n de ..mria y manejode vector•• , con 1a idea de crear
progr-' de aplicaci6n (·aplicati~·) en fluidos.

El s1s~ SOPas un sistema lIOclu1ar,con aceeso a un banco de
detoa. CUalquier progr.. de e1.-ntos finitoa •• divide, para al
sbu., en tras 0 Ilia prograMS, cuyo. resultados •• interCUlbian por
-.dio del banco de datoa. Eso no incluye, hasta abora, la parte de
generaci6n de .u.••y de visuallaaci6n de rasultadoli, que ha~ con
loa progr... !NRIDO y PI'lUX)desarrolledos en m..stro grupo por It.
Venere (8,9).



Todas las matrices, salvo las matrices el_nWes, •• almacenan
comoralas S89W\ la tecnica desarrollada por S. Pissanetzky (7) en el
Centro At6mico Bariloche. Para la triangulacien de matrices
5imitricas, y el ensamblaje, talllbien se usaron aJo9unassubrutina.
desarr011ada. por Pissanetzky.

Lee todo. los datos necesarios: coordenadas
y conectividad de red de velocidad, de presien
y de presi6n-ve1ocidad, condiciones de Dirichlet
y de Neumann, tipo de simetria. Eate programa
si rve para otros programasde fluidos.

calcula (y almacena)por el.-nto, ar••• , derive-
da. parciale., matri,c:es el.-nWe. segUn cada
cClllPOl14lntede 1a velocidad, y la. _trices
elemmWe. presi6n-velocidad. Sirve para otros
programs. de fluido••

PRE-SOL:!nsaIlbla matrices el.-nWes en bloques (eq. 5)
y segundo. miembros.Triangulariza 105 bloques
de velocidad. Sirve para otros progr... de
fluido.

SOLVR Aplica el algoritlllo descripto. Sirve 8610para el
programade aplicaci6n VIPLAS.

!l progr.. •• corri6 con varios ej8lllplos de prueba. Nos
detendremo.en la longitud de entrada. La figura 2. _stra.l campo
de velocidade. y el de presione. obtenidos para un fluido de Norton
con k - 1/1'2, P - 1.5, con una red de 231nodosde.velocidad y 66 de
pre.i6n. La figura 3. _.tra la variaci6n de la COftver<Jenciadel
alCJOritlllopara distinto. exponente. p, con k • 1/1'2y el factor R • 1•.
Por Ultim, la figura 4. ...tra que el algorit.D e. relativ-.nte
poco sensible a la variaci6n del factor R.
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PrIIilNl

p. I.!!

ruo PrMilNl

0 -o.I4(lEE+OO
1 0.20667E~

~ 8:mI~
4 0.86B?4E~
!! 0.10894E~
6 o.13101E~
7 O.I!l3OeE402

B 8:iM3
10 MI929E~

rig. 2.: CMpode velocidedea y de pre.ione. de un f1uido
de Norton, p • 1.5, k. 1/1'2, R • 1. Red de 231
nadoa de ".locidld Y 66 de pre.i6n.



Error .•.• rut. ell itrltlcnl •••.•distintoa 1ICflCIIWlt.
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rig. 3.: Convergencia del algoritmo para un mat.rial de
Nortcn, distinto. exponent•• , k • 1/12, R • 1.

R

Fig. 4.: variaci6n de la c:cnvergel'-c1adel algori tmo con
el par_tro R. Fluido de Nortcn, p-l.S,k • 1/12.

Sin ellbargo, ten8a)a todavia dudu sobr. 10 robusto que pueda ser
el c6digo. Hay Ja1Chas variables que pueden sei ajuatada. para que
funcione en fora 6ptiuIa, pot ejeJliPlo: la tolerancia CCIIIqUe ae
r.suelve el probl_ de Stok•• , las tolerancias de cada lIiniJIizaci6n,
el mBro _iJIo de iteracione. en cada ainillizaci6n, el m-ro 6pti-:J
de ciclos internos lift .1 algorite geMral, etc.



se imp1ementoe1 e6digo VIPLAS que utiliza e1 metodode elementos
finitos para resolver numerieamente1as ecuaeiones de fluj~ en estado
estaeionario de un f1uido viseop1iatico ineompresible, cuyo
ecmportamiento siga 1a ley de 1a poteneia 0 la de Binghaa. Hay \mlIl

versi6n para easos bidimensionales y otra para simetria de revoluei6n.

E1 algori tmoutiliza tecnicas de lagrangeano aumentadocon 10 que
el problema original qued6 reducido a la resoluei6n de tres
subproblemasseneillos:

a. un programacuadritico, para 10 cual se uso un reaolvedor ripido
de Stokes,

1a minimizaei6n sin restrieei~s, el.-ento a elemento,
funeiOn convexa en R2 con tres opciones iJlp1uentadu:
iurea, Newton-Raphsone interpolaei6n cuadritica,

de \mlIl

seeei6n

E1 e6diqo fue implementadodentro del sistema SOP (Sistema de
Desarrollo de PrOC1ramas),Mdiante el ~o c:anCE'l'-QUtq, y utiliza
tecnicas de matrices ralas desarrolladas en el centro At6mico
Bariloche.

Be presentaron ej~os de proem. E1 algoribo es capaz de
buenos resultados DUIIIliricos, pero al tener DUchos parimetros
ajuatables por el usuario, no es demasiadorobusto.
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