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Se discute la implementaci6n del programa VIPLAS que utiliza
el método de elementos finitos para resolver, por un algoritmo de
lagrangeano aumentado, las ecuaciones de flujo en estado
estacionario de un fluido viscopléstico incompresible. El
potencial de disipacién viscopléistica interna del material debe
ser una funcién convexa, perc no necesariamente diferenciable,
del tensor velocidad de deformacién. Hay una versiém para casos
bidimensionales y otra para simetrfa de revolucién.

ABSTRACT

Code VIPLAS uses finite elements and augmented lagrangean
techniques to solve mmerically the quasistatic flow equations of
incompressible viscoplastic fluids. The internal viscoplastic
dissipation potential is a convex, but not necessarily
differentiable, function of the material deformation rate. Plane
and axisysmetric versions are available.




INTRODUCCION

La determinacidn por métodos numéricos de campos de
velocidad, presién y temperatura de flyidos no-newtonianos,
sometidos a fuerzas externas, es de considerable interés prictico
en varias industrias: cerimicos, metales, polimeros, pinturas,
alimentos, etc. Los resultados se pueden aplicar al disefio de

equipos, o0 a la deteccién de las .condiciones &ptimas de
operacidn.

En general, la caracterizacifn del comportamiento
no-nevtoniano por medio de una ecuacién constitutiva lleva a
sistemas de ecuaciones diferenciales suficientemente no lineales
como para que su resolucién mmérica no sea trivial. mn
particular, el método de elementos finitos presenta como ventajas
una gran facilidad para adaptarse a geomstrias complejas y un
manejo simple de las condiciones de contorno, de modo que el
mismo programa puede usarse en distintos tipos de problemag con
modificaciones minimas.

En este trabajo nos concretaremos al caso de fluidos
viscoplisticos, sin efectos elisticos, incompresibles, cuya
ecuacién constitutiva implique la existencia de un potencial de
disipacin interna que sea un funcional convexo, contimwo y
coercitivo del tensor velocidad de deformacién. Despreciando
términos de inercia y usando el método de elementos finitos, el
problema se reduce a la minimizacién con restricciones de un
funcional convexo no necesariamente diferenciable. La resolucidn
numérica del problema se ha hecho segin un algoritmo propuesto
por P. Le Tallec (1986).

El trabajo ests organizado de la siguiente manera: primero
definiremos el modelo matemfitico, tanto el continmuo como su
discretizacién por elemsntos finitos mixtos de orden 1. A
continuacién reformilaremos el problema discreto con técnicas de
lagrangeano aumentado y describiremos luego la implementacién del
algoritmo antes mencionado dentro del sistema SDP (P. de Gouvea,
1986). Por dltimo mostraremos ejesplos de prueba realizados con
el programa.

MODELO MATEMATICO: FORMULACION VARIACIONAL

En el caso quasi-estitico, el campo de velocidades v de un
material viscopléstico que fluye en un dominio @ de R(N) (M=2 o
3) estd determinado por el principio de trabajos virtuales y 1la
ley constitutiva del material, junto con el requeriniento de
incompresibilidad. Si la’'ley constitutive establece que el campo




del tensor de tensiones de Cauchy, sumado al campo de la presién
hidrogtitica, pertenece al subgradiente de un potencial de
disipacién interna @ , donde 2 es funcién convexa del gradiente
simétrico del campo de velocidades, es posible probar que el
conjunto de ecuaciones antes nombradas equivale a la siguiente
formulacidn variacional (extremal):

Min J(v) = @(Dv)dx - [ fvde~f g.vda
Q 2 rn

sobre K« [ v ¢ Vif (R)": divv =0, vav® en I}
(1)

dominio en R(N) (N =20 3)

regién del borde con condiciones de Dirichlet

regién del borde con condiciones de Neumann

campo vectorial de velocidades

f,g= fuerzag externas de volumen y de superficie,
respectivamente.

Dvel/2 [ W+ ()] en R(NxN)

Vi? (Q) = espacio de Sobolev de campos vectoriales

v definidos en 2 tales que |vit y |Wv|#

sean integrables sobre 2

|
-
n e

Algunos ejemplos del potencial de disipacién 9:
Material de Nortom:
8 (Dv,x) = 1/p [k(x)V2)* |Dv|?
(para fluido de Newton p=2, k = v)
Material de Bingham:
2 (Dv,x) = /2 8(x) |Dv| + w(x) |Dv|?

(para fluido de Newton s=0, v = v)

La existencia y unicidad de la solucién estf probeda por Le
Tallec (1986)




PROBLEMA DISCRETO:

El dominio se discretiza con elementos finitos mixtos de
orden uno, como el mostrado en la figura 1. para el caso plano
bidimensional. Dicho elemento cumple con la condicién de Brezzi,
Y es muy sencillo de utilizar. El espacio de presiones
aproximadas es el espacioc de funciones escalares continuas cuya
restriccién a cada trifingulo es un polipomio de grado uno. Cada
elemento triangular de presién estdi dividido en cuatro
subtrifngulos de igual 4rea, en cuyos vértices se determina el
campo de velocidades. El gradiente simétrico del campo de
velocidades termina siendo constante en cada subtrifingulo.

+ Nodos de presién

EN -
[/

Fig. 1: Doscoqosicién del elemento Qi en cuatro subtrifingulos

El problema (1) discretizado se transforma en un problema de
minimizacién de una funcién Jh convexa, con restricciones
lineales, en un nimero finito de incSgnitas. Ellas son: el
campo de velocidades discretizadas y el campo de presiones
discretizadas. Jh es convexa, pero no es cuadritica (salvc en el
caso de un fluido newtoniano), y puede no ser diferenciable {como
en el caso de un material de Tresca).

Lo tradicional ha sido resolver el problema (1) en forma
particular para cada tipo de potencial que se conoce. Asi, en el
caso de un material de Norton (o ley de la potencia), se suele
trabajar con el concepto de viscosidad generalizada; el sistems
de ecuaciones resultante puede resolverse por el método de
Newton-Raphson, ya que @ es doblemente diferenciable {2], o por
el algoritmo iterativo propuesto por Tanner [3). En este dltimo
caso se fija la viscosidad, se resuslve el campo de velocidades




incompresible, se calcula el gradiente simétrico del campo de
velocidades, se ajusta la viscosidad y se itera hasta
convergencia en velocidades y presiones.

E este trabajo, en cambio, se ataca directamente el
problema (1) discretizado. Se crea una nueva variable H, que es
una matriz simétrica de NxN constante en cada elemento de
velocidades. Dicha variable agrega una nueva restriccién al
problema: en la solucién, H ser igual al gradiente simétrico
del campo de velocidades. Esta restriccifn se trata con técnicas
de lagrangeanc aumentado; el sistema a resolver es ahora el
siguiente:

Hallar el punto de ensilladura ((v, H), A) de:

& ((v, B), A =F (H) + G (v) + 1L/2R ||Dv - H[|? -
- <A DV-E>  (2)
sobre Kh x Yh x Yh

donde: Xh = [v : v e Vh, j p div v dx = 0 para todo p ¢ Ph]
e
Ph = [p £ C*(Q) : p|ei polinomio de grado 1]

Vh=[veCR) : vev® en I'!, viRij polinomio de grado 1]}

Yhe[D:D:2->R ,D'=D, D|8ij polinomio de grado 0]

En el punto de ensilladura, v solucifn es el campo de
velocidades de divergencia nula, H es el gradiente simétrico de
dicho campo y A es el desviador de tensiones de Cauchy con signo
opuesto; § tiende a Jh [1].

Lo interesante de este enfoque es que se dividieron las
dificultades:

~ la restriccién de la divergencia mula sblo afecta a v

- la no-linealidad de la ecuacién constitutiva sélo afecta a B,
y @&ste es constante en cada elemento de velocidad. Esto
implica por un lado, que podria resolverse esta parte del
problema en paralelo; por el otro, que cualquier variacién en

1a expresién del potencial puede tratarse fhcilmente dentro
de cada elemsnto.




Lo poco interesante es que ahora hay mis variables: a los
campos de velocidades y de presiones discretizados, hay que
afiadir el gradiente simétrico del campo de velocidades H, y el
miltiplicador de Lagrange A

ALGORITMO DE RESOLUCION:

El algoritmo utilizado es de tipo Uzawa, para poder
aprovechar la descomposicién del problema ya mencionada. La
resolucidn del primal se hace por relajacién en bloques. Pruebas
de convergencia pueden leerse en Le Tallec (1986).

El algoritmo es el siguiente:
A, H dados. H = H
0 j-1 0,k j-1

for j = 0,n do:
for k = l,mcalcular v=v , H=H ; do:
i » 3 =

£(v,.s.) < £(w,.,.) para todo w ¢ Kh (i)

3.k
£(.,8,.) < £(.,G,.)paratodo G ¢ Yh (ii)
jek
end do
A = A -R(Dv-H) , Ac¢Yh (iii)
i+l j i 3
end do

El punto (i) es la minimizacién de un funcional cuadritico con
restricciones lineales, numéricamente similar a un problema de Stokes.
El punto (ii) es una minimizacién elemento a elemento.

La convergencia se mide con el siquiente criterio:

{1Iov - ®]| / {|H]] < ¢




A continuacidn mostraremos como se resolvieron los subproblemas
(i) e (ii) en el programa VIPLAS.

1. Resolvedor rapido de Stokes.

Como "problema de Stokes™ nos referimos a la siguiente
formulacién variacional [2], [3]:

v DuiDwdx - fpdivwdx = [ f.w+ [ g.wda
Q 2 Q g
(3)
Jgqdivudx =0
Qe

Desarrollandc el lagrangeano aumentado de la ecuacién (2) con
H y A constantes, el problema (i) es un problema de Stokes de la
siguiente forma:

R2 [Duibwdx - [pdivwdx = (4)
] Q
Jfw+ J(RH+ A):Dvdx + [ gwda
4] Q r?

Jgdivudx =0
-]

Las ecuaciones discretizadas por elementos finitos de este
problema, en los casos plano y axisimétrico, forman el siguiente
sistesa de ecuaciones lineales por bloques:

Al Bl’ vl bl
A2B2| x| v2|=|Db2 (5)
' Bl B2 P c

donde vl y v2 se refieren a las velocidades segin x e y (r y 2
respectivamente) y p a la presién. Para resolverlo usamos un
algoritmo de gradientes conjugados scbre la presién (Glowinski,
1984), que results necesitar mucho menos memoria y ser mis répido
en un factor de 10 que la subrutina MA18 de Harwell. El algoritmo




aprovecha el hecho de que Al y A2 son matrices simétricas,
definidas positivas, para triangularizar por bloques el sistema
descripto mas arriba, con lo que se llega al siguiente sistema
lineal en presicnes:

(BL Al-! Bl')p = B1 Af* bl - ¢

(6)
(B2 A2-! B2’ )p = B2 AL! b2 - ¢

Dicho sistema se resuelve por gradientes conjugados, como ya
se ha dicho, y las velocidades se recuperan asi:

vi=Aal"t (bl - Bl’p)

N
v2 = A2 (b2 - B2’p)

Al y A2 se triangularizan de una vez al comienzo del programa, por
lo que en lugar de calcular sus inversas se hace retrosustitucién
con sus factores triangulares.

Optimizacién elemento a elemento
Desarrollando el lagrangeano aumentado de la ecuacién (2) con
vV ¥ A constantes (el caso (ii)), y dado que H, DV y A son

constantes en cada subelemento de velocidad, tenemos Que resolver
en cada elemento el siguiente problema:

Min [ ( 9(H) + R/2 |B-Dv| + A:H)dx sobre Kh (8)
of

cuya solucién es la siguiente:
HeQHi Q' (9)

donde Q es una matriz ortogonal de R(NxN) que diagonaliza 1la
siquiente matriz simétrica A




Al =mRDv - A (10)

Las columnas de Q se forman con los autovectores normalizados de
Ai. Hi es una matriz diagonal cuyos valores se obtienen a partir
de la siguiente minimizacién en R(N):

Min j(Hi)= 9(Hi) + R/2 |Hi|? - I Aik Hik
k
(11)

Para resolver la minimizacién, se acota el valor de Bi y se
hace una primera biisqueda con un algoritmo de seccin Surea
(adaptado de la subrutina 2ZXGSN de IMSL). Si falla, y el
potencial es diferenciable, se usa el método de Newton-Raphson.
Si también falla, o si el potencial no es diferenciable, hay una
opeibén de interpolacidn cuadrética (adaptado de la subrutina
ZXLSF, de IMSL).

IMPLEMENTACION EN EL SISTEMA SDP

Durante el afic 1987 entr§ en vigencia el convenio Argentino
Brasilefio en Mecfnica Computacional (CNEA-CONICET-LNCC-CNPg). Por
ello decidimos utilizar el sistema SDP de desarrollo de programas de
elementos finitos para implementar el algoritmo descripto mi&s arriba.
Dado que no habia en el sistema brasilefio ninglin programa de fluidos,
ni tampoco se utilizaba el sistema de almacenamiento de matrices
ralas, 8510 se usd del SDP original toda la parte referida a
administracién de memoria y manejo de vectores, con la idea de crear
programas de aplicacién ("aplicativos") en fluidos.

El sistema SDP es un sistema modular, con acceso a un banco de
datos. Cualquier programa de elementos finitos se divide, para el
sistema, en tres o mis programas, cuyos resultados se intercambian por
medio del banco de datos. Eso no incluye, hasta ahora, la parte de
generacién de mallas y de visualizacién de resultados, que hacemos con
los programas ENREDO y PITIXO desarrollados en nuestro grupo por M.
Venere [8,9].




- 10 -

Todas las matrices, salvo las matrices elementales, se almacenan
como ralas sequn la técnica desarrollada por S. Pissanetzky [7] en el
Centro Atémico Bariloche. Para la triangulacién de matrices
simétricas, y el ensamblaje, también se usaron algunas subrutinag
desarrolladas por Pissanetzky.

El esquema de cdlculo es el siguiente:

PRE : Lee todos los datos necesarios: coordenadas
Yy conectividad de red de velocidad, de presién
y de presién-velocidad; condiciones de Dirichlet
y de Neumann, tipo de simetria. Este programa
sirve para otros programas de fluidos.

PRO : Calcula (y almacena) por elemsnto, ireas, deriva-
das parciales, matrices elementales segiin cada
componente de la velocidad, y las matrices
elementales presin-velocidad. Sirve para otros
programas de fluidos.

PRE-SOL: Ensambla matrices elementales en bloques (eq. 5)
Y segundos miembros. Triangulariza los bloques
de velocidad. Sirve para otros programas de
fluidos

SOLVR : Aplica el algoritmo descripto. Sirve sélo para el
programa de aplicacidn VIPLAS.

EJEMPLOS DE PRUEBA

El programa se corrid con varios ejemplos de prueba. Nos
detendremos en la longitud de entrada. La figura 2. muestra el campo
de velocidades y el de presiones obtenidos para un fluido de Norton
con k =142, p=1.5 con una red de 231 nodos de velocidad y 66 de
presién. La figura 3. muestra la variacién de la convergencia del
algoritmo para distintos exponentes p, con k = 1/2 yel factor R= 1,
Por iiltimo, la figura 4. muestra que el algoritmo es relativamente
poco sensible a la variacién del factor R.
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Fig. 2.: Campo de velocidades y de presiones de un fluido
de Norton, p = 1.5, k= 1/2, R = 1, Red de 231
nodos de velocidad y 66 de presidn.
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Error vs num, de iteraciones para distintos exporentes
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Fig. 3.: Convergencia del algoritmo para un material de
Norton, distintos exponentes, k = 1#/2, R = 1,

error vs R para 18 iteraciones, pet.5
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Fig. 4.: Variacién de la convergencia del algoritmo con
el parémetro R. Pluido de Norton, pel.5,k = 1,2.

Sin embargo, tenemos todavia dudas sobre lo robusto que pueda ser
el codigo. Hay muchas variables que pueden ser ajustadas para que
funcione en forma &ptima, por ejemplo: la tolerancia conque se
resuelve el problema de Stokes, las tolerancias de cada minimizacién,
el nGmero mfximo de iteraciones en cada minimizacisn, el nimero Sptimo
de ciclos internos en el algoritmo general, etc.
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CONCLUSIONES

Se implementd el cSdigo VIPLAS que utiliza el método de elementos
finitos para resolver numéricamente las ecuaciones de flujo en estado
estacionario de un fluido viscopléstico = incompresible, cuyo
comportamiento siga la ley de la potencia o la de Bingham. Hay una
versién para casos bidimensionales y otra para simetria de revolucién.

El algoritmo utiliza técnicas de lagrangeano aumentado con lo que
el ©problema original quedd reducido a la resolucién de tres
subproblemas sencillos:

a. un programa cuadrdtico, para lo cual se usd un resolvedor répido
de Stokes,

b. la minimizacidn sin restricciones, elemento a elemento, de una
funcién convexa en R2 con tres opciones implementadas: seccién
&urea, Newton-Raphson e interpolacién cuadrética,

€. una actualizaci6n algebraica muy simple.

El c6digo fue implementado dentro del sistema SDP (Sistema de
Desarrollo de Programas), mediante el convenio CONICET-CNPq, y utiliza
técnicas de matrices ralas desarrolladas en el Centro Atdmico
Bariloche.

Se presentaron ejemplos de prueba. E1l algoritmo es capaz de
buenos resultados numéricos, pero al tener muchos parimetros
ajustables por el usuario, no es demasiado robusto.
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