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U~ilizando el me~odo de elemen~os fini~os. para una formulaci6n
fluJo pot.encial. se plan~ea un algoritmo de busqu&da de
superficie libre. basado en lograr preslOn pr6XJ.ma a cero en
superficie. y una t.ecnica de mallas adap~a~iva que permi~e
corrigiendo la geome~ria inicial.
Sabamos.que 1a funci6n. que define la geomet.ria. de la superfic
libre. en los casos que vamos a con~emplar. es una curva suave
con~i nua.
En el present.e ~rabajo. se plan~ea la ut.ilizaci6n. de una funci
del ~lPO SPLINE. para la aproximaci6n. de la geome~ria de
superficie libre. de esa forma. se obt.iene en cada 1~eraci6n. u
superficie con la cont.inuidad adecuada.
Para la det.erminacion del mapa de presiones. en el
analizar. se u~iliza la ecuaci6n de Bernoulli. Para
ob~iene las velocidades del fluido a part.ir de un
po~enci al del nu SInO.

Se muest.ra la met.odologia de su aplicaci6n como as! t.ambien 1·
result.ados obt.enidos y comparaci6n con ensayos hidraulicos.
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Debldo a la geomet.ria usualment.e ut.ilizada en los perfiles
ver~ederos ~enemos que; para el fluido circulant.e (agua:
rugosidad y velocidades normalment.e puest.as en juego.
desarrolla una capa limit.e.como la que muest.ra la figura (l].De .
misma se puede observar que en la crest.a del perfil. que es •
lugar de mayor int.eres en cuant.o a su det.erminaci6n geomet.rica
preslones ac~uan~es. es bas~an~e acep~able aplicar una formulaci,
para un flujo po~encial como la siguien~e:
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;;:,e ut.iliza un element.o de 4 nodes con un grade de libert.ad por
nodo. correspondien'_e al pot.encial en cada uno de ellos. La
runci6n de base del element.o as lineal.

En una t'ormulaci6n. como la plant.eada· en 1.1 la velocidad es
Lgual a la variaci6n del pot.encial en una det.erminada direcci6n.

v_all
x a x

En nuest.ro caso. nos int.aresa conocer la velocidad. en la
superricia libra. para podar da asa manera evaluar la pres1.6n.
Est.a sa calcula de La siguient.a maner~:

L dist.. (o-n) J
r-' --'·1

~I__ [
"'0 "'n

di. st. (O-n)

yZ
+ -Z- + 9 M Z = C

yZ
= "2 ..•..9 * Z

p = densidad del agua.
e z const.ant.. calculada en el punto da

la supert'icie libre moCs alejado.
V = velocidad de aproximac:i6n
9 ,.. aceleraci6n de la gravedad
Z ,..aJ. t.ura de la superflc:le l1bre

a la refenecia.



yZ
9 * CC - ~ - 9 * Z)

y = derivada del pot-encial en la direcci6n
del element-o

- Una superficie fija, sobre la cual. se encuent-ran los nodos qu
llamaremos fijos: los que no modifican s1.,1posJ.ciOn. pOl' ende
debajo de dicha superficie, la malla no sera modJ.ficada.

Una superficie libre. c1.,1yosnodos. est-an posibilit-ados
desplazarse. hacia arriba 0 hacia abajo. sobre una linea que un
un nodo de la superficie fija. con un nodo de la superficie libre
la que denominaremos rect-a de cont-rol.

En la fig1.,1ra 4,], t-enemos represent-ada una reet-a de cont-ro!.
SabrE' 1a misma. cal cuI amos e1 fact-or de peso VI del 1ado del
element-o. con respect-o a Ia longit-ud t-ot-alde la rect-a de cont-rol.



Est.os f'act.ores de peso. son los que
las siguient.es it.eraciones redefinir la
proporci6n de los element.os similar a la
puede hacer de la siguient.e manera.

nos pel"mi t.iran.
malla. con

or igJ.nal. Est.o

en
una

se 10

Para el cont.rol de la posici6n de la superf'icie libre. se reaJi~a
el siguient.e analisis.
En la f'igura ( 5 ] se represent.a la ult-ima capa do element.os.
A t.raves de esa capa de element-os. se supone qua circula. un
det.erminado caudal Q. que est-a dado POI" la expre5i6n:

Q.'"' Caudal pol" el ement.o
v",- Velocidad caleulada de : ~ en la

super~1e1. libre para ase element.o.

H '"' AItoura del element.o .•
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Donde Vpo, es la velocidad que deberia t.ener una part.icula sobr
la super~icie libra, para sat.is~acer la condici6n de presi6n igua
a cero en dicha super~icie. y Z la cot.a promedio superior del
element.o como muest.ra la ~igura [ 6 ]

z

Por 10 t.ant.o. par a mant.ener 85. mismo caudal

que la alt.ura del element.o debera cambiar
variaci6n de la velocidad. A part.ir d.
calculamos una nueva alt.ura del element.o.

Q•• debemos supone

en ~unci6n de 1
est.a consideraci6

Q•H.n= -y--
pO



Con t.odos los nodo de 1a super 1'1cie 1ibre increment.ados. se
obt.iene una curva. que no t.iene cont.inuidad en la int.ersecci6n de
dos element.os. Para 10grar una mayor cont.lnuidad se pasa una
1'uncion SPLINE por algunos de los punt.t:ls.que se 10s ut.ilizara
como guia
El rest.o de los punt-os de la super1'1cie. sa 10s calcula de t.al
manara que part.anezcan a una curva cont.inua.
Sobre esos punt.o. se calcula una nueva 10ngit.ud H para cada rect.a
de cont.rol. Luego. se recalculan nueVament.e. Las alt.uras de 10s
element.os. proporc~ona1es a la nueva H y se reaLiza ot.ra
~t.erac~6n. que conSl.st.e en calcular. una dist.ribuci6n de
pot.enc~ales para la ~ueva geomet.ria.
Est.e procediffil.ent.ocont.~nua hast.a lograr pres1.6n en la super1'icie
dent.ro de un cl.ert.o& proximo a cere.



Como se v~c ant.er~orment.e. 1•• pres~on en la super!:..cie libre E

ver~r~cada en nodos a 10s que denominaremos de con~rol. Est.os s(
el ult.Lmo nodo de las rect.as de cont.rol. pero no t.odos los node
de la super-f~::ae l~bre deben ser punt.os de cont.rol. ya que
acuerdo a pruebas efect.uadas en esa condicior., se vio que
algor~tmo d~verge. deb~do a que la superr~cie libre progresa.
f 0:- RIa desor cenada . 0 saa con nodos que se despl azan en r or T.

errat~ca. r-espect.o a la forma que deber!a t.ener una superric;
l~bre.
D~cha curva debe ser suave y continua. por 10 t.ant.o. 10 que
~mplemento. as la aprOY.J.macLon de la =sma con ur.a funcion de
t~po SPLINE cub~co, la que dispone de una der~vada 2d~ cont.Lnua.
En esta cond~::~on, nos queda nuest.ra superric~e l:..bre con UT

cantidad de punt.os a los que llamamos de cont.rol. 10s que sere
desplazados a ot.ra posLcLon. por la veriricac~on de la presion E
la superrLc~e; y ot.ra ciert.a cantidad de puntos. cuya ubicacion ,
a est.ar de!' Ln:..da por 1a !'unci on SPLINE. De t.al maner a que 1c
punt.os de cont.rol. conserven su posic~on. ~mpuest.a por E
algorLt.mo de cont.rol. y el rest.o de los nodos. seran ~nt.erpoladc
como 10 mues~ra la figura [ 7 J.
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o Nodes de cont.rol.
DNodes int.erpolades con SPLINE.
• Nodes f'ijes.

De acuerdo a la geomet.ria a modelar. es adecuado colocar
de cont.rol. cada 2 int.erpolades. como mini mo. de manera
punt.os int.erpolades. pUedan copiar una curva con derLvada
cont.inua.

un nod
que 10
segund



RESUL TAOOS NUMERI cas

ANALI $I S DE LA SUPERFI CI E LI BRE ALREDEOOR DE' UN DESNI VEL
El modele propuest.o en la f'igura [8] •• analizado con el present.e
algoritmo. despues de 6 iteraciones t.oma una conf'iguraci6n como la
indicada en la figura ( 9 ]



En la ~igura [ 10 l. 5e mues~ra .1 mod.lo del ver~&dero ana1izad
El mismo 5e reliz6. con un per~il de la superf~cie libre evalua
median~e ~ormulas emp1ri cas. que se ob~ittnttnde medi ciones
vertttderos.
A partir de dicho modelo. el a1gori~mo converge en poc
it.eracio nes. ya que la proximidad a 1a superficie 1ibre e'
bas~an~e buena. Las figuras [lll y [l~l. rttpresent.an1as 1ineas ,
isopresi6n ob~enidas por la eeuaci6n ~.3 propues~a. 1as q
mues~ran claramen~e zonas. de presiOn cero. nega~ivas.
hidrost.a.~icas en e1 res~o del modelo. ~uera de la zona d·
vertedero.
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Las riguras (13] y (14] mues~ran 1a comparac~6n en~re resul~ad
ob~enidos per medici6n (13] y 10s resu1~ados numericos (14].
Cabe des~acar que 1as geome~rlas comparadas no son exac~amen~e
iguales. paro 1a rorma es como mues~ra la figura (15].
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Con el fin de evaluar el grado de convergencia del met.odo. se
plan~eo el mismo modelo. pero con una superficie inicial bast.ant.e
aleJada de 10. superficie 1ibre final. figura (16]. Siendo 10s
resultados obt.enidos simi1ares a 10s ant.eriores.
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Ademas se realizaron dis~int.as ubicaciones de 10s nodos de cont.rol.
y tambien dis~intas can~idades de 10s mismos. con e1 fin de eva1uar
su ~nf1uencia y 10. import.ancia de e110.

La utJ.lizaci6n de funciones SPLINE para 10. aproximaci6n de 10.
superfi.cie 1ibre. mejora notablement..e 10. convergencia para 10.
obt..encJ.6nde 10. misma.
En 10s ejemp10s propuest..os se muest.ra que solo es
necesario. algunos nodos de cont.ro1 para el manejo de 1as
funciones SPLINE. y que e1 rest.o de 1os. nodos. se ·10 puede obtener
por ~na interpolac~6n interna.



[ 1 J Chow, Ven Te Ph.D. "OPEN-CHANNEL HYDRAULICS"
1959.

[ 2 J "S.A.M.C.E.F. ::Syst.&me d'Analyse des Milieux Cont.inus par
la Met.hode des Element.s Finis) Manuels D'ut.ilisat.ion.

[ 3 J Zienkl.ewicz O. C. "The Fini t.e Element. Met.hod, Third Edi t.lon"
McGRAW-HILL

[ 4 J Pinder George r. Gray, William G. "Finit.e Element. Simulat.i<
in Surface and Subsurface Hydrology" American Press.

[ 5 ) King, H. W. "Handbook of Hydraulics; Foe t.he solut.ion of"
Hydraulics problems" McGRAW-HILL

Melsheimer E. S. and Murphy, T. E. "U. S. Army
Wat.erways Experlment. St.at.ion. CE, Invest.igat.lons of
shape of t.he Upst.ream Quadrant. of t.he crest of High
Hydraulic Laboratory Invest.igat.ion" Research
H-70-1, VicKsburg, Miss. , January 1970.

Engineer
various
Spillway_
Report

[ 7 ] "Flow Charact.erist.ics on t.he og_ Spillway." ASCE Hydraulics
di vi t.i on, Jour nal, Vol 83 C december 1957)


