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Se describe \U'l metoda de elementos finitos bando en voltmlenesde
control (CIJFEM) orientado a la resoluciOn de la ecuaciOn general de
transporte. Se propone una nueva funciOn interpolante con mejor
fundamentaciOn fisica que las propuestas basta la fecha por otros
autores.

Se aplica el I2todo a algunos problemas sencillos para poder
caaparar los resultados con soluciones analiticas. se concluye que la
nueva funciOn interpolante da resultados _s precisos que las
precedantes en todos 105 casas probados.

A control volumebased finite element method (CVFEM)for the
solution of the general transport equation is described. A newshape
function, with better physical fundamentation than its predecesaors,
is proposed.

'!be methodis applied to a number of simple test probl_ in
order to ~re results with analytical solutions. In all case. the
results obtained using the newshaplr funct10n are found to be mre
accurate than those obtained by the earlier ones.



Los metodosbasados en vol!lmenesde central para la resoluci6n de
problemas de fluidos y transferencia de calor tienen la ven~aja de
poseer una interpretaci~n flsica clara y direeta. La idea de usar
elementos finitos basados en vol~nes de control es bastante nueva.
Baliga y Patanltar [1-2) fueron los primeros en introducir dicho
procedimiento. El mttodo se basa en una discretizaci6n del dominio en
elementos triangulares de tres nodos, y en la definici6n de volamenes
de control alrededor de cada nodo de la red comose muestra en la
figura 1. El dominio se considera de profundidad unitaria.

En adelante indicarell\Osvolumende centrol por su a.breviatura
V.C. por simplicidad. La ~ona rayada alrededor del nodo P as el V.C.
asociadOa dicho nodo. En carla alemento el V.C. de Pesta definido
por los segmentosque van desde el centroide del elemento a 105 puntos
mediosde los lados que convergen a P. Con esta definici6n no hay
solapamiento y ademas cada elemento tiene un tercio de su volumen
contenido en los V.C. de cada uno de los tres nodes del mismo.

El sistema de ecuaciones discretas se obtiene entonces de un
balance entre la fuente en el interior de 108 V.C. Y 81 flujo a
traves de la superficie exterior del m1smo. Para calcular este flujo
se necesita hacer alguna suposici6n acerca del perfil que tiene la
funci6n inc69nita .; dentro de cada alemento, como se vera en el
apartadO correspondiente. La proposici6n de un nuevo perfil
interpolante es el n~eleo ceqtral del presente trabajo.



Antes de introdueir el eoneepto de furlci6n interpolante es
importante describir con mas detalle el m$todo de [2] para la
resoluci6n de la ecuaci6n general de convecci6n y difusi6n de un
esealar ., que tiene la forma

Esta ecuaci6n determina la distribuci6n espacial del escalar +
cuandoes arrastrado por un campode velocidai:les fi, difunde de acuerdo
a la ley de rick con el coefieiente de difusi6n ryes generado por la
fuente por unidad de volwnenS. La ecuaci6n (1) representa muchos
fenOmenosde mecAnicade fluidos y transferencia de calor y materia,
ademas de analoqias el~ctricas .. Nuestro objetivo es resolver (1) y
obtener la distribuci6n de • sobre el dominio.

El primer paso es diseretizar el dominie en un conjunto de
elementos triangulares de tres nodos. El objetivo del cAlculo
nUm$ricoes predecir 10s valores de • en dichos nodos. Si se toma
como referencia la figura 1, se observa un volumen de control
alrededor de P, que se denominarAVp, con una superficie exterior Sp
determinada por las uniones a-b- •.. -h. Los nodos O,R,Sy T pertenecen
a elementos que convergena P por 10 que se los llamarll vecinos de P.

II J. n ds - III S dv
Sp Vp

La ecuaci6n discretizada para cada node Be obtiene aplicando (2)
al v,C'. asociado a ciicho nodo. Para evaluar estas in~rales elil
neeesario conocer 0 estiBiar la variaci6n de p, r, 5, • Y U en el
dominio. El campode velocidades U es un ~to del problemay pol' 10
tanto conocido en todOIil los nodos, mientraa que dentro de cada
elemento Beutiliza interpolaci6n lineal. El caso de p, r y 5 es IIIU

sencillo ya que se los supone constantes dentro de cada el.-nto. El
flujo J se calcula a partir de suponer que • esta dado en cada uno de
los tres nodos del eleMnto y utilizar ciertu funcionea interpolantea
criteriosamente el~idas dentro del IIigo.



Despuesde expresada la ecuaci6n (2) , queda un conjunto de
relaciones algebraicas donde las • en los nodos son las cnicas
inc6ejnitas. Se puede ordenar este conjunto COIlIO un sistema de
ecuaciones discretizadas que, por ej~lo para el node P, toman la
forma

donde la sumatoria se extiende sobre todos los nodos vecinos de P,
siendo +p el valor de' en el nodo P y +nb los valores de • en los
nodos -"ecinos. El termino Dp contiene la integraciOn del t~rmino
fuente en el voltmlen Vp. cada punta del dominio tiene su ecuaciOn
discretizada COIIIO la (4) • Estas ecuaciones deben ser resuel tas
simultaneamentepara obtener + en todo el dominio.

Si el nodo en cuesti6n se encuentra en el borde del dominio, como
por ejemplo el nodo V en la figura 1, 1a ecuaci6n (4) debe Sat
completadade la siquiente forma

donde Fv Y !'IV son respectivamente el flujo por difusi6n y el flujo
mAsico que salen del dominioen los alrededore!j del nodo V ( uniOn
crV-i ). Si la condici6n de borde es de +v dado (Dirichlet), se puede
usar (5) para determinar Fv•. S1 1a condiciOnes de Fv dado (Newmann),
la ecuaci6n (5) debe ser resuelta junto con el resto del sistema para
obtener +v.



Hasta ahora solo se ha descrito el ~todo presentado en [2] para
la resoluciOn de problemas de transporte por el~mentos finitos basados
en volOrnenesde control y utilizado en [3-5]. Comose dijo
anteriormente, y teniendo en cuenta el elemento PTOde la figura 2,
hace falta suponer un perfil interpolante para + en el elemento para
calcular el flujo J sobre las superficies de.vol6menesde control a-h,
z-h y g-h. Ya se ha meneionadoque el presente trabajo propene una
nueva funeiOn interpolante para ser usada en el cAlculo de este flujo
J. Es conveniente entonees describir las funciones que se han usado
hasta la feeha y las motivaeiones y caract~r1sticas de nuestro nuevo
perfil interpolante.

La eleccion mas si~le es supbner un perfil lineal de + en cada
elemento, motivo por el cual este perfil fue el primero en ser
utilizado

En este caso se obtiene un sistema similar al de diferencias
centradas, con la consiguiente limitacion en el rramerode Peclet que
es propia de los mismos, ademasde requerir una discretizacion fina en
zonas donde la variaciOn de + no es suave. El rramerode Peclet
relevante en este caso es el que se relaciona con el ancho ma:xi1Ilo OX
del elemento en la direccion rotada X, por 10 tanto se define
Pe- puavOX/r.

En la ecuaeion (6) I al igual que en los casos siguientes I A, B Y
C son constantes a determinar requiriendo que + - !PP, +t, +q en los
nodos P, T Y Q respectivamente.

Consideremosel elemento PTOque Be _stra en la figura 2. se
denominarAUava la velocidad pre-edi.o sobre el elemento. El sistema
de coordenadasX-Yesta rotado con respecto al original x-y, de manera
que el eje X apmta en la direccion de Uav. uav es la IIllgnitl."dde
Uav, y P, r, y S son 108 ••"alores unifonas de densidad, coeficiente de
difusi~ y fuente sobre el e18lletltoen cuestitln. Si planteamosen
estas condiciones la ecuacien (1) en el sistema X-Y rotado,
considerando la velocidad del fiuiCo unifOrM e igual a uav en
elemento, tendr..,.



Bali9a y Patankar [2] propusieron un perfil interpo1ante que
fuera soluci6n de la ecuaci6n (7) para el case homogtneo(s-o)

Este perfil tiene en cuenta la naturaleza direccional de la
convecci6n, con la ventaja de no sufrir limitaciones en el Il'Cmerode
Peclet y de reducir considerablemente 1a difusi6n cruzada [2J, debido
a 1a rotaei6n en la direcci6n del flujo.

una mejora del perfil anterior fue propuesta por Prakash [6] ,
introduciendo un ttrmino debido a la fuente, para que fuera una
solu~n particular de la (7) no hOll1096nea

Zsta so1uciOn particular se eli9i6 de maner8 de obtener
resultados exaetos en ciertos casos unidimensionales. Por ejemplo, sn
un caso unidimensional, a medidaque el Peclet tiende a eero el perfil
tiende eorrectamente a un perfil cuadrAtico, mientras que el de
Patankar tendla a uno lineal.

Si bien el perfil propuesto por Prakash representa una mejora al
m6todo, la soluei6n particular que el e11ge para la fuente no es por
5upuesto 1a 'Onicaposible, como 61 mismo 10 expresa en [6}. Es
interesante notar que en el perfil (9) la fuente afeeta solo la
direeciOn x, manteniendoen 'i un perfil lineal. Esta observadOn nos
1levO a propener un nuevoperfil en dondeel efeeto de 1a !uente se
hace presente en ambasdireeciones. Esto 5e logrO eml la introducciOn
de un perfil cuadr~tieo en 'i y 1a disminuei6ndel efecto de la fuante
sobre 1a direcciOn X. 5e propone entonces el siguiente perfil. que es
otra soluciOn particular de (7), e1 cual brinda resultados exactos en
ciertos casos bidimensionales (a diferencia de 105 unidimensionales
del perfil de Prakash).



Este perfil, a diferencia de los anteriores, representa en forma
realista una dependencia cuadrAtica de + con respecto a la distancia
al centroide del elemento.

Con una pequena modificaciOn adicional se tiene la Posibilidad de
tratar problemas en medios anisotropicos con fuente. Si se tiene un
elemento representando un medio anisotrOpico'en reposo y se efectoa 1a
rotaciOn del sistema x-y de manera de que X-Y coincida con e1 sistema
de ejes principales de anisotropla, la ecuaciOn (7) queda

Si se hace aparecer en (10) el coeficiente difusivo r
correspondiente a cada direccion principal en los dos ttrminos que
involucran la fuente se obtiene el.siguiente perfil

que es soluciOn de la (12), siempre y cuando el medio este en reposo
(Peclet-O), y de la (10) en los casos isotrOpicos con 0 sin flujo.

Resumiendo, se propene el perfil (13) como funciOn interpolante.
Este perfil considera una rotaciOn en la direcciOn del flujo si se
trata de un medio isotrOpico en lIIOVimiento,0 en la direcciOn de lOB
ejes principales de anisotropla en el caso de medios anisotrOpicos en
reposo.

En la figura 3 se ve un elemento triangular equilAtero ~tide a
un flujo en la direcciOn mostrada. se ha realizado un grUico
comparativo de la forma de 10s distintos perfiles interpolante. para
el caso en que exista una fuente (5-30) en el elementa, considerando
tres Peclet diferentes (Pe-O, 5 y 15) I el cual Be puede ver en 1e
figura 4. La funcitln • ha side fijada en 10. tr•• nodoa del e1-.nt:D
de la siguiente manera: t(1)-o, t(Z)-Z y .(3)-1. St bin graficado
10& perfiles interpolante. propuestas porI Patankar a)Pe-O, b)Pe-5,
c)Pe-1S II Prakash d)Pe-O, e)Pe-S, f)Pe-1S II Nuevo Perfil g}...a,



hIPe-S, iIPe-1S. se puede observar c1aramente 1a difereneia entre el
perfil de Prakash y el nuevo en la direeei6n Y.

E1 mttodo anterior es aplicab1e a la reso1ucien del problema del
lIIOVimientodel fluido, descrito para un caso 2-D por 1aa ecuacionea de
Navier Stokes para e1 IllCIIentoen ambas direceiones y 1a ecuaci6n de
continuidad



Si ~compara (14-a) 0 (14-b) con (1) se ve que son equivalentes.
So~ ~. falta c~biar r por p e incluir el gradiente de P en la
~S_ Si se hace una interpolacion lineal de Pen cada elemento,
se ~iene que el gradiente de P es constante en ~l. Se est! entonces
en oacCiciones de reemplazar 5 por su-ap/ax 0 sv-ap/ay segCn
CQ:DBSpOnda, manteniendo la suposiciOn de S-cte en el elemento.

La parte nueva del problema estb relacionada can la resoluciOn de
la ecuacion de continuidad, y es en este punta donde se pone de
mani:lesto una importantisima ventaja derivada de la inclusiOn del
efecto de la fuente en el perfil interpolante. COIOO ha side pr.obado
por Prakash en [6], esta inclusion permdte calcular presiones y
velocidades en los mismos nodos, sin necesidad de utilizar grillas
diferentes 0 desplazadas. Con estos perfiles no aparece el conocido
efecto de tablero de ajedrez en las presiones. Es de esperar que el
mismo efecto se logre con la nueva funciOn interpolante, ya que 10
importante parece ser el acoplamiento entre presiones y velocidades
que se consigue al incluir el gradiente de P en el perfil de
velocidades. Para probar esto se esta desarrollando un c6digo 2-D
para 1a resoluciOn de la ecuacion de Navier Stokes, el cual se
encuentra ya en la etapa de prueba, y serA el motivo de una prOXima
publi caciOn.

~ implemento un COdigo de elementos finitos basados en vol'llmenes
de control para cases lineales bidimensionales, a los efectos de
comparar resultados entre el nuevo perfil y el perfil de Prakash.

5e consideraron tres problemas. Lofidos primeros fueron elegidos
por ser siq:Jles y posibili tar la comparaci!ln contra la soluciOn
anal1tica. El tercero es el modele de un dispositive experimental
usado en nuestro laboratorio, y fue ele9ido a e£ectos de IIIOstrarlas
posibilidades del cOdigo, ya que combina materiales distintos, fueutes
y fluidos en un solo problema.



ConsidereDlOsun problemattrmico en un cilindro compuestode tres
capas de materiales distintos. La zona interna posee una fuente de
ealor uniforme. La superficie externa del cilindro es mantenidaa una
temperatura uniforme Te. 5e modelCsolo el cuadrante superior del
cilindro, COIIIO se ve en la figura 5, con condiciones adiab4ticas sobre
los eje coordenados. Este es realmente un problemaunidimensional con
simetria de revoluci6n, y fue eleqido con el propCsito de poner de
manifiesto la medida en que los distintos perfiles interpolantes
respetan esa simetria. La red utilizada se ve tambitn en la fi<JUra5 .
Las conductividades de los tres materiales son lU-l, IU-O.l y 10-10.
La fuente en la zona 1 es 5-1 y la temperatura Te-Q.

i
, !

~:
.,; med. en nvn.

5e qraficaron temperaturas adiDleJ1SionalizadasT-Te/TC-Te, donde
Te es la temperatura central, sabre lineas radiales a distintos
anqulos, versus el radio adimensionalizadocon el radio exterior. En
la figura 6-a se observan loa resultados obtenidos con los perfiles de
Prakashy nuevo, junto con la soluciCOanalltica. En la figura 6-b S8

qrafiearon los errores pOrcentuales relativos a la temperatura central
100(T-Texacta)/TC. Es interesante notar que el nuevo perfil entreqa
una soluci6n con su.trla radial. 10 que no es cierto para el otro
perfil. El l116xiDlOerror porcentual es -0.6\ para el nuew perfil
comparadocon 6\ del perfil de "Prakash. se observa claramente que
este lUtiDlOsobreesU- la curvatura de la soluciCn en 81 sentido
horizontal y la subeStillll en .1 sentido vertical, tal COlllOhabiamos
predicho en nuestro anAlisis de las distintas funciones interpolantes.
El hecbo de que e1 perfil de Prakaab entreque correctamen~ la
temperatura central en ute caso sa debe a que, po£' las
eara<:tedsticas del problema, ubos efectos se promedian.
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El error que presenta e1 perfil nuevo se debe en su mayorparte a que
el cuarto de elrculo, al ser aproximadopar triAnguloa, pierde un 0.4\
de su Area, afeetando en igual porcentaje a la fuente. £ate afeeta el
resultado del nuevoperfil, que de otro IIOdo seria exaeto a _no. del
error de redcndeo.



Consideremosun material anisotr6pico con sus ejes principales de
anisotropla coincidentes con x-y, de conductividad Kx-4 y Ky-l. 5e ha
definido un dominio de forma el1ptica, que es la forma de las
isotermas en este problema. 5e ha fijado comocondiciOnde borde el
flujo exterior normal Fe correspondiente a la soluciOn analltica con
Te-O. Existe una fuente uniforme unitaria en el interior. El dominio
y la red se observan en la figura 7.

Al igual que en el prqblemaanterior se graficaron temperaturas y
erroras relatives porcentuales para ambosperfiles, sobre los ejes
horizontal y vertical, ver~s el radio adimensionalizado con el eje
mayor. 5e observan en las figuras a-a y 8-b.

'En este caso se obtuvieron er:ores mAximosdel -2\ para el nuevo
perfil y del +9\ para el de Prakash. Los errores del nuevo perfil se
deben en gran parte a que la condic,iOnde borde Fe fue interpolada
linealmente entre nodes contiquos, y por 10 tanto no se pudieron
obtener resultados exactos.
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Se ha modeladola seccion de pruem de \D'1 loop experimental
orientado a la investigaci6n de mecanismesde transferencia de calor.
Se muestra este caso solo a efectos de demostrar las posibilidades del
m!todo de elementos finitos por volcmenesde control, ya que reune en
un solo problemafuentes, conductividad pura y fluic10s en lIIOVimiento.
No se han comparado en este case 106 distintos perfiles 18 que por
supuesto no se cuenta con la solucien analltica del problema, y
todav1a no hay medicionu experimentales disponible.. La seccitln de
prueba y su red asociada se DIlestran en la figura 9. Las proporciones



db han side respetadas en el grAfico, pues las dimensiones en la
direcciOn Y aparecen duplicadas~
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Fig. 9 problema 3: Dominio y red utilizada
La secci6n esta compuesta por dos placas de material acrilico
transparente (1) que lilllitan un conducto plano por e1 que circula aqua
(2) en flujo laminar. 5e ha supuesto un perfil de velocidades tipo
Couette ya que la 5ecciOn 5e extiende aquas arriba mucho mas allA del
punta en donde termina la discretizaciOn. En la placa inferior hay
una lAmina calefactora (4) aislada termicamente del acrilicc por una
pieza de material tipo baquelita (3), resistente al calor. sabre el
calefactor hay una lAmina de acero inoxidable en contacto con el aqua.
Las caracteristicas de cada material 5e yen en la tabla I.

Tabla I Caraetedsticas de Materiales
unidades c.g.s. y caloria

Fuente por
MATERIAL K P.Cp unidad de

volumen (S)
1 0.001 0.3 -
2 0.00144 l.0 -
3 0.0002 0.3 -
4 0.11 0.9263 10.
S 0.11 0.9263 -



Se ha utilizado una red rec~argular densificada en la zona del
calefac~or. La red nc esta en absoluto optimizada pues existen
elementos muy distorsionados aquas abaJo del calefactor, pero en este
caso demostrativo se ha optado por la senci11ez.

Las condiciones de borde son T-IO·C en e1 fluido a la entrada de
la secciOn y condlciones de derivada nula .(adiabAticas) en e1 resto
del perimetro. El perfil de velccidades tiene 1 crn;s de velocidad
mAxima. En la fiqura le se puede observar e1 perfil de temperaturas
visto en perspectiva desde el punto de vista P de la figura 9.
Existen fuertes gradientes de temperatura cerca de la fuente. Es
lnteresante notar que el nnmero de Peclet toma valores desde 30 hasta
3000 en 10s distintos elementos de 1a red en 1a zona de f1uido. Un
:n:ento de uti1izar diferencias centradas en este problema di6 por
resulcado fuertes oscilaciones e~ el campo de temperaturas, como era
de esperar.

Se ha descripto un metodo de elementos finitos basado en
volmnenes de control (CVFDI). se explicit6 el procedimiento a seguir
para 1a resoluci6n por este metodo de la ecuacion general de
transporte y se incluy6 un comentario sobre la extension al problema
de Navier Stokes. se propusieron nuevas funciones interpolantes, con
mayor fundamentacion fisica que las u:;adas anteriormente. Se proqraJ116
un c6di90 2-D estacionario lineal para probar el nuevo perfil
propuesto. se prob6 1a nueva funcion interpolante en dol casos de
prueba, obteniendose resultados con errores de basta \m orden de



magnitud menares que 108 obtenidos por sua predecesoras. Por 10
anterior se concluye que la nueva func16n interpolante es un aporte
positivo al desarrollo del lMtodo CVFEM,por 10 menosen 10 que
respecta a la ecuaci6n de transporte. un c6digo 2-D estadonario para
resolver 14 ecuaciOn de Nav1er Stokes se encuentra ya en desarrollo
avanzado. !l objeto del mismoe5 probar el comportamientode la nueva
fund6n para observar 51 e!imina e1 efecto de tablero de ajedrez al
caleular pre5iones y velocidade5 en los mismosnodos, tal Y como 10
hace la funcion propuesta por Prakash.
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