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RESUMEN

Se describe un método de elementos finitos basado en voltmenes de
control (CVFEM) orientado a la resolucién de la ecuacién gencral de
transporte. Se propone una nueva funcién interpolante con mejor
fundamentacién fisica que las propuestas hasta la fecha por otros
autores.

Se aplica el método a algunos problemas sencillos para poder
comparar los resultados con soluciocnes analiticas. Se concluye que la
nueva funcién interpolante da resultados mas precisos que 1las
precedentes en todos los casos probados.

ABSTRACT

A control volume based finite element method (CVFEM) for the
solution of the general transport equation is described. A new shape
function, with better physical fundamentation than its predecessors,
is proposed.

The method is applied to a number of simple test problems in
order to compare results with analytical solutions. In all cases the
results obtained using the new shape function are found to be more
accurate than those obtained by the earlier ones.
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INTRODUCCION

Los métodos basados en volimenes de control para la resolucién de
problemas de fluidos y transferencia de calor tienen la ventaia de
poseer una interpretacién fisica clara y directa. La idea de usar
elementos finitos basados en voldmenes de control es bastante nueva.
Baliga y Patankar ([1-2] fueron los primeros en introducir dicho
procedimiento. El método se basa en una discretizacién del dominio en
elementos triangulares de tres nodos, y en la definicién de voldmenes
de control alrededor de cada nodo de la red como se muestra en la
figura 1. El dominio se considera de profundidad unitaria.

Fig. 1 Discretizacién del dominio

En adelante indicaremos volumen de contrcl por su abreviatura
V.C. por simplicidad. La zona rayada alrededor del nodo P es el V.C.
asociado a dicho nodo. En cada elemento el V.C. de P esta definido
por los segmentos que van desde el centroide del elemento a los puntos
medios de los lados que convergen a P. Con esta definicién no hay
solapamiente y ademas cada elemento tiene un tercio de su volumen
contenido en los V.C. de cada uno de los tres nodos del mismo.

El sistema de ecuaciones discretas se obtiene entonces de un
balance entre la fuente en el interior de los V.C. y el flujo a
través de la superficie exterior del mismo. Para calcular sste flujo
se necesita hacer alguna suposicién acerca del perfil que tiene la
funcién incdgnita ¢ dentro de cada elements, como se verAa en sl
apartado  correspondiente. La proposicién de un nuevo perfil
interpolante es el ndcleo central del presente trabajo.
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VOLUMENES DE CONTROL APLICADOS A UN PROBLEMA DE TRANSPORTE

Antes de introducir el concepto de furcién interpolante es
importante describir con mas detalle el método de [2] para la
resolucién de la ecuacién general de conveccién y difusién de un
escalar ¢, que tiene la forma

V.(pU¢) =5 + V.([ V¢) (1)

Esta ecuacion determina la distribucién espacial del escalar ¢
cuando es arrastrado por un campo de velocidades U, difunde de acuerdo
a la ley de Fick con el coeficiente de difusién I' y es generado por la
fuente por unidad de volumen S. La ecuacién (1) representa muchos
fentmenos de mecanica de fluidos y transferencia de calor y materia,
ademas de analogias eléctricas.. Nuestro objetivo es resolver (1) y
obtener la distribucién de ¢ sobre el dominio.

El primer pasc es discretizar el dominio en un conjunto de
elementos triangulares de tres nodos. El objetivo del cAlcule
numérico es predecir los valores de ¢ en dichos nodos. Si se toma
como referencia la figura 1, se observa un volumen de control
alrededor de P, que se denominar& Vp, con una superficie exterior Sp
determinada por las unicnes a-b-...-h. Los nodos Q,R,S y T pertenecen
a elementos que convergen a P por 1o que se los llamari vecinos de P.

El segundo paso es reescribir (1) en su forma integral

I] 3.nds = [I[ sSav (2) .
sp vp

donde el flujo total J es

J = pU¢~-T V¢ (3)

La ecuacitn discretizada para cada nodo se obtiene aplicando (2)
al V.C. asociado a dicho nodo. Para evaluar estas integrales es
necesario conocer o estimar la variaciéen de p, I, S, ¢ y U en el
dominio. El campo de velocidades U es un dato del problema y por lo
tanto conocido en todos los nodos, mientras que dentro de cada
elemento se utiliza interpolacién lineal. El caso de p, I' 'y S es mas
sencillo ya que se los supone constantes dentro de cada elemento, EI1
flujo J se calcula a partir de suponer que ¢ esta dado en cada uno de
los tres nodos del elemento y utilizar ciertas funciones interpolantes
criteriosamente elegidas dentro del mismo.
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Despues de expresada la ecuacién (2), queda un conjunto de
relaciones algebraicas donde las ¢ en los nodos son las dnicas
incégnitas. Se puede ordenar este conjunto como un sistema de
ecuacicnes discretizadas que, por ejemplo para el nodo P, toman la
forma

(ZAnb ) ¢p = L Anb énb + Dp (4)

donde la sumatoria se extiende sobre todos los nodos vecinos de P,
siendo 4p el wvalor de ¢ en el nodo P y ¢nb los valores de 4 en los
nodos vecinos. El términc Dp contiene la integracién del término
fuente en el vol#men Vp. Cada punto del dominic tiene su ecuacidén
discretizada como la (4). Estas ecuaciones deben ser resueltas
simultaneamente para obtener ¢ en todo el dominio.

Si el nodo en cuestién se encuentra en el borde del dominio, como
por ejemplo el nodo V en la figura 1, la ecuacidén (4) debe ser
completada de la siquiente forma

(ZAnb ) v = L Anb énb + Dv - Fv — Wv ¢v (S

donde Fv y Mv son respectivamente el flujo por difusién y el flujo
masico que salen del dominio en los alrededores dei nodo V { unién
o-V-i ). Si la condicién de borde es de ¢v dado (Dirichlet), se puede
usar (5) para determinar Fv. ~Si la condicién es de Fv dado (Newmann),
la ecuacién (5) debe ser resuelta junto con el resto del sistema para
obtener ¢v.

Fig. 2 Un elemento y su sistema rotado de coordenadas
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FERFIL INTERPOLANTE PARA EL CALCULO DEL FLUJO J

Hasta ahora solo se ha descrito el método presentado en [2] para
la resolucién de problemas de transporte por elementos finitos basados
en volamenes de control y utilizado en ([3-5]. Como se dijo
anteriormente, y teniendo en cuenta el elemento PTQ de la figura 2,
hace falta suponer un perfil interpolante para ¢ en el elemento para
calcular el flujo J sobre las superficies de_voltmenes de control a-h,
2-h y g-h. Ya se ha mencicnado que el presente trabajo propone una
nueva funcién interpolante para ser usada en el cAlculo de este flujo
J. Es conveniente entonces describir las funciones que se han usado
hasta la fecha y las motivaciones y caracteristicas de nuestro nuevo
perfil interpolante.

Perfil lineal

La eleccién mas simple es suponer un perfil lineal de ¢ en cada
elemento, motivo por el cual este perfil fue el primero en ser
utilizado

¢=AX+BY+C (6)

En este caso se obtiene un sistema similar al de diferencias
centradas, con la consiguiente limitacién en el ntmero de Peclet que
es propia de los mismos, ademas de requerir una discretizacién fina en
zonas donde la variacion de ¢ no es suave. El némero de Peclet
relevante en este caso es el que se relaciona con el ancho méximo DX
del elemento en la direccién rotada X, por lo tanto se define
Pe = p Uav DX / T.

En la ecuacién (6), al iqual que en los casos siguientes, A, B Y
C son constantes a determinar requiriendo que ¢ = ¢p, ¢t, ¢q en los
nodos P, T y Q respectivamente.

Perfil propuesto por Baliga y Patankar

Consideremos el elemento PIQ que se muestra en la figura 2. Se
denominara Tav a la velocidad promedio sobre el elemento. E! sistema
de coordenadas X-Y esta rotado con respecto al original x-y, de manera
que el eje X apunta en la direccion de Gav. Uav es la magnitoed de
Gav, y p, T, ¥y S son los valores uniformes de densidad, coeficiente de
difusién y fuente sobre el elemento en cuestion. Si planteamos en
estas condiciones la ecuacion (1) en el sistema X-Y rotado,
considerando la velocidad del fluido uniforme e igual a vav en
elemento, tendremos

pUav 9¢/3X - T ( 32¢/3X2 + 32¢/3Y2 ) = § (7)
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Baliga y Patankar {2] propusieron un perfil interpolante que
fuera solucién de la ecuacién (7) para el caso homogéneo (S5=0)

¢ = A exp(Pe XDK) + BY + C (8}

Este p‘erfil tiene en cuenta la naturaleza direccional de la
conveccién, con la ventaja de no sufrir limitaciones en el mdmero de
Peclet y de reducir considerablemente la difusisn cruzada {2}, debido
a la rotacién en la direccidén del flujo.

pPerfil propuesto por Prakash

Una mejora del perfil anterior fue propuesta por Prakash [6],
introduciendo un término debido a la fuente, para que fuera una
soluc®n particular de la (7) no homogénea

4 = A exp(Pe X/DX) + BY + C + (S DX/TPe) X (9)

Zsta solucién particular se eligié de manera de obtener
resultados exactos en ciertos casos unidimensionales. Por ejemplo, en
un caso unidimensional, a medida que el Peclet tiende a cero el perfil
tiende correctamente a un perfil cuadratico, mientras que el de
Patankar tendia a uno lineal.

Nueve perfil interpolante

Si bien el perfil propuesto por Prakash representa una mejora al
método, la solucién particular que él elige para la fuente no es por
supuesto la dnica posible, como 41 mismo lo expresa en ([6]. Es
interesante notar que en el perfil (9) la fuente afecta sclo la
direccidén X, manteniendc en Y un perfil lineal. Esta observacién nos
lievd a proponer un nuevo perfil er donde el efecto de la fuente se
hace presente en ambas direcciones. Esto se logrd con la introducciodn
de un perfil cuadratico en Y y la disminuciém del efecto de la fuente
sobre la direccién X. Se propone entonces el siguiente perfil, que es
otra solucién particular de (7), el cual brinda resultados exactos en
ciertos casos bidimensionales (a diferencia de los unidimensicnales
del perfil de Prakash).

¢ = A exp(Pe X/DX) + B Y + C + (S DX/2IPe)} X ~ (S/4T) ¥? (10)
Cuando el Peclet tiende a cero, el perfil (10) tiende a

é = =(5/4T) (X?+¥?) + AX+B Y+ C (11)
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Este perfil, a diferencia de los anteriores, representa en forma
realista una dependencia cuadratica de ¢ con respecto a la distancia
al centroide del elemento.

Con una pequefia modificacién adicional se tiene la posibilidad de
tratar problemas en medios anisotropicos con fuente. Si se tiene un
elemento representando un medio anisotrépico’en reposo y se efectta la
rotacién del sistema x-y de manera de que X-Y coincida con el sistema
de ejes principales de anisotropia, la ecuacién (7) queda

Tx 32¢/3X%2 + Iy 324/3Y* = § (12)

Si se hace aparecer en (10) el coeficiente difusivo T
correspondiente a cada direccién principal en los dos téminos que
involucran la fuente se obtiene el. siguiente perfil

¢ = A exp(Pe X/DX) + B Y + C + (5 DX/2IxPe) X - (5/4Iy) Y2 ' (13)

que es solucién de la (12), siempre y cuando el medio esté en reposo
(Peclet=0), y de la (10) en los casos isotrépicos con o sin flujo.

Resumiendo, se propone el perfil (13) como funcién interpolante.
Este perfil considera una rotacién en la direccién del flujo si se
trata de un medic isotrépico en movimientc, o en la direccitn de los
ejes principales de anisotropia en el caso de medios anisotrépicos en
reposo.

14

Fig. 3 Elemento equildtero y direccidn del flujo

En la figura 3 se ve un elemento triangular equilatero sometido a
un flujo en la direccién mostrada. Se ha realizado un grafico
comparativo de la forma de los distintos perfiles interpolantes para
el caso en que exista una fuente (5«30) en el elemento, considerando
tres Peclet diferentes (Pe=0, 5y 15), el cual se puede ver en la
figura 4. La funcién ¢ ha sido fijada en los tres nodos del elemento.
de la siguiente manera: ¢(1)=0, ¢(2)=2 y #(3)=l. Se han graficado
los perfiles interpolantes propuestos por: Patankar a)Pew(, b)Pe=5,
C)Pe=15 // Prakash d)Pe=0, e)Pe=5, f)Pe=15 // Nuevo Perfil g)Pe=Q,
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h)Pe=5, 1i)Pe=15. Se puede observar claramente la diferencia entre el
perfil de Prakash y el nuevo en la direccién Y.

Fig. 4 Perfiles comparados para S= 30, Pew 0, 5 y 15
EXTENSION DEL METODO PARA NAVIER STOKES
El método anterior es aplicable a la resolucién del problema del

movimiento del fluido, descrito para un caso 2-D por las ecuaciones de

Navier Stokes para el momento en ambas direcciones Yy la ecuacién de
continuidad

V.(p Tu) = (Su - 3B/3x) + V. (4 ) {14-a)
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T.(p UV) = (Sv - 3B/3y) + U.(y W) (14-b)
V.pU) = 0 (14-c)

Si s compara (l4-a) o (14-b) con (1) se ve que son equivalentes.
Sole bace falta cambiar T por y e incluir el gradiente de P en la
foentg 3. Si se hace una interpolaci¢n lineal de P en cada elemento,
se obtiene que el gradiente de P es constante en él. Se estd entonces
er comticiones de reemplazar S por Su-3P/3x o Sv-3F/3y segtn
corresponda, manteniendo la suposicién de Sacte en el elemento.

La parte nueva del problema esté relacionada con la resolucién de
la ecuacién de continuidad, Y es en este punto donde se pone de
manifiesto una importantisima ventaja derivada de la inclusién del

fecte de la fuente en el perfil interpolante. Como ha sido probado

por Prakash en [6], esta inclusién permite calcular presiones y
velocidades en los mismos nodos, sin necesidad de utilizar grillas
diferentes o desplazadas. Con estos perfiles no aparece el conocide
efecto de tablero de ajedrez en las presiones. Es de esperar que el
mismo efecto se logre con la nueva funcién interpolante, ya que lo
importante parece ser el acoplamiento entre presiones y velocidades
que se consigue al incluir el gradiente de P en el perfil de
velocidades. ©Para probar esto se esta desarrollando un cédigo 2-D
para la resolucién de la ecuacién de Navier Stokes, el cual se
encuentra ya en la etapa de prueba, y seras el motivo de una proxima
publicacién.

PROBLEMAS DE PRUEBA Y COMPARACION

Se implementé un cédigo de elementos finitos basados en voltmenes
de control para casos lineales bidimensionales, a los efectos de
comparas resultados entre el nuevo perfil y el perfil de Prakash.

Se consideraron tres problemas. Los dos primeros fueron elegidos
por ser simples y posibilitar la comparacién contra la solucién
analitica. El tercero es el modelo de un dispositivo experimental
usado en nuestro laboratorio, y fue elegido a efectos de mostrar las
posibilidades del codige, ya que combina materiales distintos, fuentes
Yy fluidos en un solo problema.

Problema 1 - Cilindro compuesto con generacién de calor
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Consideremos un problema térmico en un cilindro compuesto de tres
capas de materiales distintos. La zona interna posee una fuente de
calor uniforme. La superficie externa del cilindro es mantenida a una
temperatura uniforme Te. Se modeld solo el cuadrante superior del
cilindro, como se ve en la figura 5, con condiciones adiabaticas sobre
los eje coordenados. Este es realmente un problema unidimensional con
simetria de revolucién, y fue elegido con el propésito de poner de
manifiesto la medida en que los distintos perfiles interpoclantes
respetan esa simetria. La red utilizada se ve también en la figuras.
Las conductividades de los tres materiales son Ki=l, K2=0.1 y X3=10.
La fuente en la zona 1 es S=1 y la temperatura Te=0.

Fig. 5 Problema 1: Dominio y red utilizada

Se graficaron temperaturas adimensionalizadas T-Te,/Tc-Te, donde
Te es la temperatura central, sobre lineas radiales a distintos
angulos, versus el radio adimensionalizado con el radio exterior. En
la figura 6-a se observan los resultados obtenidos con los perfiles de
Prakash y nuevo, junto con la solucién analitica. En la figura 6-b se
graficaron los errores porcentuales relativos a la temperatura central
100(T-Texacta)/Tc. Es interesante notar que el nuevo perfil entrega
una solucién con simetria radial, lo que no es cierto para el otro
perfil. El mAximo error porcentual es -0.6% para el nuevo perfil
comparado con 6% del perfil de Prakash. Se observa claramente que
este altimo sobreestima la curvatura de la solucién en el sentido
horizontal y la subestima én el sentido vertical, tal como habiamos
predicho en nuestro andlisis de las distintas funciones interpolantes.
El hecho de que el perfil de Prakash entregue correctaments la
temperatura central en este caso se debs a que, por las
caracteristicas del problema, ambos efectos se promedian.
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PROBLEMA: CILINORD COMPUESTZ CON GENERACION CF CALOR
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Fig. 6 Problema 1: a) Temperaturas, b) Errores relativos $

El error que presenta el perfil nuevo se debe en su mayor parte a que
el cuarto de circulo, al ser aproximado por triangulos, pierde un 0.4%
de su &rea, afectando en igual porcentaje a la fuente. Esto afecta el

resultado del nuevo perfil, que de otro modo seria exacto a menos del
error de redondeo.
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Problema 2 - Elipse anistrépica con generacién de calor

Consideremos un material anisotrépico con sus ejes principales de
anisotropia coincidentes con x-y, de conductividad Kx=4 y Ky=1. Se ha
definido un dominio de forma eliptica, que es la forma de las
isotermas en este problema. Se ha fijado como condicién de borde el
flujo exterior normal Fe correspondiente a la solucién analitica con
Te=0. Existe una fuente uniforme unitaria en el interior. El dominio
y la red se observan en la figura 7.

Fig. 7 Problema 2: Dominio y red utilizada

. Al igqual que en el problema anterior se graficaron temperaturas y
errores relativos porcentuales para ambos perfiles, sobre los ejes
horizontal y vertical, versus el radio adimensionalizado con el eje
mayor. Se observan en las fiquras 8-a y 8-b.

‘En este caso se obtuvieron errores mAximos del -2% para el nuevo
perfil y del +9% para el de Prakash. Los errores del nuevo perfil se
deben en gran parte a que la condicién de borde Fe fue interpolada
linealmente entre nodos contiquos, y por lo tanto no se pudieron
obtener resultados exactos.
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PROBLEMA: ELIPSE ANISDTROPICA CON GENERACION OE CALOR
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Fig. 8 Problema 2: a Temperaturas, b) Errores relativos %

Problema 3 - Seccidn de prueba de loop experimental

Se ha modelado la seccion de prueba de un loop experimental
orientado a la investigacién de mecanismos de transferencia de calor.
Se muestra este caso solo a efectos de demostrar las posibilidades del
método de elementos finitos por voltmenes de control, ya que reune en
un solo problema fuentes, conductividad pura y fluidos en movimiento.
No se han comparadc en este caso los distintos perfiles ya que por
Supuesto no se cuenta con la solucién analitica del problema, y
todavia no hay mediciones experimentales disponibles. La seccién de
prueba y su red asociada se muestran en la figura 9. Las proporciories
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r{o han sido respetadas en el grafico, pues las dimensiones en la
direccidn Y aparecen duplicadas.

®@0
/ /7
7

-
8+ /o / @®
/ /
Qi / / @ )
/e,y 7
e
| ‘ ®
30 0.2 0 20

mecisas en mm

Fig. 9 Problema 3: Dominio y red utilizada

La seccién esta compuesta por dos placas de material acrilice
transparente (1) que limitan un conducto plano por el que circula agua
{2) en flujo laminar. Se ha supuesto un perfil de velocidades tipo
Couette ya que la seccién se extiende aguas arriba mucho mas alla del
punto en donde termina la discretizacién. En la placa inferior hay
una lamina calefactora (4) aislada termicamente del acrilico por una
pieza de material tipo baquelita (3), resistente al calor. Sobre el
calefactor hay una lamina de acero inoxidable en contacto con el agua.
Las caracteristicas de cada material se ven en la tabla I.

Tabla I Caracteristicas de Materiales
unidades c.g.s. y caloria

Fuente por

MATERIAL K ».Cp unidad de

yolumen (S)
= S

0.001 0.3

0.00144 1.0

0.0002 0.3 -
0.9
0.9

0.11 .9263 10.
0.11 .9263 -

NS W+
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Se ha utilizado una red rec-arqular demsificada en la zocna del
calefactor. La red nc esta en absoluto optimizada pues existen
elementos muy distorsionados aguas abajo del calefactor, perc en este
caso demostrativo se ha optado por la sencillez.

Las condiciones de borde son T=10°C en el fluido a la entrada de
la seccidtn y condiciones de derivada nula .(adiabaticas) en el resto
del perimetrc. El perfil de velccidades tiene 1 cm/s de velocidad
maxima. En la figura 1{ se puede observar el perfil de temperaturas
visto en perspectiva desde el punto de vista P de la figura 9.
Existen fuertes gradientes de temperatura cerca de la fuente. Es
interesante notar que el numero de Peclet toma valores desde 30 hasta
3000 en los distintos elementos de la red en la zona de fluido. Un
intento de utilizar diferencias centradas en este problema die por
resultado fuertes oscilaciones en el campo de temperaturas, como era
de esperar. '

Fig. 10 Problema 3: Perfil de temperaturas

CONCLUSIONES

Se ha descripto un método de elementos finitos basado en
volotmenes de control (CVFEM). Se explicité el procedimiento a sequir
para la resolucién por este método de la ecuacién general de
transporte y se incluyé un comentario sobre la extensién al problema
de Navier Stokes. Se propusieron nuevas funcicnes interpolantes, con
mayor fundamentacion fisica que las usadas anteriormente. Se programé
un codigo 2-D estacionario lineal para probar el nuevo perfil
propuesto. Se probé 1la nueva funcién interpolante en dos casos de
prueba, obteniendose resultados con errores de hasta un orden de




magnitud menores que los obtenidos por sus predecesoras. Por lo
anterior se concluye que la nueva funcién interpolante es un aporte
positivo al desarrollo del métode CVFEM, por lo menos en lo que
respecta a la ecuacién de transporte. Un cédigo 2-D estacionaric para
resolver la ecuacidén de Navier Stokes se encuentra ya en desarrollo
avanzado. El objeto del mismo es probar el comportamiento de la nueva
funcién para observar si elimina el efecto de tablero de ajedrez al
caleular presiones y velocidades en los mismos nodos, tal y como lo
hace la funcién propuesta por Prakash.
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