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Neste trabalho apresenta-se um algorLtmo para minimizar 0

perfil e a banda da matriz de rigidez de uma estrutura. Para
isto e realizada inicialmente uma reordena~ao de elementos se
guida de uma ordena~ao de nos de acordo com 0 processo de elI
mina~ao seguido em um metodo de solu~ao tipo "FRONTAL". 0 aT
gorLtmo foi testado em diversos microcomputadores com sucesso.

An algorithm is presented with the aim of minimize the
profile and bandwidth of structural stiffness matrices. An
element reordering is iniciallY perfomed and then the new
nodal order is obtained using the elimination process known
as FRONTAL SOLUTION. The algorithm was successfully used is
several microco~puters.



A aplica~ao do me~odo dos Elementos Finitos resulta em
um sistema de equa~oes da forma:

onde K e a matriz de rigidez da estrutura de ordem K, U sac
os deslocamentos generalizados e P e 0 vetor de cargas, am
bos de dimensao.N. Mui~as vezes, a dimensao N pode correspon
der a centenas ou ate milhares de equa~oes. Este fato leva
a dois importantes problemas que sao 0 tamanho de memoria ne
cessaria para armazenar K. U, P e 0 tempo de processamente
necessario para resolver 0 sistema.

Basicamente existe dois enfoques para abordar estes pr£
blemas: um esta baseado na sime~ria e esparsidade da matriz
K e procura evitar 0 armazenamento e opera~oes com zeroS (es
quema tipo Banda e/ou Perfil) Ill. 0 outro e 0 chamado mete
do Frontal 121 que esta baseado no fato que a elimina~ao -
das incognitas no sistema KU = p. nao precisa esperar ate
que toda a matriz K e 0 vetor P estejam completos. Isto im
plica que apenas uma parte do total de equa~oes N precisa e~
tar na memoria. em um dado instante.

Quando os esquemas eipo Banda e/ou Perfil sao utilizado~
a memoria do computador e 0 tempo de processamento dependem
do tamanho da Banda e do Perfil. Neste caso, ambos, estao re
lacionadol diretamente. com a ordem dos nos na malha de Ele
mentos Finitos. -

No caso da utiliza~ao do esquema Frontal, a memor~a
tempo de processamento dependem do tamanho do "Front",
esta ligado a ordem dos elementos e nao dos nos, co&o no
so anterior.
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Na maioria dos programas de E.F. disponlveis, tanto os
nos como os elementos sao gerados automaticamente. atraves
de geradores de malhas. lsto torna imposslvel controlar a se
quencia de gera~ao de nos ou elementos de modo a minimizar a
Banda Perfil ou Front. Para resolver este problema foram de
senvolvidos um grande numero de algorltmos para reordenar nos
e/ou elementos.

Um dos metodos, mais amplamente utilizado, para reordena
~ao nodal e 0 de Cuthil-Mckee (CM) 131 que esta baseado na
teoria dos grafos. Este metodo requer a cria~ao de uma liata
de adjacenciaa que contem. para cada no da estrutura, a lis
ta de nos adjacentes (ligados atraves de um elemento). A me
moria e 0 trabalho envolvido para determina~io da lista de
adjacencias pode ser extremamente grande. ~ memoria, para ~
lementos de or des superior, pode, inclusive, exceder ao tasa
nho da matriz de rigidez K. Uma melhoria deste metodo for
apresentada por A. George 141 com 0 objativo de miniaizar 0
perfil sem alterar a Banda. Este algoritmo modificado foi d~
nominado de aeverse Cuthill-Mckee (aCH). Outro aecodo. tam-
bem bastante ~utilizado. e d.vido a eibbs et all.lSI (GPS). Esti
baseado na teoria dos grafos e utiliaa 0 cODceito da nos
pseudo-perif.ricos para a .scolha de dois DOS 4e partida.Cos



Para me1hor descrever 0 a1goritmo, vamos definir alguns
conceitos e nota~oes:

Grau de um no (ND) - e onumero de nos 1igados a
no atraves de um e1emento.

Grau de um e1emento (ED) - easom, dos graus de todos os
nos 1igados a este e1emento.

Grau ponderado de um no (WND) 1121 - e a soma dos ND dos
nos ligados a este no.

Grau ponderado de Ul!! e1emento (WED) 1121 - e 0 grau de
um e1emento ca1cu1ado usando 0 WND de seus nos.

Estrutura de nive1 do e1emento L(E) - lniciando com um
e1emento ou um conjunto de elementos como nive1 1, as niveis
subsequentes sao formados a partir de uma estrutura de grafo
para elementos. Assim c nive1 i + 1 contem todos as e1e~entos
1igados aos elementos coutidos no nive1 i.

A figura 1 mostra uma estrutura de nivel de elementos.Os
n~meros 1 a 5 indicam a que nivel pertence cad~ e1emento (5
niveis).
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Fig. I - Estrutura de nIve1 para uma eltrutura cOm
18 elementos.

o a1goritmo propos to esti baseado no a1lor!tmo PFH onde
a numera~ao dos nOI e feita ae8uindo a meama aequencia de
e1iminaiao de umaaolu~.o tipo FRONTAL. 0 a18o~itmo eati
desenvolvido em dual etapaa. Na primeira e feita uma eonveni
ente ordena~io de elementOI. e. na Ie lunda, e feita a orden.
~io de nOI aelundo 0 eriterio aciaa expoato. -



A ordena~ao de elementos e feita atraves da gera~ao de
uma estrutura de nrveis de elementos /141. Os elementos do
nivel i sao numerados antes dos elementos do nivel i + I.Den
tro de um mesmo nivel. primeiro sao numerados as elementos ~
adjacentes ao elemento de menor numero do nivel anterior em
ordem crelcente de WED.

Cada vez que um elemento e numerado. significa que ele
ent!ou no FRONT. bem como as nos a ele ligados. Verifica-se.
entao, quais as nos do FRONT que completaram suas equa~oes e
se lhes atribui um novo numero. retirando-os do FRONT.

Quando nao houver mais nenhum no no FRONT significa que
todos ja foram renumerados.

Na figura 2 apresenta-se uma estrutura com ~ elementos
onde esta indicado a numera~ao original. Na figura 3 aparece
a estrutura de nivel de elementos COm raiz no elemento 1. Os
super indices correspondem aos novas numeros dos elementos.
A tabela da-fi.:S~t'a--~da para cada no original 0 seu novo nume-
ro de ordem.
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Fig. 2 - Estrutura com as elementos e sua numera~ao
original.



Fig. 3 - Estrutura de nivels para 0
exemplo da Fig. 2. 0 super
indice corresponde a ordem
do elemento apos reordena~ao

N(5 ORIGINAL N(5 REORDENADO
1 1
2 2
3 5
4 6
5 3

6 4
7 7

8 8
9 9

10 11
11 13
12 14
13 10
14 12
IS 16
16 IS

Fig. 4 - Nova nUlDera~io do. nOI para oexelDpl0
da Fig. 2.



Para a constru~ao da estrutura de nivel da figura 2, foi
preciso iniciar pOl' um determinado elemento. A escolha do e
lemento ou elementos iniciais, e feita, automaticamente, no
programa. A eficiencia do algoritmo de reordena~ao depende,
em parte, desta escolha.

A escotha do elemento inicial e feita atraves da escolha
de um no inicial. A dificuldade em encontrar 0 no inicial de
ve-se ao faco que, para um dado problema, varios nos poderI
am ser usados. Para saber qual 0 melbor, so realizando a re
ordena~ao e julgando. segundo um determinado criteria.

No presente algoritmo utiliza-se tres nos iniciais, de
acordo com 0 sugerido no algoritmo PPM. No entanto, no PPM ,
para determinar os nos iniciais foi utilizado a estrutura de
niveis de nos. enquanto que neste algoritmo utiliza-se a es-
trutura de niveis de elementos.

1 - Determina-se para cada no e elemento da estrutura 0
WHD e WED respectivamente.

2.1 - Primeiro no inicial (NI) e 0 que tiver 0 menor
WD.

2.2 - Utilizando como raiz a elemento ou elementos -
ligados a NI. constroi~se uma estrutura de ni
vel de elementos LI(E) •.Determina-se a no de
menor WND que perten~a ao ultimo nivel de Ll(E).
Este sera a segundo no inicial (N2).

2.3 - Constroi-se um. estrutur. de nivel de elementos
tomando-se os elementos ligados a N2 como raiz
L2(E). 0 terceiro no inicial sera retirado do
ultimo. nivel de L2(E) que contenba' nos que,
tambem. estejam no ultimo nivel de LI(E). So
mente os nos que estejam no ultimo nivel de
Ll(E) serio considerado~. Dentre esses nos to
ma-se a de menor "NO. -

~ - Para cada no inicial. deter~ina-se a estrutura de ni
vel de elementos. tomando-se. como raiz, as elemen~
lilados ao no inicial. Numera-se os elementos nivel
a nivel da seguinte maneira:

3.1 - Su.era-se as ele.entos da raiz (nivel 1) em o~
de. crescente de WED.

3.t - Para cada nivel subsequente, numera-se, em. o~
cle.'crescente de WED. os elemeneos adj acentes
ao ele.ento de menOr numerO do nrvel anterior.
A seluir,J::epete-se 0 Proce.so, para o. elemen
to. adjacente. aO proximo elemento demenor ni



mere do nlvel anterior, e, assim, sucessivame~
te .Quandc todos os elementos do· present~ n~
vel estiverem renumerados, passa-se ao n~vel
seguinte e reinicia-se 0 processo.

3.3 - Para a reordena~ao de elementos obtida em 3.2,
faz-se uma reordena~ao de nos da seguinte ma
neira:

3.3.1 - Adiciona-se ao FRONT todos os nos lig~
dos ao elemento 1.

3.3.2 - Xumera-se os nos que se completaram re
tirando-os do FRONT.

3.3.3 - Adiciona-se ao FRONT os nos do proximo
elemento determinado pela ordena~ao de
3.2.

3.3.4 - Repete-se 3.3.2 e 3.3.3 ate que todos
os nos estejam renumerados.

3.4 - Determina-se a Banda e 0 Perfil para a numera-
~ao obtida em 3.3.

Como 0 algorltmo foi desenvolvido para rodar em microcom
putador, procurou-se minimizar. &0 miximo, a memoria necessi
ria. Os principais arranjos utilizados sao:

LC - contem.a conetividade dos elementos. A di~ensiio d_~
te arranjo e igual ao numero de elementos vezes 0 numero ma-
ximo de nos por elemento da estrutura.

LIN,QLN - LIN contem a lista de elementos ligados a cada
no. QLN e 0 arranjo apontador de LIN. A dimensao de QLN e
igual ao numero de nos da estrutura.

GWND - contem, para cada no, 0 grau ponderado do no. Di
mensae e igual ao numero de nos.

GWED - contem para cada elemento, 0 grau ponderado do ~
lemento. Dimensao e igual ao n~mero de elementos.

trut~~a-d~o:{::lo:ee;~::::~:;.d;i::n:i:eimt;::~ :~v:a~e~ :i
ximo de elementos em ·um mesmo nlvel.

NF - contem a numera~ao final dos ele.entos. Dimenaio
igual &0 numero de elementos.

NIN - conti. a numera~io final dos nOs. Di•• nsio ilual ao
numero de nos.



o algoriemo proposto foi testado usando 0 sistema GAELI.
Os exemplos das figuras 5-13. foram rodados em microcomputa
dores compativeis com 0 PC-XT. PC-AT e PC-386. Todos com
disco rigido e coprocessador aritmetico. 0 alaoritmo foi c~
dificado em MS-!ORTRAN e compilado com a versao 4.0.

Na tabela I. apresenta-se os resultados obtidos para
da e Perfil com 0 alaoritmo proposto indicado na tabe1a
mo GAELI. Tambem estao indicados valores obtidos com
tros algotitmos encontrados na bibliografia.

A tabela II apresenta-se os tempos de processamento, pa
ra os mesmos exemplos (1 a 9). nos tres tipos de computad~
res (PC-XT • PC-AT. PC-386).
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, l' and a P e r ~ 1 1
~P. N.NOs N. Elem

CM i~OOMS RAZ. GAEL I CM GPS RCM GAELI

1 16 16 3

I
3 1 3 1!i 15 1S 15

2 19 31 5 5 6 5 80 80 80 76,,
3 15 85 6 , 7 8 8 219 219 219 219!,

99 1001 20 11 10 I 9 8 9 121 111
! 1579 11965 111 58 26 - - 26 2560 2027

6 72 32 -- , 33 - 32 -- -- -- 1377
!

7 56 58 22 19 21 20 811 758 776 717
I

8' 116 81 13 I -- -- 16 981 892 911 886
9 119 889 -- I -- -- 39 --- --- --- 9622

Tabela I - Valores obtidos para banda e perfil com algor{tmo
proposto (GAELI).

TDIPO DE: PROCE:SSAMENTO Dl SEGtlNDOS
EXE:MPLO

PC-XT PC - AT PC- 386
1 0.22 0,11 0
2 0.11 0,16 0
3 1,15 0.39 0.11

1 0,33 0,11 0
5 1,32 0.11 0.11
6 1,92 0," 0,17
7 1,43 0.50 0,11
a 2,14 0,71 0,16
9 ---- ---- 0,99

Tabela II - Tempos gastos pelo algoritmo em diversos microcom-
putadores.
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Fig. 7 - EXEHPLO 3 - Estrutura com
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rig. 8 - lJEHrLO 4 - !strutura com 20 nos e 17 ele-
mentos. 8 elementos retangulares e 9 barras.
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Fig. 9 - EXEHPLO 5 - Estrutura com 141 nos e 58 ele-
mentos triangulares de 6 nos.
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mentos tridimensionals com 8 nos.
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Fig. 13 - EXEMPLO 9 - Estrutura COD 449 nos e 889 bar-
ras do porticoespacial.

o a1goritmo proposto mostrou-se eficiente para str usado
em programas de Elementos Finitos que rodam em microcomputa
dores. Ele satisfaz dois criterios essenciais para progra
mas deste tipo que sao: a economia de memoria e 0 tempo de
processamento. Alem do mais produz. como resultado uma redu
~ao de Banda e Perfil que pode sar considerada mais que ra
zoave1, 0 algoritmo propos to po de ser usado tanto para re
ordena~ao nodal (prcduto final) como para reordena~ao de e
lementos (etapa intermediaria). podendo. portanto. ser aco-
plado com solu~oes tipo "SKYLINE" e Iou Banda ou com solu
~oes tipo "FRONTAL". -

"A FINEP. CNPq e C~PES ficam os agradecimentos pelo su
porte financeiro que permitiram a realiza~ao deste trabalho.
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