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Se presentan dos metodos para densificar redes de Elementos Finitos en
forma automatica, adaptandola a una solucion calculada previament.. El
primero consiste en desplazar los nodos interiores de la red de forma de
densificar las zonas con alto error a costa de disminuirla en las que el
error es bajo. El segundo metodo consiste en insertar nuevos elementos
en las zonas en que se necesita densificar.

Se describira la forma de incluir estos metodos en programas de
calculo, sus ventajas y desventajas, y se mostraran algunos ejemplos de
aplicaciOn practica.

Two methods for self-adaptive refinement of finite element grids are
presented. In the first one, the non-boundary nodes are displaced
according to an error estimator, so that the regions with high error
become more densified than those where the error is small. In the second
one, new elements are inserted in the regions where densification is
needed.

A discussion follows on practical implementation of both methods in
finite element software. Numerical results are shown.



euando se trabaja con Elementos Finitos, el problema de generar redes
densificadas adecuaclamente para el problema que se desea resolver, es en
general una tarea dificH, aun si se dispone de un buen generador de
redes. El problema es aun peer en los casos en que no se conoce a priori
cual es 1a zona donde se espera tener problemas, 0 en !os que esta zona
cambia durante el calculo.

Otro problema al que se 5uele enfrentar el usario de Elementos Finitos
es saber 5i la red con la que esta trabajando es 10 suficientemente densa,
y no esta introduciendo un error de truncamiento elevado. Tipicamente esto
se soluciona con experiencia del usuario 0 con redes de5proporcionadamente
densas.

A excepci6n quizas del metodo de IIIl1ti-mallas, no existen en la
actualidad programas que independicen al usuario de estos problemas, y es
probable que una completa automatizaci6n este aun distante de lograrse. En
este trabajo 5e presentan dos metodos que permiten manejar estos
problemas, 5i bien no en forma automatica y"a prueba de bobos", si en
forma seocilla y con poco trabajo para el usuario.

Estos metodos pueden incorporarse a un generador de redes sin
dificultad, pero su inclusiOn en programas de calculo resulta un poco mas
compleja, y va a depender adems de la ecuacion difereneial que se este
resolviendo. En este trabajo 5e describira la implementacion dentro del
programa CUARK (Basombrio 1977), que permite resolver el siguiente
problema:

con: b • b(x,y,U)
9 • g(x,y,U)

Para poder realizar una densificacion adaptada a 1a solucion va a ser
neeesario est1mar e1 error de esta, e i<lent1f1CiiC al1 111 liOllaS con
problemas. Lo que se necesita es estimar el error en e1 elemento en



ter~nos relativos a los demas elementos, y en forma poco costosa en
tiempo de computacion.

una de las formas mas sencillas y "baratas" computacionalmente es usar
como estimador al gradiente de la solucion. una mejor opcion para la
ecuacion (I) es utilizar el siguiente estimador (Rivara 1984):

lelt - At * (C1* Js .•.C2*lglt)
s t

Donde: t -) elemento
s -) lado de t
~ -) area del elemento
Cl, C2 -) Constantes
Js -) Diferencia entre el gradiente del elemento "t" y

';l el elemento vecino por el lade "s"

Esta idea consiste en mover los nodes libres de la red de forma de
densificar las zonas con alto error a costa de disminuirla en las que e1
error es bajo. Por nodos 1ibres se entiende a aquellos que no pertenecen
a la frontera (donde hay condiciones de contorno aplicadas).

Existen IllUchas transformaci nes que pueden cumplir con este objetivo;
1a imp1ementada en este trabajo es una variante de las 11amadas
transformaciones Laplacianas, donde el coeficiente de 1a ecuaci6n no es
considerado constante, sino dependiente de las coordenadas (ecuaci6r:
cuasi-armonica) •

(b.Xu)u + (b.Xy)v - 0 (II)
(b.Yu)u + (b.Yv)v - 0

con: Xfrontera - XO
Yfrontera • YO



Para que el desplazamiento de 105 n0d05 se adapte a 1a solucion
calculada se puede tamar:

Las ecuaciones (II) se resolvieron utilizando ElementosFini t05, Y la
tecnica de almacenamiento "Sky-line"; y para resolver el sistema de
ecuaciones resultante se uti1iza el metodode eliminacien de Gauss.

En la figura 1 se puede ver el esquemade la rutina que realiza este
desp1azamiento adaptivo. Observeseque e1 ensamb1ajey 1a triangulariza-
cion de la matriz solo se realiza una \fez, ya que 10s dos sistemas solo
difieren en 105 valores de las condiciones de contorno.
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La inclusion dentro de un programa de calculo es muy sencilla ya que
solo hay que llamar a esta rutina (DESADP) la que devolvera los nuevos
vectores X, Y de coordenada5. La conectividad de,la red seguira sienda la
misma, y por 10 tanto tampoco hay que modificar las propiedades de 105
elementos. Esta es quizas la principal ventaja de este metodo.



En la figura 2 se puede ver un ejaplo ~te MDCUlo: ~ place
cuadrada con condici6n de Dirichlet constante en dos ladas, condici6n de
NeuIIIann haDogeneaen loa otros dos, y una fuente puntual..

se Dlestra la red inicial, la soluci6n vista CClIIIO una superficie en
el espacio y c:onlineas de nivel, y la nueva red obtenida.

El inconveniente • grave que presenta este -todo es que la formade
los elementos •• degenera, y para grandes desplazamientos es posible que
aparezcan elementos de irea neptiva. Esto se puede solucionar en forma
parcial, limitando los valores en el coeficiente lib" de la ecuacion (II) •

.En el ejemplo de la figura 2 este coeficiente fue nonalizado a 1.0 Y
lueqo acotado en la siquiente forma:

En la figura 3 se III1estrael miSlllOejemplo anterior pero dondeno Be
acot6eabt -coeficiente. se puedever que hay el.-ntoa c:uya foCllaya no e.
aceptable.

Figura 3: Comparacionde la red obtenida acotando y sin acowel
coeficiente lib"



Indudablemente los mayores esfuerzos realizado$ en los ultimos tiempos
en el area de generaeion de redes es en el tema de redes no estrueturadas.
Estas en general se obtienen mediante la insereian de nuevas elementos en
algunas zonas de la red (Para mayoresdetalles ver refereneia 2). 5i bien
ban sido propuestas numerosas formas de dividir elementos no triangulares,
en este trabajo limito su utilizaeion a los triangulos (lineale. 0
cuadraticos) por ser los 1inicos que garantizan que 1a formade los
elementos no se va a degenerar, eondieion que ya se vie es neeesaria para
automatizar 1a densifieaeion.

No todas las divisiones de triangulos van a garantizar que la torma de
los nuevos elementos va a ser buena; para esta implementacien se el~gio 1a
que se muestra en la figura 4, propuesta por Rivara (1987). Al dividir de
esta forma a un e1emento, se esta agregando un node al e1ementovecino,
por 10 tanto es neeesario reali,zar luego un proceso de conformaei6n, donde
estos elementos son ~ivididos de forma apropiada; nuevamenteesta divisi6n
debe ser tal que garantice la no degeneraeian de 10s elementos. En la
mama figura 4 se puede ver COIIIO Be realizan estas nuevas divisiones.
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!ata tecnica permite obtener redes de exelente calidad, aun en casos
en que sea necesario haeer densificaciones excesivamente altas. Por
ejemplo en la red final de 1a figura 6 hay elementos con area 103 veces
mas chica que otros de la mismared, y sin embargodada la cantidad de
nodos de la misma(121), se la puede considerar una red chica. tsto es
imposible de lograr con las tradicionales redes estructuradas.

La implementaciCinde este metodoes IllUchoUS c~leja que en el caso
anterior, ya que entre otros problemas se estan agregando nuevos grades de
libertad, 10 cual iqllica cambiar too. 1a informacion de entrada del
programa de calculo, y por 10 tanto 1a implementaci6nva a depender
fuertemente del programasobre el que se esta trabajando. En la figura 5
se IllUestra los pasos a seguir en este metodopara realizar un proceso de
insercion.

EN EL CASO QUE EL P!IClGRAMA DE CALCUI.D
LO NECESITE

En la figura 6 se llI1estra un ejeqllo donde 58 utilizo este metoda. se
ha llICldeladoe1 potencial entre una p1aca a -1316.0 V Ydoa cables de



dilitinto diametro a 0.0 V. En primera instancia este cilculo se habia
realizado con W'la red de 41*41 (1681 nodos, 3200 elementos), 10 cual
DUestra una situacion tipica, ante la inseguridad e~ la calidad de 10s
resultados, el usuario opta por sobre-dimensionat el problema y evitarse
probables complicaciones que pueden l1e9ar a ser dificiles Qe detectar. La
idea, con este metodo, es que el usuario prepare W'la red con pecos nodes,
y el programa se encargue de densificar si es necesario, y solo donde ha9a
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falta, conaiguiendosa asi no solo un &borro en tiellpO de cilculo, sino
tallbien confianza en loa resultados obtenides. Bn e.W ej8lllplo la red
inicial ya era baatante buena, Y con solo un proceso de inserci6n bast6
para tener un error aceptable.

Bate progr_ full iJIpl.-ntado en su pru.ra versien por BaSClllbrio•.•
y Cruz B. en 1977 con el OClIIbrede UoIaJUIl. Poaterio~te fue
re-progrUlllldopor venere M. en 1986, y por su siJllpleza resulta ideal para

. incorporar y probar esto. nuevos _todo •• SU estructura esta esquematizada
en la fiqura 7.

Tallbiin Be fl':Jede ver aqui COllI)sa agteeJaron 10. JD:1ulo. de
densificaci6n adaptive. ~rve •• que al mcdulode inserci6n adaptiva e.
posible ll_rlo varias vece. durante un c:ilcU10 .i el error no e.
aeeptab1•., per ejellp1~ eft".-l ~ qutt. ••.. .-ftra- en la figure ~ ••..
realizaron Cinco proceSOllde 1nsercien basta alcanzar el error deaeado. No
sa Uipl.-n~6 la Jai_ faetl~dad para despluamentos adaptivoa, ya que 5e
encontr6q poca diferencia eJ)tre la red ~dIl con un proceso a la que
•• obtiene iterando alqunu Veees.

El control para aetivar un .:xiulo 0 el ott~, •• CClJ\trola con tre.
para.etro.que de el usuario:

IDESP
NINS

COTA

-> Indica 5i sa active 0 no el desplazamiento adaptivo.
-> NU.ro maxiJDode procesos de· insercien que •• tealizaran.
-> Error maxiJll)tolerable. 51 DR:lR > COTAinserta el_ntos.

Tulbien es po.ible cOlllbinar UII:loS_todOs- en un Jai~ c:ilculoJ en
la fiqura 9 •• puecSe ver el JaiSll)ejelllp10de la fiquta 2, dcnde despue. de
desplazar, sa real1zaron des proceso. de inserc1en.



m~IA1E

RESOLUClOO: DEL SISTEMA

CALCULO NUEVO~ COEFICIENTES

ERROR COEFICIENTES ACEPTABLE ?
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Batoa _todo. de denaificaci6n adaptiva peDlit.-n reducir en foea
dr.tica.1 t:amafIo de lu rede., y ptobl... ante. r.Mrvadoa a
super-e:clll(Qtadoru pueden Mt ahora tratadoa en ~ •• accHibl••.



Sin embargoes necesario tener ciertos cuidados. Unproblemaque puede
surqir es la precisiOn con que se trabaja. Tipicamente un progrUla de
calculo implementadoen una super-computadoratrabaja e~ dable precisiOn,
sin embargoese no es el caso si uno trabaja en una VAX0 menosaun en una
PC.

5i bien las redes van a ser pequeiias,. y por 10 tanto tambien el
volumende cilculo, hay magnitudes (comoel area de los elementos) que
que pueden diferir en varios ordenes de maqnitud en 1& miSlllared. !sto
puede introducir errores de redondeo importantes, y es necesario tenedos
en cuenta.

Para analizar este problema se corrio un c:aSo con solucion exacta, con
distintas redes, en simple y doble pr~cisiOn. se encontro que el parametro
que influye masdirectamente sabre el error es la dimensiOndel elemento
resptJt.l:ca l~s coordenadasen que se encuentra ubicado. !seo es:

Este resultado tiene su explicaciOn en que si bien estas redes tienen
pecos nodos, y por 10 tanto el volumende operaciones es pequeno, 5e estan
haciendo operac:iones computacionalmentedificiles, comodiferencias entre
numeroscasi iquales, donde el error de redondeo crec:e IIUY rapidamente.

En la fiqura 10 se ha 91aficado 81 error relative maxim en la red, en
funciOnde "De". Para graficar el error de redondeo se tcm6 la diferencia
entre la soluciOn exacta y la soluciOn en dable precisian (0 sea que se
considern que esta Ultima no tiene error de redondeo).

se puede var que cuando "0" est! por debajo de 0.02, 0 sea cuando el
lado del elemento es 50 veces mas chico que las coordenadas donde se
encuentra, "i se trabaja en simple precision ya no es conveniente sequir
densificcmdo. Seta cota es 18 que necesita el usuario para saber cuando
debe abandonar la precision simple.
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