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Resumen

Las técnicas de multigrilla y refinamiento adaptivo han demostrado ser una
herramients muy poderosa en la resolucién de problemas de mecénica de fluidos.
En mallas estructuradas la resolucién por multigrilla del sistema de ecuaciones
planteado insume un nimero de operaciones que es del orden del néimero de grados
de libertad, independientemente de la dimensionalidad del espacic. En este trabajo
se desarrollan técnicas originales para el almacenamiento de los datos de la malla en
estructuras tipo drbol facilitando el acceso a la informacién tanto para la resolucién
por el método de multigrilla como para el refinamiento adaptivo. Se discute el
uso de indicadores de error en la etapa de refinamiento adaptivo. Finalmente se
presentan ejemplo numéricos.

Abstract

Multigrid and adaptive refinement techniques are powerful tools in the reso-
lution of problems arising from fluid mechanics. In structured grids the number of
numerical operations needed in the resolution via the multigrid method is of the
order of the number of degrees of freedom, regardless the dimensionality of the
problem. In this work, original techniques for date storage in tree-like structures
are developed, simplifying access to the information. The use of error indica-
tors in the adaptive refinement stage is discused. Finally, numerical examples are
presented.
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0.INTRODUCCION

La discretizacién por el MEF conduce a la resolucién de un sistema algebraico
de N ecuaciones. Dado que la precisién en la solucién estd faertemente ligada &
N, se dedica mucho esfnerso a! desarrollo de métodos computacionales mss efl-
cientes para resolver este sistema. Inicialmente se usaron métodos directos los
cuales arriban a la solucién en un nimero finito de operaciones. Como ejemplo,
podemoe citar la factorisacién pcr el método de Gauss o de Cholesky. Por otro
lado estdn los métodos iterativos. Estos se caracterizan por generar uns secuencis
de soluciones aproximadas que convergen a Ia exacta. Podemos citar eatre otros
el método de gradientes conjugados con o sin precondicionamiento. La eficiencia
de todos esios métodos puede corpararse a partir del ndmero de operaciones que
requieren para sa solucién. Este valor es en todos los casos proporcional a N
donde a depende de la dimensién del espacio y del método en sf (ver Tabla 1). El
método de multigrilla (MMG) es Sptimo en este sentido ya que requiere estricta-
mente O(N) operaciones. Es especialmente apto cuando la malla es estructurada
¥ el operador diferencial homogéneo, y en principio puede aplicarse a operadores
Do necesariamente autoadjuntos y definidos positivos. Debido a esto su uso es
corriente en problemas de mécanica de fluidos, principalmente para la ecuacién de
Euler compresible [1] y flgjo potencial transénico(3).

Tabla 1. Ordenes de convergencia o de los métodos iterativos

Método 2D [3D
Cholesky banda:

factorisacidn 2 |233

resoluciéa 1.5 |1.67
Diseccitri anidada:

factorisacién 15 | 2.

resolucién 1. {133
Gradientes conjugados | 1.5 |1.33
Gradientes conjugados

precondicionados {1.25 {1.17
Multigrilla 1. 1.

En un contexto de elementos finitos, la programacién del MMG se torna
mucho més complicads debido a Ia mayor generalidad de las mallas utilizadss. Si
bien el costo total de resolucién sigue siendo éptimo (O(N)), Ia ventaja frente a los
otros métodos se hace sensible a partir de un N relativamente elevado (=s 20 000).
Por otra parte las técnicas de refinamiento adaptivo (RA) han probado ser muy
eficientes en un contexto de MEF, ya que éste esté orientado s la modelisacién de
geometrias complicadas.

1.NOTACION GENERAL
Seguiremos en lo posible Ia notacién utilisada por Bank{4]. Por simplicidad
nos restringiremos » 2D. Ses G° una malla de elementos finitos convencional, es
decix
e =ul2q,; (1. = triéngulos o cuadringulos
vl =vérticesde }, j=1,...,N, (1)
Q,NQ, =00 un lado o un vértice
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con N, el niimero de nodos conectados al elemento e. G° es'la malla ingresada por
el usuario, definimos entonces como mallas admisibles aquellas que se obtienen de
la original o de otra admisible subdividiendo un elemento triangular o cuadrangular
en cuatro, uniendo el punto medio de los lados del eleménto. Durante el proceso
de refinamiento se genera una secuencia de mallas admisible G°, G*, ... , GX,....
El criterio de refinamiento seré descripto posteriormente, por el momento nos
limitamos a suponer Ia existencia de tal secuencia. Una forma natural de describir
este tipo de mallas es mediante una estructura arborescente. Esta tiene como nodos
raices los elementos de la malla original G°. El refinar uno de estos elementos se
describe en el érbol como Ia aparicién de cuatro nodos hijos (asocindos con otroe
tantos elementos creados) hijos del nodo asociado con el elemento refinado. Para
0o confundir los nodos del arbol con los nodos de la malla del MEF llamaremos a
los primercs “puntos”. Hay una correspondencia unfvoca entre la malls admiaible
¥ el &rbol correspondiente. A cada punto del irbol le asociamos un nivel { de la
forma natural: los puntos raices son de nivel £ = 0 y los hijjos de un punto de nivel
{ son de nivel £ + 1. Sea v = 7(GZE) el nivel del elemento de méximo nivel de G,
definimos una secuencia de mallas admisibles GZ, GE, ..., GZE, de la siguiente
forma: '

i)GR =GR (2)
ii) érbol de G, = &rbol de G eliminando los puntos del nivel ¢ (3)
Obviamente tenemos G® = G° VR,

En Ia figurs 1 podemos ver un ejemplo con las malias G para clarificar lo
aatedicho. En ls figura 1.a vemos la malia original G°. La malla G! se obtiene
refinando los elementos 3 y 4 (fig 1.b) y contiene 2 elementos del nivel 0 (elemen-
tos 1y 2) y 8 elementos de nivel 1 (elementos § a 12). La mallsa G? se obtiene
refinando los elementos 1, 6 y 12 de G? (fig 1.c) y contiene 1 elemento de nive! 0,
10 de nivel 1 y 8 de nivel 2. Por definicién, tenemoe G, = G2. La malls G?
se obtiene eliminando los elementos de nivel 2 (fig 1.d), vemos que G} # G, esto
ocurriré siempre que al refinar una cierta malla G se refine algin elemento de
nivel £ < 7(G®). En el ejemplo se ha refinado el elemento 1 de G! que es de
nivel 0 y no 1 (= 7(G'). En el ejemplo 7(GR) = R. Esto puede no ser asi si en
algiin paso de refinamiento no se refina ningitin elemento de nivel méximo 4. En la
figura 2 se obeerva el drbol correspondiente & GR=52. Los érboles correspondientes
a las diferentes G} pueden obtenerse como subgrafos de G3.

El método MMG-RA se puede resumir de la siguiente forma: dada una malla
GB-1 ¢l proceso de RA da como resultado una malla G®, interpolando 1a solucién
obtenida en GR~! obtenemoe uns inicialisacién para el MMG quien, después de
un proceso iterativo, nos da finalmente la solucién aproximada para este nivel de
refinamiento. A continuacion nos concentraremos en'el MMG dejando el RA pars
més tarde. Nos ubicaremos entonces en una malla admisible GR y a partir de
ahora por simplicided obviamos el supraindice R. Para cads uns de las G; o
MEF ds uns ecuacidn:

Aa=b, 4)

Sea N, el conjunto de los nodos de Ia malls G;. Estos pueden ser clasificados
de la siguiente forma:
Ne=NpUNgUNR, (%)
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Figura 1. Secuencia de mallas Gl;‘
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Nri, Na.t, Np, disjuntos (6)
Sea un nodo v;:
% ENpL: si esté conectado sélo a elementos de nivel £
% ENpe: si estd conectado a algin elemento de nivel £
y a otro de nivel # < ¢
% €Npe: si no estd conectado a elementos de nivel {
Se verifica que:
NoCMC-CNy=N )
Ademsés definimos:
Nty =N =N (8)

Dada una aproximacién n’; a u; podemos encontrar una mejor aproximacitn de la
siguiente forma: ) . .
wt = uf -or (®

donde 1 es el residuo de la ecuacién en Gy:
r, = Awmj-b, (10)
Este proceso puede ser descripto en forma compacta como:
wj*! = Relax,(w}, by) (11)

Puede demostrame que la secuencia converge a n; para valores de w que satisfagan:

2
0<w<m (12)

Sin embargo, un algoritmo basado solamente en este tipo de método no seria
eficiente. Esto se debe a que las componentes del error en el autovector ; de
A es reducida en un factor (1 ~ wA;) en cada paso. Ahora bien, los operadores
usados corrientemente se caracterizan por un nimero de condicién £ = Amea/Amin
elevados. Podemos ver entonces que para A; = Amia:

1= wAnin &1 2 (13)
es decir, la convergencia es muy pobre para las componentes correspondientes a
los autovalores menores. Haciendo un andlisis de Fourier se puede demostrar que
los autovalores bajos estén asociados generalmente a las componentes suaves del
residuo. La idea central del MMG consiste en aplicar este tipo de método para
reducir las componentes oecilatorias del residuo y una ves que éste es suficiente-
mente regular obtener una correccién en la malla mas gruesa Ge.;. Para ello el
residuo se transfiere a esta malla usando algin operador interpolante:

by = If'r, (14)
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En G, planteamos una =cuacién pars la correccién:
Acywioy =byy (18)

El algoritmo de dos grillas consiste en resolver exactamente esta ecuacién y agregar
la correccién interpolada:

’E‘}"“ = u{“ + I Wiy (18)

Este proceso elimina efectivamente las componentes suaves obteniéndose un
residuc fuertemente oscilatorio, apto para reiniciar el proceso de relsjacién. Eate
proceso es deiallado s continuacién:

Procedimiento 2-grillas:

entrada: u; =, ¢

2Gl) u; ='Rel&.l:(lll,b¢)

2G2) Silicot|| < ¢ entonces PARE

2G3) §i la convergencia es lenta gptopces:
comienzo
2G3.1) by — {7y,
2G3.2) weoy = A7 Bioy e Geoy
2G3.3) u ~— I:_1W¢_1 + 0y
fin

2G4)yaya a 2G1)

Este método no es muy utilizado ya que uca exiensién obvia consiste en
reeolver el paso de correccién 2G3.2 por el método de 2-grilias en G,_;, G,_,.
Ademés la precisién en la resolucién no tiene porqué ser muy elevada dado que
se desea obtener una correcciéz y no ura solucién en af . Un criterio seguido por
Brandt y que ha dado buenos resultados es:

Nweey = A72 bl < eplibe-al) (17)

De esta forma se obtiene &l MMG en forma recursiva.

Haciendo un anilisis de Fourier puede demostraree que el ciclo 2G1-2G4 re-
duce la norma del residuo en un factor fijo p independientemente de k. El costo
W41 de un tal ciclo se puede calcular recursivamente:

- log»ep
Wis1 = wpyNeyy + W, Toap (18)
donde:
Ne = #Ne
wg = nimero de operaciones por grado de libertad
¥ por relajacién

log ¢x/ log p = niimero de ciclos del algoritmo de 2-grillas
en G;_1-G.3 necesarioe pars reducir el
reaiduo en un factor ep
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Suponiendo una malla refinada en forma homogénea: Nyyq = nN¢ con a conatante
(n = 4 en nuestro caso de tridngulos y cuadrados) y el valor asintético para W

-
11
Wigr = wpyNegt / (1 - ;%) (19)

A continuacién mencionaremos ciertos detalles de la implementacién del MMG en
el contexto FEM:

i) En el MDF la regularidad de la malla original y de cada una de las G, facilita
la tarea del almacenamiento de las diferentes variables de trabajo: incognitas,
residuoe,etc... En especiai, durante el proceso de relajacién debemos acceder
a los valores de Jos nodos conectados por algin elemento al nodo en cuestiéa.
Ademss esto debe hacerse en todos los niveles 0 < ¢ < 1.

i%) El almacenamiento de los datos correspondientes a los elementos se hace a
través de un arbol. Esto es Sptimo ya que permite guardar la informacién de
todas las mallss G, ..., G, sin duplicar s informacién.

iii) Al relajar a un cierto nivel G¢ sélo lo hacemos sobre los nodos de Vr; (1a parte
“fina” de G¢). Sélo los elementos de nivel £ dan contribucidn a estos nodoe y,
por lo tanto, sélo hace falta conocer los valores nodales en Nr(UNB L.

iv) Puede demostrarse la siguiente serie de inclusiones:

N Rt C N R+l
Nt C (NRe41 UNB41) (20)
Nrt C (NRi41 UNB 41 UNFL41)

Por lo tanto debemos tener para un dado o:

v€ Nt o<t y t<kr
vENFe kpSl  y  tSks
vENpe; kst y  (<kr
v€ENpey kRSt y <7

La deteccién de los nodos irregulares es muy importante ya que estos nodos
no constituyen grados de libertad en la ecuacién sino que el valor de la funcién en
estos nodos est4 impuesto como &l promedio de los valores de los nodos adyacentes.
Por ejemplo los nodos vy y v3 en 1a malla de la figura 1.b son irregulares.

v) Nodos irregulazes: algunos autores consideran que no es deseable la existencia
de nodos irregulares en la malla alegando que la existencia de estos nodos
aumenta el trabajo computacional y ls cantidad de funciones de forma que
tienen soporte en cada elemento. Nuestra opinién es que estos nodos no traen -
problemas si se mantiene el criterio de l-irregularidad (4], es decir que un
nodo no debe estar coneciado a elementos que difieran en més de un nivel.
Por ejemplo, la malla G* en la figura 1.b satisface el criterio de 1-irregularidad
mientras que la malla G? de Ia figura 1.d no, debido al vértice vy que estd
conectado a Jos elementos 18 ({ =2) y 2 (¢ = 0).

) La imposiciéa del valor de los nodos irregulares al promedio de los nodos
adyncentes es tenida en cuenta autométicamente por o MMG.
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vii) Al pesar a uns malle gruess el residuo debe ser caleulado en tods la malls
mas fina G; para luego transferirlo & la G,_;. En este caso el residuo de ios
nodoe irregulares debe ser transferido por partes iguales a 1os nodos adyacentes
(éstos nu pueden ser irreguiares si se satisface el ctiterio de 1-irreguisridad)

3. TeECNICAS DE REFINAMIENTO ADAPTIVO
Las técnicas de RA constan de dos puntos importantes a saber:
RA-D evaluacidn del errc: de le aproximacion ez la malla GR

RA-ii) eleccién de un criterio para decidir cuales elementos de G® serdn refinados
al pasar s GR+!

Un andlisis del error por interpolacén nos da la siguiente estimacidn:

2. 8% l
PR
,-f;, Pai0z; AziDz;

hur(x) - u(x)} ~ (21)

Donde u; es le interpolada por elementos finitos de u. Tomamoe entonces como
indicador del error (IE):

E:Y‘Q,hfa,z/iul-—ulzdﬂ (22)
- Q

Donde:

j
&, = max 28 (4)

t).k | D2;02;
para 1 < 4,5 < n; v, nodo del elemento e

Uns vez cbtenida ia aproximacidn ul(x) por el MEF en GR podemos obtener
estimaciones para 8%y /82, 8z j & partir de férmulas tipicas como:
8=u 0‘)\'5 Ou,’f

6z,;6z; (ve) = n Oz; 8z; (24)

Esto compieta el punto RA-i). Con respecto al punto RA-ii) seguiremos s lines
desarrollada por Brandt {5]. Para ello remplazemos la sumsa sobre los elementos
por uns integral:

E= f B(x)h?(x) dO2 (25)
n

El trabajo computacional W es proporcional al niimero de grados de libertad,
por lo tanto del orden del nimeio de elementos:

szNg-—-leszh"ﬂ,zw/h"dﬂ ‘ (26)
e € a

La malla Gptima seré aquella que nos de un error menor » trabajo computacional
constante. tratamos de hallar la funcion h(x) tal que:

§(ETh(x)] + AW[h(x)}) = 0 (27)
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/ ((x) 2h — Adwh=4~1)5h 1 = 0 (28)
a

> H(xh(x)PH= ﬁ%'ﬂ = cte (29)
O, volviendo al problema discreto:
e = DAt = cte (30)

Estas ideas un tanto “heuristicas” nos conducen s un criterio prictico de refi-
namiento una vez hallada la solucién uf:
1) Calcular las “eficiencias” n, para cada elemento.

2) La malla GB+! se obtendré refinando aquellos elementos ¢ tales que:

Ne 2 Cﬂﬂmu = C»‘%.{'h} (31)

C, es un pardmetro a ingresar por el usuario (por ejemplo C, = 0.5).

Mucho trabajo tedrico se ha dedicado a la obtencién de estimadores de error
a posteriori (EEAP). Muchos investigadores, enire ioe cuales cabe destacar Bank
[8] y Babuska(7] han desarrollado una serie de EEAP. En algunos casos se puede
demostrar que estoe EEAP se acercan (asintéticamente) al error. En este trabajo
el RA se ha basado en un indicador de error (IE) mds bien que en dquel tipo de
EEAP. Este tipo de IE ha sido utilizado por Brandt en un contexto MDF y se basa
parte en razonamientos heuristicos y parte en andlisis del error de interpoiacién.
El criterio pars la eleccién del IE (o EEAP) fue:
¢) el IE (0 EEAP) debe permitir decidir cudles elementos serén refinados durante
el proceso de RA.

i1) e IE (o EEAP) debe servir como cota de detencién del proceso de RA por
parte del usuario.

#i5) simplicidad de programacién y costo de ejecucién.

Con respecto al punto i) podemos decir que, si bien los EEAP cuentan con
un aval tedrico muy importante como estimadares dei error giobal, poco o nada se
conoce de su habilidad para poder predecir cuiles son los elemenios a refinar en
el préximo paso.

4.EJEMPLOS NUMERICOS
Se trata de resolver la ecuacién de Laplace en el cuadrado unitario con condi-
ciones tipo Dirichlet en la frontera:
{Au = 0; en O =0,1] x [0,1)
u =T en 89
Elegirmos:
: - (a3 Naf2 o f | X\
= (@ +)"? cou (a uctmg(;)) = R{f(2)}
t=z+1iy
f(z)=2"
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f tiene (eventualmente, dependierdo de a) una singularidad en 2 =y = 0:

|Vu|=|% = qr2t
1(8%\?  1/6%\* [ &)
voi=3(5) +3(5) * () =
= %:—{- = a(a—1)r*?

E! primer ejemplo numérico est4 relacionado con Ia convergencia de la imple-
mentacién del MMG. Se ha tomado a = 1.2 y C,, = 0 de manera que en cada paso
de refinamiento todos los elementos son refinados. La malla G° consiste en un
s6lo elemento que ocupa todo el dominio de manera que las mallas G2 son mallas
uniformes de 27 x 27 elementos, (27 + 1) nodos y (27 — 1)? grados de libertad
(los nodos interiores). Ademds para estas mallas ¥(G®) = R. Se aplics el MMG
hasta R = 7 es decir, una malla de 27 x 27 = 16 384 elementos y (27 —1)? = 16129
grados de libertad. En la figura 3.a vemos la curva de evolucién del error como
funcién del tiempo de CPU. Cada punto de la curva corresponde s un R. La
ordenada corresponde a:

1/3
logso (E lu(v’) - ui‘(v‘)l’)

De la grifica se deduce que:

i) el tiempo de resolucién es proporcional al mimero de nodoe. En particular,
el programa consume 240 seg para R =7y 70 seg para R =86 (4 096 elemen-
tos; 3969 grados de libertad). La factorizacién de la matris correspondiente
a G* (3969 GDL) por el algoritmo de Cholesky consumié 300 seg de CPU.
La memoria requerida por el MMG fue de 110000 reales (= 880 kbytes en
doble precisién) para G® y 450000 reales (= 3.6 Mbytes) en G7. Nétese el
comportamiento lineal de la memoria requerida con el nimero de GDL. Con
respecto a la factorizacion de Cholesky, un pequeiio cdlculo permite verificar
que 8dlo el almacenamiento en banda se la matriz requiere:

(28 —1)® = 250047 reales = 2MbyAt,e-k'

en G® y 16.4 Mbytes en G7. Debido al alto requerimiento en memoria el
problema no pudo ser tratado por el método directo en G - ‘
if) El error se comporté O(h?), (h = 2~7); Obeérvese que en cada malla el error
se reducia en un factor 34, -
El segundo ejemplo consiste en el mismo problemsa con a = 0.5 esta ves y ‘
el objetivo consiste en verificar la malls generada por el proceso de RA ante I
presencia de una singularidad. El detalle de las malla después de 12 refinamientos
(R = 12) puede observarse en la figura 4.a. Luﬂgurntbytcaogde_t;n@dch 7

| 0< #0040, 0Sy<0040 Figura 4b
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Figura 4. Malla generada durante el proceso
de refinamiento
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0<2<0.004, 0<y<0.004 Figura 4.c

En la figura 3.b puede observarse la curva de convergencia (a la solucién exacta
del problema continuo) como en el gjemplo anterior. Puede observarse que la
convergencia es bastante buena a pesar de Ia smgumndad (2 6rdenes de magnitud

en 180 seg de CPU).
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5.NOTACION Y SIMBOLOS

mairiz de rigidez obtenida por ei MEF

vector miembro derecho en la ecuacidn del MEF
dimension del espacio

indice de elemento

error de interpolacién

Estimadoer de Error A Posteriori

malla admisible

Grado Da Libertad

paso de ia malla

Indicador de Error

operador de restriccidn de malla fins a gruess
operador de interpolacién de malla gruesa a fina
describen el status de un nodo V¢

subindice que indics el nivel dentro del MMG
Método de Diferencias Finitas

Método de Elementos Finitos

Método MultiGrilla

relacion entre el nimero de nodos de Gy y G,_, {esin-
téticamente)

numero de nodos de la malla -

mimero de nodos del elemenio ¢

nimero de elementos de la malla

funcién de forma ssociada al nodo k

cenjunto de nodos asociado a una masila admisible.
supraindice que indica 2l paso de refinamiento
Refinamiento Adaptivo -

vector residuo de la ecuacién del MEF

vector de valores nodales del MEF

interpolada de u por el MEF

funcién resultado del MEF en G®

nodo j del elemento e

trabajo computacional por elemento

trabajo computacional por nodo por relajacién
trabajo computacional en la malls G,
autovector de la mairiz A

orden de convergencie de los métodos iterativos; tam-
bién éxponente de la funcién compleja en los ejemplos
criterio de detencién en la malla gruesa
magnitud de las derivadas zegundas de u
maximo nivel de una malla

nimero-de condicion de A




,342,

A = multiplicader de Lagrange en la discretizacién éptima
A;j = sutovalor de la matriz A

v = numero de relajaciones por ciclo del MMG

p = factor de reduccién del residuo por ciclo del MMG

w = parametro del método de relajacién
l. = volumen del elemento e

n. = “eficiencia” del elemento e .
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